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数学 载 师 ， 大 学 理工 科 、 电 大 、 职 大 、 夜 大 师 生 、 工 程 技 术 人 员 及 自学 数 
学 的 广大 青年 使 用 ， 前 十 四 章 也 寺 合 广大 高 中 学 生 和 参阅。 

需要 指出 的 是 ， 原 车 篇 幅 尘 大， 内 容 涉 及 数学 的 许多 分 支 ， 参 加 编写 
者 人 数 较 多 ， 玖 训 癌 编写 质量 难说 内 优 ， 错 误 、 遗 漏 和 重复 之 处 也 在 所 难 
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在 中 学 或 中 专 的 救 科 书 里 ， 对 一 些 事 情 常 常 不 得 不 这 样 说 : “已 知 下 
列 定理 (或 性 质 ) 是 成 立 的 " ,虽然 一 般 说 来 没有 必要 或 难于 深 查 细 完 加 以 证 
明 ， 但 是 有 时 对 某 些 问题 做 一 些 更 深入 的 介绍 还 是 需要 的 ， 而 且 越 是 在 高 
年 级 ， 这 样 的 情况 则 越 多 。 

壁 如 讲授 到 高 次 方程 时 ， 以 前 对 数学 不 怎么 感 兴趣 的 学 生 ， 息 然 关 心 
起 数学 来 了 ， 兴 趣 倍增 ,劲头 十 足 , 这 时 若 能 向 他 们 介绍 卡尔 丹 公 式 和 费 拉 
里 解法 ， 就 会 看 到 他 们 目 不 转 畏 倾听 的 情形 ， 这 样 看 来 ， 应 当 多 从 各 种 专 


著 中 把 需要 的 资料 摘 邓 出 来 ， 经 过 加 工整 理 后 应 用 到 课堂 教学 中 去 ， 可 是 4 


实际 上 人 们 并 没有 那么 多 的 时 间 去 做 那些 应 做 的 事情 。 

编写 此 书 的 目的 正 是 为 了 解决 这 些 困难 ， 它 可 以 帮助 读者 向 容 易 地 香 
找 他 所 需 的 资料 。 本 书 接 下 列 原则 编写 : 

1, 全 节 虽 不 能 成 为 一 个 体系 ， 但 尽量 使 其 各 章 独 立地 自 成 体系 。 

2。 尽量 多 收集 一 些 对 指导 栽 学 有 用 的 公式 和 定理 的 完整 证 明 及 典型 
解法 ， 

3。 造 当 收集 一 些 能 唉 起 学 生 兴 趣 的 历史 故事 ， 以 及 有 助 于 加 深 理 R 
的 实例 等 内 容 。- 

4 对 于 概 让 和 统计 等 单 任课 本 则 难以 充分 理解 的 内 容 ， 尽 可 能 作 深 
入 漫 出 的 介绍 。 

5。 用 大 量 篇 幅 收集 图 形 教材 ( 钝 几何 学 ) 及 其 应 用 例题 ， 这 对 于 目前 
已 成 为 突出 问题 一 -缺乏 形象 思维 能 力 - 一 的 学 生 ， 可 起 到 指导 作用 ， 

6. 在 大 学 入 学 试题 中 经 常 出 现 的 近代 数学 的 内 容 也 妨 进 了 一 些 在 本 
书 里 ， 以 便 用 于 课堂 讲 按 或 作 简 单 介绍 。 

7。 对 于 以 “自学 为 主 的 讨论 会 ”形式 出 现 的 所 谓 “ 自 学 小 组 ”来 说 ， 
项 望 本 书 能 成 为 一 本 恰当 的 参考 书 。 

以 能 使 读者 “ 花 钱 少 ， 收 效 好 ”为 编写 本 书 的 目的 ， 编 写 这 样 的 书 虽 
然 困 难 重 重 ， 但 值得 欣 奈 的 是 我 们 敢于 面向 困难 ， 终 于 完成 了 本 书 的 编写 
工作 ， 献 点 和 不 足 之 处 一 定 很 多 ， 望 读者 不 杏 赐 救 ， 以 便 在 修订 本 书 时 使 
RERE, 


(2) x ü 
”最 后 ， 对 于 在 编写 本 书 的 过 程 中 曾 给 予 大 力 协 助 的 几 位 老师 ， 讶 表 深 
加 的 谢 庆 1 
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第 一 草 数 . 式 及 其 运算 


S1. Æ A 


11 整 式 的 四 则 运算 (如 未 事先 声明 ,字母 限于 实数 范围 内 取 值 )， 
【公理 】 基 本 运算 定律 


加 法 乘法 
交换 律  a+b=b+a, ob 一 ba， 
结合 和 (at+b)+c=at+(b+c), (ab)c=a(bc), 


分 配 律 — a(b+c)=ab-+ac. 
【定义 ]1、 单 项 式 . SHR BA 由 数 和 字母 相 乘 而 成 的 式 子 ü 做 单项 
式 。 在 单项 式 中 ， 相 乘 字 母 的 个 效 叫 做 此 单项 式 的 次 数 ， 字 母 以 外 的 部 分 
叫做 系数 ， 
几 个 单项 式 相 加 减 而 成 的 式 子 叫做 多 项 式 . 单项 式 和 多 项 式 统 称 整 
A. 组 成 整 式 的 每 一 个 单项 式 叫 做 这 个 整 式 的 一 项 ， 各 项 中 最 高 次 项 的 次 
数 叫 做 此 整 式 的 次 数 。 把 整 式 的 次 数 按 由 高 ( 低 ) 到 低 (高 ) 顺序 排列 ， 叫 
做 按 降 若 ( #E-3E ) 排列 ， 
例 把 3x: 十 2x 一 5 十 xX’ 十 2x? 一 x 十 3x? 依 降 宕 、 升 幕 顺 序 整 理 时 ， 有 
RRIF 4x3 十 5x? 十 X 一 5， 
升 蹇 顺序 ”一 5 十 x 十 5xX? 十 4X3。 
【定义 ]2. 合并 同类 项 在 多 项 式 中 ， 除 系数 以 外 ， 字 母 部 分 相 同 的 项 ， 
叫做 局 类 项 。 对 同类 项 使 用 分 配 律 ， 可 以 将 它们 归并 为 -项 ， 这 凤 做 合并 
同类 项 . 
例 3a'b-F2ab2—2g'b-rab'=3a'b—-2a2b+ 2ab?+ ab 
=(3—2)a'b + (2+ 1)ab2=a°b--3ab2, 
【定义 }， 整 式 的 加 法 . 减法 求 整 式 的 和 ， 就 是 把 它们 的 各 项 相 加 ,如 有 
同类 项 就 合并 。 为 了 求 整 式 的 兰 ， 可 将 减 式 反 号 后 与 被 碱 式 相 加 ， 


Ca) 第 一 章 数 ， 式 及 其 运算 
例 试 求 下 列 两 式 的 和 以 及 由 第 一 式 减 第 二 式 的 差 ， 


5x°+A4x—3, —x°—3x+5, 
解 (5x1+4x 一 3) 十 (一 x2 一 3x 十 5) 5x? Ka 
= ( 5— 2 一 3 一 3 十 5 i S DSE a 
DEU Sto Sh 
(5x? + 4x —3)—(—x?—3x+5) 5X2 十 4X 一 3 
= 一 《5X2 十 4X 一 3) 十 (x2? 十 3x 一 5) a AtS 
一 (5 十 1)x2: 十 (4 十 3)x 十 (一 3 一 5) KPIR 
一 6X2 十 7X 一 8. 


[DEX]. BEHRA 
(i) 单项 式 的 乘法 ， 用 乘法 的 结合 律 、 交换 律 、 以 及 下 列 指数 法 则 
进行 运算 
im. n 是 正 整数 ， 则 
am 一 0n+ (am)"=q"", (ab)"=a"b", 
例 3atb(—2ab')=3x(—2)attib't3= — bab, 
” Gi) 单项 式 与 多 项 式 的 积 :是 把 : 习 项 式 与 多 项 式 的 各 项 相 乘 ， EK h, 
" 2abc(3a —2b +4c)=2abc -3a —2abc -2b +2abç'4ç 
= 6a bc —4ab2c + 8abc?. : 
“(iii) 多 项 式 与 多 项 式 的 积 ， Se sEpa= Ea 
AWAM, HRM. 
" (020b +0°)(2a- Hb) = (a° —2ab +b?) -2a + (a? —2ab +b?) +b 
= 2a” —4a°b + 2ab* +a?b —2ab? +p! 
一 203 一 3a2b 十 b3 
Gv) 几 个 单项 式 与 多 项 式 的 积 ; 古 把 这 个 积 表示 成 一 个 多 项 式 ， H 
WERRF. SOT3SSChAUBIDMR, TEAN FAAR: 
REAR 
5 
i  [(a—b)?=a*—2ab +b; 
I (ab) (a—b)=a’—p’, 
人 (x+b)=x°+ (a +u)x+ab, 
_(ax+b) (cx+d)=acx + (ad + be)x +bd; 
p I 
(a—b) =a 3g0+30b —b, 


§ 1. % =Ñ (3) 
y e (a° —ab- aaa 十 ba 
(a—b) (a? +ab +b2)=a*—bš; 
可 (ad-b+cY =a°+b° +e? F2ab+2ac+2bo;s 
W  (aè-+ab+b?) (aè —ab +b’) =at +a°b? +b. 
例题 ” 试 展 开 下 列 各 式 : 


(1) (a+b+c); (2) (x—y+z) (x+y—z); 
(3) (x+3) (x—5); (4) (2x+3)(3x—5); 
(5) 《3a 一 2b)3; (6) (x+2y) (x2—2xy+ 4y2); 


(7) (a2+ab+b2) (a2—ab +b’). 
解 (i) (a+b-rc = ((a+b)+cy'=(a+b)'+2(a+b):c+ce* 
=0° +b" +c°-H2bc +2ca+ 2ab; (HRI) 
(2) (x—y +z) (x+y—z)={x—(y—z)} (x+ (y—z)) 
| = x?)—(y—z)°=x2 SE 
=x°— y + 2yz— z? 《利用 I ,I ) 
(3) bai (x—5)=x°+(3—5)x+3(— ja x*—2x—15; 《利用 夏 》 
(O (2x. 上 3) (3x 一 5) 一 2.3x 十 {2( 一 5) 十 3.3)》x 十 3( 一 5) 


一 6x“ 一 x 一 15; (ZHE) 

(5) (3a—2b)?=(3a)?—3(3a)’ (25) +3(3a)(2b)?— (2p)? 
= 27a% —54a"b +36ab?— 8b?; 《利用 了 ) 
(6) (x+2y) (x? 一 2xy 寸 472) 一 x3 十 (2y)3 一 X3 十 8y3; 《利用 Y ) 


(7) (a2+ab+b2) (a?—ab+b’)={(a’+b’)+ab} {(a*.+b’)—ab} 
=(a:+b’)’—(ab)’=a‘+a’b’ +b, 
《利用 I 、I) 
【定义 ]15。 整 式 的 除法 
G) 单项 式 除 单 项 式 时 ， 可 用 下 列 指数 法 则 ， 
ik m. n KERS, a9, I 
fa"-",  (m>n 时 ) 
WW I l (m =n 时 ) 
aÀ 4 


1 
[Dai ° (m < n iF) 


3 4-2 
例 mnia — 20b!) = 10a b` S= us 5a PEE _ 5a? 


一 262b4 bi? b 
Gi) 单项 式 除 多 项 式 ， ET 


(4) f: S Š Le ARREA 

(iii) 用 多 项 式 除 多 项 式 时 ， 先 把 多 项 式 幕 理 成 菜 字 母 的 降 筹 顺 序 ， 
再 象 整数 的 除法 那样 进行 运算 
例 (x'—2x—3)+ (x2-2x—1). 

ME a PEE 
x’+2x—1) x? 一 2X 一 3 
| 
— 2x? — X 一 3 
-一 2x 一 4x% 十 2 
3x — 5 

答 ， 商 式 x 一 2， 余 式 3x5. 

【定义 】6， 若 用 整 式 B 除 整 式 A 时 ， MRE RAER, M 

i ` A=B.Q+R (RÆO0REI BAAR). Q 

说 明 若 用 B 除 A， 得 到 商 式 MAAR, M 
A+B=O"R, 

可 用 商 式 Q 乘 以 除 式 B 再 加 上 余 式 RR 来 验算 此 运算 是 否 正 确 ， 如 其 
结果 等 于 被 除 式 A4， 则 表明 此 除法 是 正确 的 ， 把 所 说 的 这 种 关系 表示 成 数 
学 式 ， 就 得 到 @ 式 .又 由 R 的 性 质 ，Q、R 唯一 地 确定 . 
例题 : 用 (x 十 3) (x 一 5) RER A, 得 到 商 式 8 和 余 式 x 一 3， 试 求 用 
(x 十 3) 除 A 时 的 余 式 ， 

解 TA=(x 二 3) (x 一 5) Q-+x—3 
=(x+3) (x 一 5) Q+ (x--3)—6 
ee 

: 余 式 一 6., 


1.2 因 式 分 解 


【定义 ]7， 因 式 分 解 和 的 形 
式 ,叫做 因 式 分 解 . 在 因 式 分 解 中 ， 可 原封 不 动 地 利用 滋 法 的 公式 。 
注意 ” 因 式 分 解 多 运用 于 分 式 的 计算 以 及 解 方程 式 ， 
因 式 分 解 的 公式 

ma+mb=m(a+b); 
a?—b’=(a +b) (a—b); 
5 =(a +b)’, 
a° —2ab +b’ = (a =b}; 

Xx: 十 (ad-b)x+ab=(x+a) EE 
acx’+ (ad +be)x+bd=(ax+b)(ex+å); 


< W o 


Š 1. %5% 式 (5) 
Ü 和 tb) (a? - (由 十 六 )， 


k. a —b?’= (a—b)(a`-rab-+ b°); 
W alLb52Lceo2L2be i 2ca+?ab=(a-t b +c); 


|. -+3a°b + 3ab? +b’ = (a +b)’, 
a? —3a°b +3ab? —b? = (a —b)°; 
K as+bi+cei—3abc=(a-r-b+cec) (a-b? +e? —be—ca—ab). 
ARA KE RME 
G) 当 整 式 所 有 项 有 公 因 式 时 ， 先 提取 公 因 式 ， 然后 再 把 有 公 因 式 
的 部 分 项 括 在 一 起 ， 进 一 步 提 取 公 因 式 ， 
(ii) ”把 整 式 按 菏 字母 的 降 咕 硕 序 排列 并 利用 公式 。 
例题 1. 把 下 烈 各 式 分 解 因 式 : 


(1) 8a3bzc 一 6abzc3 (2) x(a+b)—y(a--b); 
(3) 6a°b—24abš; (4) 9xX —12xy+ 4y'`; 
(5) x!'—3Sx—10; (6) 3(a+b)'+1l4(a+b)+8; 
(7) 6x2 一 5xy 一 6322 十 x 十 57 十 1; (8) 1 十 x3 十 办 一 3x?。 
解 (1) 8a3bzc 一 6abzc3 一 2ab2c(4a2 一 3c2); 《利用 I) 
(2) x(a+b)—y(a-Fb)= (a+b)(x—y); 《利用 1 ) 
(3) 6a5b 一 24003 一 6ab(a2 一 4b2) 一 6ab[a2 一 (2b)3] 
=6ab(a-+2b)(a—2b); (JHI, I) 
(4) 9x? —12xy+4y°=(3x} —2(3x) (2y) + (2y)? =(3x—2y)?; 


(#| E) 
(5) x?—3x—10, 


运用 公式 N. Za, bi ajb=-—3, ab=—10, 即 取 a=2, b= —5, 
mij xX2—3x—10=x2+(2—5)x+2(—5)=(x+2)(x—5); 
(RAN ) 
(6) ta+b=xX, Nj 3(a+b)+14(atb)-+8=3X?+14X +8. 
运用 公式 YY。 ac=3, bd=8, ad+bc=14, 
因而 3X?+14X+8 (3)a x b(2)—bc(2) 
=(3X-+2)(X +4) 《Lic“、dG4) 一 ad(12) _ 
一 (3a 十 38 十 2)(a 上 二 b 十 4) (HHV) ac 一 3 bij=4 ad+bc=14 
(7) 将 原 式 按 x 的 降 基 排列 
0x2—5xy—6y'+x+5y—:! 2 x 一 3? 十 1 一 一 9y 十 3 
m=6xX2 十 (一 5 十 1)x 一 (6y2 一 5y 十 1) 3“ ` 2y—W 4y—2 
w6x'+(—5y+1)x—(2y—1)(3y—1) $ —CGy—1)(2y—1) —5y+1 


(6) 第 一 意 数 ,. 式 及 其 运算 
一 (2x 一 3 十 1)(3x 十 2y 一 1); (利用 W ,YY ) 
(8) 1 十 x3 十 % 一 3xy 一 13 十 X3 十 多 一 3.1 .xy 
=(1+x+y)(1+x'+y'—xy—y—x), (RAE) 
例题 2， 把 下 列 各 式 分 解 因 式 : 

(1) 4ab—4a°— b? +1; 

(2) œ (b—c) +b (c—a)+c’ (a-b); 

(3) (x 十 1)(x 十 2)(x 十 3)(x 十 4) 一 24; 

(4) (x*—6x+5)(x?—2x—3)+12; 

(5) x*+3x?y2+ 4⁄y:, 

解 (1) 4ab—4a°— b? +1 =1— (4a? —4ab+b?) 
m1 —(2a—b)} =(1+2a—b)(1—2a +b); 

(2) a l(b—c)+b(c—a)+c?(a—b)=a(b—c)—alb?— c?) +be (b—c) 
=(b—c)(a2—(b+c)a--bc)=(b—c)(a—b)(a—c) 
== —(b—c)(c—a)(a—b); 

(3) (x+1)(x+2)(x+3)(x+4)— 24 
=(x+1)(x+3)(x+2)(x+3)—24 
二 (x 十 5x 十 4)(x’ 十 5x 十 6) 一 24. 

$ x'+5x=X,JB| Ez =(X+4)(X+6)—24 
=X2+10X=X(X-+10) 
= (x+ 5x)(x?+5x +10) 
=x(x+5)(x°+5x-+10); 

(4) (x?—6x+5)(x?—2x—3)+12 
=(x—1)(x—5)(x—3)(x+1)+12 
*=(x—1)(x—3)(x—5)(x+1)+12 
= (x2—4x+3)(x2— 4x—5)+ 12 

< xt—4x=X,ÚWjJ Ezk=(X+3)(K—5)+12=X'—2X—3 
s=(X+1)(X—3) 
sa(x2— 4x+1)(x2— 4x—3); 

(5) X4 十 3x299 十 434 一 (X4 十 4X292 十 474 — x?y2 
= (x 42y) xy = (x 二 +xy+2y )(x 一 xy 十 272) 。 


1:3 ”剩余 定理 , 因 式 定理 
1、 WREE 
【定理 】 1， 用 x 一 0 除 整 式 1(x) 时 , 余 式 R=J(a), 


Lg R t?) 


证 明 假定 用 x 一 a 除 整 式 1(x) 时 ， 所 得 的 商 为 Q(x), 余 式 为 R， 则 
j(x)= 二 (x 一 a)Q(x) 十 R (R 是 常数 )， 
由 于 这 个 等 式 是 恒等式 ， 故 将 x=a 代入 时 得 x 
f(a)=(a—a)Q(a)+R .. R=f(a). L] 
注意 (a). Qla) flx), Q(x) 在 x=a 处 的 值 . 
例题 RRA x 十 3 除 (x)==x’ 十 2x* 十 6 时 的 余 式 ， 
解 R=/( 一 3)=( 一 3); 十 2( 一 3)? 十 6 二 一 27 十 18 十 6 二 一 3， 
2. 因 式 定理 
【定理 】 2. 整 式 f(x) 可 用 x—a 整除 的 充分 必要 条 件 是 f(a)=0， 
证 明 ”假如 f(x) 可 用 x 一 a 整除 ， 则 R=f(a)=0. 
反之 , 假如 R=f(a) 二 0， 则 f(x) 二 (x 一 a9)Q(x)， 即 f(x) TH x—a š 
除 , 因 而 ，f(x) 可 用 x 一 a 整除 的 充分 必要 条 件 是 f(a)=0. O 
例题 1. 试 确定 常数 m 的 值 ， 使 f(x)=x`+mx<x—ë6 被 x 一 3 整除 ， 
解 /(3)=27+3m—6=0, 3m=—21, 2 m= -—7T. 
例题 2. 把 下 列 各 式 分 解 因 式 : 
(i) x‘—x’—3x’ 十 x 十 2; (2) x 十 x 十 4; 
(3) 2x3—3x2—11x-+6; (4) 4x3 一 5xX 十 6。 
WW (1) 令 f(x)=x‘ 一 x 一 3x? 十 x 十 2. 由 于 f(1)=0, 1( 一 1)=0, 据 因 
式 定理 ，1(x) 可 被 (x 一 1).(x 十 1) 整 除 ， 且 有 
1(x)=(x—1)(x+1)(x’—x—2)=(x—1)(x+1)(x+1)(x—2) 
=(x~—1)(x+1)’(x—2); 
(2) £ J(x)=x'+x°+4, ` f(—2)=0, 
"o J(x)=(x+5)(x2—x+25); 
(3) J(x)=2x5—3x2—11x+6, ` f(—2)=0. 
1(x) 一 (x 十 2)(2x2 一 7X 十 3) 
=(x+2)(2x—1)(x—3); 
3 


(4) f(x)=4x3—5x+6, H Kez =0, 


1(x) 一 (x 十 3 )(4x? 一 6x 十 人 


一 (2x 十 3)(2xX? 一 3X 十 2) ， 
X 符号 “ 口 表示 证 毕 ， 以 后 同 ， 评注 
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3. 综合 除法 对 于 整 式 f(x)， 在 计算 x=a 的 值 1(a) 时 ， 有 下 述 的 所 谓 
综合 除法 : 
假定 用 x 一 a 除 三 次 式 x) 二 aox; 十 qix? 十 asx 十 qs 时 所 得 的 商 是 Q(x) 
=b2+bix+b; Z N ER, b= bi=Ga,+ab, b=a-+ab,, R= 
a,s+ab,;. 
计算 格式 ，f(x) 的 系数 Go a G as |a 
ab abı ab, 
Q(x) 的 系数 bo(=ao) b, b R 
证 明 axax taxta = (x—a)lbix tbx +b) +R 
=þbx + (b, —ab)x + (b;Ërl l 9 abi)x—ab,+R, 
出 于 这 是 恒等式 ， 因 而 可 比较 系数 


xš 的 系数 o= bo; Si bo =a; 

x? 的 系数 al 一 bl 一 QCbo， bi =a;+ aba 

x 的 系数 a,=b:—abi, b,=a,+ab,, 

常数 项 a, =R=-— ab;, R=as + ab; M 
例题 利用 综合 除法 ， 求 下 列 除法 运算 的 商 和 余 式 ， 

(4x`—x2—6x-+3)—+ (x—2) 
W 4 -i -6 3 f2 

8 14 16 <^ RE Q(x)=4x°+7x+8, 


4 7 8 19 
14 恒等式: 待定 系数 法 | 
DEX]8. 恒等式 在 表示 计算 法 则 和 计算 结果 的 等 式 中 ， 若 对 其 中 的 字 
母 给 予 任意 值 时 ， 等 式 都 便 成 立 ， 则 这 样 的 等 式 叫 做 恒等式 ， 

【 定 更 ]3。 若 二 次 整 式 j(x)= 二 ax? 十 bx 十 c， 对 于 x 的 相 异 的 三 个 信 a, 
8. y RA fla)=fi(8)=fly)=0, N] a=b=c=0. 
证 明 XF fx) 一 ax: 十 bx 十 c， 由 题 设 有 

f(a)=aa’+ba+c=0, 
1(0)=aB2+b8+c=0, 
1(y)=ay’+by+c=0, 

由 中 一 @@ a(a2—80)+b(a—8)=0, 
(a—8Xala+p)+b}=0, a¥p 
a(a+B)+b=0. 

同样 ,由 @ 一 @，  a(8-++)+b=0. 


余 式 R=19. 


eee 


e © 


5L% =Ç (9) 

H@—@ ala—y)=0, ayy, .. a=0. 

Jp IK AGIN, b=0, RAO, c=0, 

从 而 a=b=c=0, B f(x)=0 Rs SÇ. ' id 

同 理 ， 对 于 至 多 次 的 整 式 

fx) 一 aox "十 alX ”1 十 … 十 an-1X 十 an， | 
车 有 x 的 nn 十 1 个 不 同 的 值 a, Got Ans an+l 使 
j(a) =f (a) = =f (an) =] lan) =0, 
则 @6==q1 二 … 二 an-1 二 as 二 0， 也 就 是 a, 
男 外， 可 以 证 明 ， 若 下 列 两 个 至 多 n 次 的 整 式 
J(x)=aew"+ax""l4 +a, ix+a,, 
g(x) 一 box" 十 bix" -1 十 … 十 bxs-1X 十 bo， 

对 于 x 的 十 1 个 不 同 的 值 ,它们 的 值 分 别 相 等 , 则 得 等 式 了 f(x) 三 g(x) 
成 立 ， 事 实 上 ， 芳 设 h(x)==f(x) 一 g(x)， 则 h(x) EES n 次 的 整 式 而 且 
对 于 x 的 nn 十 1 个 不 同 的 值 ， 都 有 h(x)= 二 9. 因此 ,由 上 所 述 ，h(x) 夺 3, 即 

(ao 一 bo)x 十 (al 一 bi)x 一 1 十 … 十 (as-l 一 be-1)X 十 (as 一 bo) 三 ]， 

a —b =a, —b, =+ =a,-, —b,-i=a,—b,=0, 

BI a=b, q—b, …，an-1 一 ba-1， an 一 D，。 

从 而 f(x) 和 g(x) ET, 
【定义 ]9. 待定 系数 法 利用 和 恒等式 的 性 质 求 未 知 系数 的 方法 ， 叫 做 待定 
系数 法 ， 
例题 1|， 试 求 a,b,c,d 的 值 ， 使 

a(x—1)(x—2)(x—3)-+-b(x—1)(x—2)--e(x—1)+d=x° 
ERL. 
解 ” 将 左 端 整理 ， 并 与 右 闪 的 同 次 项 的 系数 相 比 较 ， 得 


x 的 系数 ”a==1， 


a=1, 
XIRA ”一 6a 十 b=0， “. b=6. w/b=6, 
x 的 系数 ”11a 一 3b 十 c= 二 0， .c=70 Ce7 
常数 项 — —Ga+2b—c+d=0, ^ d=1 i d=], 

另 解 ”由 于 这 是 恒等式 ， 所 以 在 两 端 
令 x=1, d=1. ami, 
令 x=2, c+d=8, “ c=7. 从 |b=6, 
< x=3, 2b+2c+d= YP © b=6. P )c=7, 
$ x=0, --6a+?b—c+d=0, ^ asi, d=1. 
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_— — ae e e- 


注意 第 一 种 解法 趾 | 做 系数 比较 法 ; 第 二 种 解法 叫做 数值 代入 法 . 
鲍 题 2. 试 求 出 下 列 名 口内 适当 的 数字 ， 
(1) (x—2)(P]x—3)(3x+[_])=6xt—5x2+[]x +0]; 
(2) x`+x=(x—1)°+[](x—1)2+[](x—1)+[]; 


(3) x+1 "y Wa s | | 


(3x+2)(5x+3) 3x 十 2 5x+3 ° 


解 (1) 设 (x 一 2)(ax 一 3)(3x 二 b) 二 6x; 一 5x’ 十 cx 十 d, 并 比较 x 的 同 次 项 
的 系数 ， 


x 的 系数 3a=6, .“。 4=2. 

X* 的 系数 ab 一 9 一 6q== 一 5， .“. b=8. 

X 的 系数 ”一 3b 一 2ab 十 18 二 c， .， c= 二 一 38， 
vo: 常数 项 6b=d， `. d=48. 


答 (x—2)(2x— s)(sx+-8)=6x5— 一 5x? 一 38x 十 48。 
(2) 设 知 十 x 一 (X 一 1)3 十 a(x 一 1)2 十 D(x 一 1) 十 c 
令 x=m=1, 2=c. 
2, 10=a4+b+c+1. 
0, 0=a—b+c—1, 
由 此 解 得 a=3, b=4, c=2. 
 @& s5+x=(x—1)'+3(x—1)'+4(x—1)+2, 


x+1 ES.: E b _ 
(3) y (3x+2)(5x+3) — 3x+2 P u. 


去 分 母 a(5x 十 3) 十 b(3x 十 2) 王 x 十 1 ， 
比较 系数 ， 有 
x 的 系数 5a+3b=1, 
常数 项 3a+2b=1, 
由 此 解 得 a=-1, b=2. 
Fk E SN 
ià axt ex4 (3x 十 2)(5x 十 3) ° 
例题 s. ii i te ax" 十 bx 十 3, 所 得 余 式 是 x 十 7， 试 求 常数 
a,b. 
解 “ 令 商 为 (2x 十 p) , 则 
2x 十 ax 十 bx 十 3 三 (x2 十 X 十 1)(2x 十 p) 十 X 寸 7 


纪 较 系数 ， 有 


1.38 A (iD. 


x 的 系数 a=p+2, 
x 的 系数 b=p 十 3， 


常数 项  3=p+7, 
由 此 解 得 a= -—2, b=-1. 
例题 4. x.y 独立 池 取 全 部 实数 但 时 ， 等 式 
ax+by+c=ax+b y +c’ © 


成 立 的 充分 必要 条 件 是 a=a’， b=b” ，c=c， 
证 明 因为 对 于 x 的 任意 实数 值 ，y 到 无 论 什么 样 的 实数 值 时 等 式 全 都 成 
立 ， 所 以 等 式 引 是 恒等式 .内 而 ，x、? 的 系数 及 常数 项 分 别 相等 ， 也 就 是 
a=a*, b=b’, c=c”. 

反之 ， 假 如 a=a” ,b=b”，c==c, 则 对 于 无 论 什 么 样 的 x.y 值 , 等 式 
@ 恒 成 立 .因而 ，a==a“, b=b', c= 二 c 是 满足 题 意 的 充分 必要 条 件 。 L] 
15 约 数 .倍数 
【定义 ] 10. 约 数 . 倍 数 ” 整 式 A 能 被 整 式 B 整除 时 ， 亦 即 A=BQ (Q 是 
ER), BUR A 的 约 数 ( 式 )，A 叫做 B 的 倍数 ( 式 )， Í 

公约 数 ( 式 ): 公 倍数 ( 式 ) ”页 个 或 两 个 以 上 整 式 A, B, C ,… 的 公共 的 
约 数 ( 式 )， 叫 做 这 些 整 式 的 公约 数 ( 式 )( 或 公 因 子 );， 公共 的 倍数 《( 式 ) HH 
做 公 倍数 ( 式 )。 

最 大 公 因 子 .最 小 公 倍 数 ( 式 ) ” 公 因 子 中 次 数 最 高 的 叫做 最 大 公 因子 
(G. C.D.)， 公 倍数 ( 式 ) 中 次 数 最 低 的 叫做 最 小 公 倍数 ( 式 ) (L.C. M). 
例题 ” 试 求 下 列 各 组 数 ( 或 式 ) 的 最 太公 因子 及 最 小 公 倍 数 ( 式 )。 

(1) 12,18 (2) x?(2x 十 1)(x 一 2)2， x(2x+1)(x—3); 

(3) 24, 72, 120, 
' f (1) 12=2°x3, 18 一 2X32， 

G. C. D.=2xX3=6., 

L. C. M.=-22xX 32=-36, 
(2) x? (2x+1)(x—2)2, x(2x+1)(x—3), 

G.C.D.=x(2x+ 1). 

L. C. M .一 X2(2x 十 1)(x 一 2)2(x 一 3)。 
(S) 20 

2) 12 36 60 

2) 6 18 30 

3) 3 9 15 

1 3 5 
Q@.C.D.=23X3=24, 
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L. Ú M St 38% 6 = 300. 
【定义 ]11。 连 除法 (或 轰 转 相 除 法 ) RER A,B 的 最 大 公 因 子 时 。 先 用 B 
除 4， 老 能 整除 ， 则 B 是 最 大 公 因 子 , RiR, HARARE B, X 


——ns——DAK h.  - -—nv. 


时 若 能 整除 ，R 就 是 4，8B 的 最 大 公 因 子 。 若 个 能 整除 ， 如 前 一 样 地 ， 用 ， 


此 时 的 余 式 SEK R. 反复 这 样 作 下 去 ， 直 到 整除 ， 这 时 的 除数 便 是 A，8B 
的 最 大 公 因 子 。 
说 明 假设 用 B 除 A 的 商 为 8， 余 式 为 R， 则 
A=BQ+R, © 
.， R=A-BQ. | @ 
假如 A 和 B 的 公约 数 ( 式 ) 是 D， 则 由 @ 式 知 DD 是 尺 的 约 数 ( 式 ). AN A, 
B 的 公约 数 ( 式 ) 就 是 B 和 R 的 公约 数 ( 式 )， 
反之 ， 由 也 式 知 ，B 和 RR 的 公约 数 ( 式 ) 是 A 的 约 数 ( 式 ), 因 而 是 A,B 
的 公约 数 ( 式 ). 
从 而 ，4,3 的 最 大 公 因 子 可 以 由 B，R 的 最 大 公 因子 求 得 . PIE, B, 
R 的 最 大 公 因 子 是 用 R 除 B 的 余 式 和 RR 的 最 大 公 因 子 , 如 此 一 直 进行 到 余 
式 能 整除 当时 的 除数 为 止 ， 该 余 式 就 是 所 求 的 最 大 公 因 子 。 
【定义 】12* 设 整 式 A、B 的 最 大 公 因 子 是 G， 最 小 公 倍 数 《 式 ) 是 工 , EB. 
用 G 除 A.B 的 商 分 别 是 a,b， 则 下 列 关 系 式 成 立 ， 
L=abG= Ab=aB, LG=AB. 
A=aG, B=bG， a,b REMH. 
证 明  L=0bG=(aG)b=a(bG)=Ab=aB, 


LG=(abG)G=(aG)(bG)= AB. 口 


例题 1， 试 求 下 列 各 组 的 G.C.D， 
(1) 966，1656; 
(2) %:* 一 5x? 十 11x 一 15，  X3 一 x2 十 3X 十 5。 


1 
解 (1) 966)1656 
966 


690)966 
690 2 
276)690 
552 .. 9 
138)276 
_276 
0 答 ，138 
# 其 实 ， 这 是 个 定理 ， 但 原文 如 此 ， 一 一 译注 


z KM t ` 


- —  — 


1| xs 一 5x2 十 11x 一 15 (A) Xx — x?'+3x+5 - (B) |x 


(2) XxX: 一 x’ + 3x+ 5 | %3 一 2X2 十 5X 
二 4) 二 4x2 8x 一 20 | x3 一 2x 十 5 1 


xz 一 2x 十 5 .… (C) | 2+5 
J 
Z, x2—2x+5. 
WA 设 用 (8B) 除 (4) 得 一 全 式 ， 用 一 4 除 这 个 余 式 得 (C) - 接着 ， 用 (C) 
整除 (B). 因而 (C) 是 CA). (B) 的 最 大 公 因 子 . 
例题 2. 有 两 个 整 式 , 其 最 大 公 因 子 是 2x 十 1， 最 小 公 倍 式 是 6x3 一 7x2 一 9x 
一 2。 试 求 这 两 个 整 式 ， 
解 ” 设 两 个 整 式 为 4.B， 则 4=a(2x 十 1)，B=b(2x 十 1), a,b ED. 
L=ab(2x+1)=6x’—7x’—?x—2 二 (x 一 2)(3x 十 1)(2x 十 1)， 

“。 GG,b 是 (x 一 2),(3x 十 1) 或 1,(x 一 2)(3x 十 1)， 
因而 两 个 整 式 是 (x—2)(2x+1), (3x+1)(2x+1); 
或 2x+1, (3x+1)(x—2)(2x+1). 


符 ， 或 na. . 
6x°+5x+1 6x'—7x'—9x—2 


1⁄6 整数 的 性 质 . 整 数论 
倍数 的 简单 速算 法 
(1) 2( 或 5) 的 倍数 ， 假 设 某 个 数 的 个 位 数 是 2 (或 5) 的 倍数 或 0， 则 
这 个 数 是 2 (或 5) 的 倍数 . 
证 明 设 此 数 是 N， 则 N= 10n+a (其 中 ，n 是 整数 ，a 是 0 到 9 之 间 的 
整数 )。 因为 N=(2X5)n+a， 所 以 当 a 是 2 (或 5) 的 倍数 或 0 时 ，N 就 是 
2 (或 5) 的 倍数 . O 
(2) 4 (或 25) 的 倍数 ， 假 如 某 整数 的 最 后 两 位 数字 是 4( 或 25) 的 倍 
数 或 0， 则 此 数 是 4( 或 25 ) 的 倍数 ， 
证 明 N=100n+10a+b (rh, n 是 整数 '，a, b 是 0 或 9 以 下 的 整数 ). 
因为 可 表示 成 N=(4X25)n 十 10g 十 5p， 所 以 可 以 和 (1) 同样 地 证 明 . 


O 

(3) 8 (3R 125) 的 倍数 ， 假如 某 数 的 最 后 三 位 数 是 8 (或 125 ) 的 倍 
数 或 0， 则 此 数 是 8 (或 125) 的 倍数 ， 

EA 出 于 这 个 数 可 表示 成 N= 1000n4-100a+10b-rc= (8X 125)n+100a 

十 10b 十 ce， 故 得 证 ， LJ 
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(4) 3 GR 9) 的 倍数 ， 如 果 各 位 数字 的 和 是 3 (或 9) 的 倍数 ， 则 此 
数 是 3 (或 9) 的 倍数 。 
证 明 不 妨 设 这 个 数 是 四 位 数 ， 其 各 位 数字 为 a,b,c,d, 则 
N=1000a+100b+10c+d 
=(999+1)a+(99+1)b+(9+1)c+d 
=9(1lla+Ilb+c)+a+b+c+da, 
如 果 a++b+c+d 是 3 (或 9) 的 倍数 ， 则 N 就 是 3 (或 9) 的 倍 
数 ， O 
(5) 11 的 倍数 ， 从 某 数 的 第 一 位 数 起 ， 所 有 奇 位 数 的 数字 的 和 减 去 偶 
位 数 的 数字 的 和 ， 若 其 差 可 被 11 除 尽 ， 则 此 数 是 11 的 倍数 ， 
证 明 N =1000a+100b+ 10c-+d 
一 (990 十 11 一 1)a 十 (99 十 1)b 十 (11 一 1)c 十 d 
一 (11 的 倍数 ) 十 人 bp 十 d 一 (a 十 c)》， 
“。 如 果 (b+d)— (a+c) 是 11 的 倍数 . 则 N 就 是 11 的 倍数 。 D 
(6) 7( 或 13) 的 倍数 ， 从 某 数 的 个 位 数 起 ， 把 每 三 位 数 分 为 一 组 ， 依 
”从 右 向 左 的 顺序 把 奇 序号 各 组 之 和 减 去 偶 序号 各 组 之 和 ， 若 所 得 的 差 是 7 
(或 13 ) 的 倍数 ， 则 此 数 也 是 7( 或 13 ) 096223. 
证 明 把 一 个 整数 N， 从 个 位 数 起 ， 按 每 三 位 分 成 一 组 .从 开始 的 ~: 组 算 
起 ， 设 每 组 数 依次 为 Ao; -41， Az", [1， P. Pia 则 
N =(10°)"A,+(102)"-1A,- i+ + (10°) A, +(10) Ai +A 
一 人 4 一 4 十 4 一 … 十 (一 1)7 4 
+[(102—(—1))A,+((1032—(—1)2)A,+.- +((103)*—(—1) )A,1. 
因 (103)"—(—1)"'=[10°—(—1)][(102)"-1—(103)"24...+(—1)"'"1] = 
1001X 整数 二 7X11X13X 3⁄37(n=1,2,. n), #& 
N=(Ao 一 Al 十 A; 一 … 十 (一 1)"A,) 十 7X11X13Xx 整数 
. 如果 (AtA tA t) (A: LA tA t) Ë 
是 7( 或 13 ) 的 倍数 ， 则 N 也 是 7〈 或 13) 的 倍数 ， Ll 
例题 ” 找 出 1001 的 约 数 ， 
解 ” 从 第 一 位 开始 ， 奇 位 数 的 数字 1 , 0 之 和 是 !， 偶 位 数 的 数字 0, 1 之 
和 和 是 !， 其 差 为 零 ， 故 由 (5) 知 ，1001 是 11 的 倍数 。 又 由 (6)， 把 1001 按 
三 位 分 成 一 组 ，Ao= 二 001, A,y=1, Aí—A,;=001—1=0 3 7 和 13 的 倍数 。 
故 1001 也 是 7 和 13 的 倍数 


# 按理 ， 应 为 Ai» Az, Az" , A, , 4u+1 一 一 译注 ⁄ 


S1.⁄ A (15) 


1001=1iX7X13. 
【定理 ]4。 假如 a 是 一 个 整数 ， 则 任何 一 个 整数 N 可 用 下 列 各 数 中 的 某 一 
个 表示 .其 中 为 某 一 整数 ， 
am ,am+1,am+2,. am +a—1. 
证 明 设 用 a 除 任意 整数 N， 所 得 的 商 是 m， 余 数 是 R， 则 
=am+R (R 是 0,1,2.…,a 一 ! 中 的 某 一 个 数 )， 

.NN 是 am,am+1,am 十 2,… ,am 十 4 一 1 中 的 一 个 数 , 也 就 是 说 ， 
任何 一 个 整数 都 可 用 am ,am 十 1,am 十 2,… ,am +a—1 中 的 某 一 个 表示 , 口 
例题 试 证 明 任何 整数 的 平方 都 具有 3m 或 3m 十 1 的 形式 ， 

解 一 切 整数 可 用 3m ,3m 十 1,3m 十 2(m 取 全 部 整数 ) 表示 ， 
(3m)’= 9m’=3.3m’, 
(3m +1)!:=#9m2:+6m+1=3(3m2+2m)+1, 
(3m +2)2=9m2+ 12m-F-4=3(3m2:2+4m-+_1)+1, 
因而 一 - 切 整数 的 平方 具有 3m 或 3m 十 1 形式 ， H 
【定义 ]15 ， 弃 九 法 ”任何 整数 都 可 表 成 9m +n(nJE JX 0 到 8 的 整数 ) 的 
形式 .又 因为 每 一 整数 都 是 (9 的 倍数 ) 十 ( 它 的 各 位 数字 的 和 )， 所 以 
9m+n HÉ n 等 于 该 整数 各 数字 的 和 除 9 后 的 余数 , 利用 这 点 可 以 检查 四 
则 运算 的 答案 是 否 错 误 . 
8] ”对 于 8239X 5266=43386574, 
左 端 由 8239, 8 十 2 十 3 十 9 二 22 二 2X 9 二 4 
由 5266， 5--2+6+6=19=2X9+1 
右 端 .由 43386574， 4 十 3 十 3 十 8 十 6 十 5 十 7 十 4 二 40 二 4X 9 十 4...4， 
也 就 是 说 ， 设 两 个 整数 分 别 为 4, B, 则 
、 A=M(9)+4, B=M(9) 十 1,(M(9) 表 示 9 的 倍数 ) 

. A:B=M(9)+4. 
因为 算得 的 积 是 M(9) 十 4, 所 以 这 个 计算 可 能 是 正确 的 ， 
注意 上述 方法 叫做 弃 九 法 . 这 是 因为 在 求 一 个 数 的 各 位 数字 的 和 时 ， 可 
以 去 9 而 只 求 零头 .由 于 计算 结果 有 可 能 怡 好 差错 9 的 倍数 ， 故 此 验算 法 
不 能 保证 其 结果 -一 定 正确 * . 

LEX]. 质数 . 非 质数 ”一 个 数 , 如 果 除 ! 和 它 自身 以 外 没有 别 的 约 数 ， 
这 个 数 就 叫做 质数 (或 素数 )， 不 是 质数 的 数 叫 做 非 质 数 《 或 合 数 ) 
例 2,3 5,…,13,…,19,… 是 质数 ， 


) 4X1 一 4…4， 


x 例如 ，18534X 247 泊 36131988, 但 由 奔 九 法 算出 两 边 的 余数 都 是 3 一 译注 
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4 6 ,8,… ,14,… 是 非 质数 ， 

质数 的 求法 ”关于 判断 某 个 数 是 不 是 质数 的 方法 ， 自 古 以 来 不 少 学 者 
积累 了 许多 研究 结 淋 ， 但 还 没有 发 现 一 般 的 方法 。 从 十 九 世 纪 到 本 世纪 ， 
高 斯 、 勤 让 德 、 狄 利克 菜 ， 黎 曼 、 契 贝 谢 夫 等 专家 作 了 大 量 的 研究 ， 但 都 
没有 取得 值得 一 提 的 成 果 . 在 今天 ,有 了 以 爱 拉 托 斯 散 得法 为 基础 作出 的 项 
数 表 ,其 中 ,最 有 名 的 是 由 美国 的 惑 姆 (Lehmer) 编 制 的 从 1 到 10,006 ,721 
HARK. 

1。 爱 拉 托 斯 散 筛 法 ”首先 考察 从 2 开始 直到 所 要 讨论 的 整数 N 为 止 
的 一 切 整数 ， 并 把 它们 依次 写 出 来 .把 质数 ?2 留 下 , 而 划 去 它 后 面 每 隔 一 
个 数 的 数 4, 6 , 8…; 其 次 ， 把 质数 3 留 下 ， 而 划 去 它 后 面 每 隔 两 个 数 的 数 
6,9,12,…; 再 其 次 ， 把 质数 5 留 耻 ， 划 去 每 隔 四 个 数 的 数 10 ,15 ,20,…; 进 
一 步 ， 留 下 质数 7， 划 去 每 中 六 个 数 的 数 ， 依 次 继续 下 去 ， 直 到 最 后 
是 留 下 的 数 都 是 质数 。 这 就 是 所 谓 的 爱 拉 托 斯 散 得 法， 它 好 象 是 用 盘子 从 
整数 中 把 质数 筛 出 来 一 样 ， 是 古 希 腊 时 代 ( 公元 前 三 百年 左右 ) 爱 拉 托 斯 
aiii 例如 ， 从 1 到 ioo 的 整数 范 国内 的 质数 共有 325 个 ， 如 下 表 所 


2,3, R5 LT 8 ,11,N,13,NM,N ,MN, 17, N, 19, 30, A, R, 
,38,2 ,0,0 ,29,30,31,38 ,8 ,4,8 ,3 RM ,41 W, 43, 
,6 ,入 ,47, 和 ,入 ,级 ,有 U38,53,54,58,58,57 ,58,59,8Q,61,62, 83, s4, 
BE ,6T ,88 ,0 ,70,71,K8,73,7¢ N TG, KI 18.19 ,80 ,8 82.83, 84, 3, 
人 ,88 IQ N, d2, NG. 6,97, 98,09, 90 

2. 质数 判别 法 ”如 果 自 然 数 N 不 能 被 不 超 过 YN 的 所 有 质数 整除 ， 
MUJ N 是 质数 . 
证 明 ”证明 较 难 ， 从 略 . 器: 
例题 223 是 不 是 质数 ? 
解 w 223 =14. ,用 比 14 小 的 质数 2,3,5,7, 11, 13 依次 除 它 ， 结 果 任 
何 一 个 都 除 不 尽 ， 因 而 223 是 质数 . 
【定理 ]5。 设 两 个 效 4,B 互 质 ， 且 它们 的 积 AB 可 被 数 C 除 尽 . 如 果 A,B 
中 的 一 个 数 与 C 互 质 ， 则 另 一 个 数 必 被 C 除 尽 ， 
证 明 i. 
记 数 法 
(1) 十 进 制 ”是 通常 使 用 的 记 数 制 ,如 


一 -一 一 一 一 、 


K ”其实 只 须 进行 到 不 大 于 wW 太 的 最 大 整数 即 可 ， 见 下 面 质数 判别 法 一 译注 


SLE R (17) 


CO 


352 二 3X100 十 5X 10 十 2， 

一 般 地 ， 设 二 是 正 整 数 时 ， 自 人 然 数 NN 可 按照 以 10 为 底 的 十 进 制 表 示 
如 下 : 

N=an-110" 1 十 an-210" 十 … 十 as102 二 gq1101--ae 
(ia, L, Xa ,0 ,9). 

(2) 三 进 制 ,五 进 制 

所 谓 三 进 制 ， 是 过 三 进 一 的 记 数 制 .1,2 不 变 ， 但 3 上 升 一 位 变 为 10， 
4 是 3 十 1 ,因此 变 为 11,5 262J 12, 6 Æ ZJ 20, 12 是 3 的 4 倍 ， 即 3 倍加 
] 倍 ， 因 此 变 为 110. 
例题 1， 把 十 进 制 中 的 25,429 分 别 兴 三 进 制 、 五 进 制 表示 


解 3) 25 ` 5) 429 
3)8 8 -l 5) 85 - ..4 
° .2 5) 1 17 ...0 
3 += 
答 221, 答 3204, 
例题 2， 把 五 进 t 制 的 4023 用 十 进 制 形 示 ， 
解 
402 3 
5) 2010050 _ 3513. 
4 20 102 513 


说 明 ”从 高 位 起 依次 乘 5 再 加 下 一 位 的 数 ， 一 直 进 行 到 最 低位 ， 
(3) 二 进 制 ”在 二 进 制 中 ， 数 字 用 0 和 1 表示 ，1 不 变 ，2 是 10,3 是 
2 十 !， 基 此 表示 成 11, 4 是 2 的 2 倍 ， 故 为 20， 因 此 变 为 100，5 是 2? 十 
1 , 故 表示 成 101, 故 表示 成 110， 7 是 2 十 ?十 1 故 变 为 111 ， 
8 是 23 ， 故 表示 成 1000， 
例题 在 某 记 数 制 中 ， ATA Wit. AAE NEEE BA tA: 
(1) 245X 5=1624; 
(2) 1155 能 用 12 除 尽 . 
解 (1) 设 为 x 进位 制 ， 则 由 个 位 数 的 关系 5X5=cx 十 4 ，.… ax 一 21 一 
3SX7， 由 原 式 x>6， 因 而 x=7， 答 ， 七 进 制 。 
(2) 设 为 x 进位 制 , 则 1155 一 x3 十 x2? 十 5X 十 5 一 D(x)，12 一 X% 十 2。 因 为 
p《x) 能 用 x 十 2 除 尽 所 以 p( 一 2)=0, 而 p( 一 2)= 一 8 十 4 一 10+5 志 一 9， 
它 变 为 0 时 是 三 进 制 或 九 进 币 ， 但 由 原 式 x>5， 因 而 x=9， 
答 ， 九 进 制 ， 
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2.1 约 分 . 通 分 
【定义 11。 分 式 、 分 母 中 含有 字母 的 式 子 ， 叫 做 分 式 ， 
分 式 的 基本 性 质 ， 分 式 的 分 子 和 分 母 都 乘 以 《或 除 以 ) 同一 个 不 等 于 
0 的 整 式 ， 分 式 的 值 不 变 。 在 关于 分 式 的 问题 中 ， 分 母 一 般 不 为 0。 
约 分 根据 分 式 的 基本 性 质 ， 把 一 个 分 式 的 分 子 和 分 母 的 公 因 式 约 去 ， 中 
做 分 式 的 约 分 ,未 能 再 约 分 的 分 式 ( 即 分 子 、 分 母 互 质 的 分 式 ) RE 
分 式 . 
通 分 “把 异 分 母 的 分 式 化 成 和 原来 的 各 分 式 分 别 相等 的 同 分 母 的 分 式 ， 叫 
做 分 式 的 通 分 .为 了 通 分 ， 可 以 把 各 分 式 的 分 母 的 最 小 公 售 式 作为 它们 的 
公共 分 母 
2.2 分 式 的 四 则 运算 
【定义 ]2， 加 法 ， 减法 ”对 于 同 分 母 的 各 分 式 ， 把 它们 的 分 母 作 分 母 ， 把 
各 分 子 的 代数 和 作 分 子 。 例 如 
A 
C 
对 于 异 分 母 的 分 式 ， 先 通 分 变 为 同 分 母 的 分 式 ， 然 后 再 加 减 ， 
滩 法 .除法 “分 式 的 积 是 把 各 分 式 的 分 母 的 积 作 分 母 ， 分 子 的 积 作 分 子 而 
得 到 的 分 式 ， 用 分 式 去 除 ， 相 当 于 用 这 个 分 式 的 倒数 去 乘 . 即 


A y C aA 
B BD ’ 


B = = = — 
+ C -O . 


— 4 — m D. s , 
B C BC 
2: KIR 
LEXI. RIR 分 式 的 分 母 或 分 子 〈 或 两 者 ) 中 含有 分 式 ， 这 样 的 分 
式 叫做 繁 分 式 ， 


例题 试 简化 下 列 式 子 ， 


`< 
a a af 


中 上 N p 


——— 2 ——-  — — 


a—b 
1 
CO Sc a 0 gae 
S (=a 


w (1) 分 子 、 分 母 同 乘 以 (a+b)， 得 


p= a+b+(a—b) _ 2a _a, 
a+b—(a—b) 2b b ' 


24 比例 式 
【定理 】 (1) 若 a:b=cid， 则 


一 一 -， ad 一 pc . 


(2) E ad=be, Mi) asb=c:d, bta=d:c, a:c=b:d, cta=d:b. 
(3)  atb=ctd, BH | 


(i) ażc:btd=a:b=c:d (SIEM) 

(ii) a—b:c—d=b:d (分 比 定理 ) 

(iii) a+b:a—b=c+d:c—d ( 合 分 比 定理 ) 

(4) 连 比 若 a:b=b:c， 则 称 a,b, ec 成 连 比 .车 a2b 王 bc=c3d， 则 称 
a,b,c,d 成 连 比 . 


(5) 比例 中 项 当 a:b=b:c 时 ， 称 b 是 a,c 的 比例 中 项 . 
(6) 车 a:b=b:c， 则 =ac,， b= vac, 


a = a: a = ni 
(7) a RN 


— _ai+a, +: +a, _ 
k a 〈 加 比 定理 ) ， 
例题 1、 若 a:b:c 二 x:y:zx， 试 证 明 


MO REBRE amb=xty, bic=y!z 
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c JA YT (O L b O 
=., ， 从 而 对 = 之 一 人 
x y y z x y 
< # a 5 z S Ul a=kx, b=ky, c= Rz , 


x y z 


a+b+c _ kx+ky+kz _ R(z+y+z) -p 


<  — — FU 


x+y+z x+y+z x+ty+z 
a _ b _ ce _a+b+e 
x y Z x+y+z 


WE. Riy = IT = py MARNIE. 


ME EN. 2 SE za _ L; 
和 


R(x 十 》) .把 各 式 两 端 相 加 ， 得 
x+y+z=2k(x+y+z), © (x+y+2z)(1—2k)=0, 
Am., x+y+z=0 K 1—2Rk=0. J. X 十 y 一 一 2Z。 


把 它 代入 一 二 一 二 ` 则 -于 太一 二 7 一 一 4 H 1—2h=0, 得 k=- 


$ 3， 无 理 数 无理 式 


3.1 平方 根 .不 尽 根 数 


【定义 ]1。 平方 根 一 个 数 的 平方 为 a， 则 这 个 数 台 做 a 的 平方 根 ， 

E% a 的 平方 根 有 两 个 值 ， 其 绝对 值 相 等 ， 符 号 相反 . 用 wa RRE 
平方 根 ， 用 一 w a 表示 负 平 方 根 . 

ER a 的 平方 根 是 土 W a ,这 是 因为 ( 土 V a 产 =a. 符 号 土 叫做 复 号 ， 
例 ”25 的 平方 根 是 土 5,V 25 =5. 
【定义 12. 无 跟 小 数 . 有 限 小 数 在 计算 w 2 时， 得 到 1.4142… 这 样 一 个 无 
ee .这样 的 小 数 叫 做 无 限 小 数 . 不 是 无 限 继 续 的 小 数 叫做 有 限 小 


有 限 小 数 可 以 写成 分 数 ， 例 如 


$3. 无 理 数 .无 理 式 (21) 


2325 _ 93 
2.325= 1000 = 40 ° 

无 限 小 数 中 ， 有 一 种 几 个 数字 无 限 重复 的 小 数 《 叫做 循环 小 数 ) ,例如 
0,.345345345.…( 缩 写成 0.345) , 它 也 可 写成 分 数 

e e 345 115 I .. 253 一 2 251 

| 0345=-99 333 .又 如 ， 0.253= 一 900 = 990 ° 
友之， 分 子 、 分 母 是 整数 的 分 数 ， 在 改写 为 小 数 时 ， 成 为 有 限 小 数 或 
循环 小 数 ， 


区 一 0.75， 洒 一 0.714285714285… 一 0.714285。 


HRED- (m,n RERS). 


为 了 改写 为 小 数 ， 在 作 贡 hh 时 ， 出 于 除数 是 ,因此 各 次 的 余数 是 0 
或 从 1 到 一 1 的 整数 ， 
当 余数 是 0 时 ，m +n 除 尽 , 故 -一 变 为 有 限 小 数 ， 
当 余数 不 是 0 时 ， 至 多 除 到 第 n 次 出 现 原来 出 现 过 的 余数 ， 这 以 后 的 
除法 是 重复 的 ， 故 一 组 成 循环 小 数 . 
(ELI. FES TRR ”用 有 限 小 数 和 无 限 小 数 所 表示 的 数 ， 一 般 叫 
做 实数 ,实数 中 不 是 有 理 数 (整数 、 分 数 ) 的 数 ， 叫 做 无 理 数 ， 
ww 了 2 了 和 ww3 了 3 是 无 理 数 ， 其 评 明 包含 在 下 述 一 般 的 证 明 中 ， 
一 般 池 ， 对 于 正 整 数 g， 若 w a 是 有 理 数 ， 则 满足 x =a 的 正 #k x 
是 整数 或 分 数 ， 
(1) x=m(m 是 整数 ) 时 ，a= 二 m’, 即 a 是 完全 平方 数 ,wa =m. 
(2) x= (m n 是 互 质 整 数 ， 且 nse1) 时 ， x= "t, (nae1) ,但 因 右 
端 是 既 约 分 数 ,~ 故 不 等 于 整数 a, 从 而 ,wa 不 是 分 数 ， 
比较 (1) 和 (2) ,只 要 a 不 是 完全 平方 数 ， a 都 是 无 理 数 ,这样 的 无 理 
数 叫 做 不 尽 根 数 . 
此 外 ， 在 无 理 数 中 ， 还 有 象 下 面 这 样 的 一 些 数 ， 
WAR m=3,14159265--.. 
对 数 lg 2=0.30103... | 
自然 对 数 的 底 e=2.718281.: | E 


(22) 第 一 章 数 : 式 及 其 运算 


32 开 方 法 

[EX]. 开 方 法 求 正 数 a 的 平方 根 ， 叫 做 把 a 开平 方 。 
当 0<a< 100 时 ， 0<./a<10, 
当 100<a<10000 BF, 10<./ a <100. 


假如 a 是 两 位 以 内 的 数 ， 则 其 平方 根 的 整数 部 分 是 一 位 ， 假 如 a 是 三 
位 或 四 位 数 ， 则 其 平方 根 的 整数 部 分 是 两 位 .以 下 同样 地 ， 当 a 每 增加 两 
位 时 ， 其 平方 根 的 整数 部 分 就 增加 - -位 .因而 ， 假 如 从 a 的 个 位 向 左 算 起 ， 
每 隔 两 位 划分 为 一 个 节 《 用“:” 分 开 )， 则 划分 出 的 节 数 就 是 平方 根 的 
位 数 . 

对 于 W3136， 由 前 所 述 ,3136 可 分 为 两 节 ，31’36， 故 W3136 是 二 位 
数 . MEH, HF 50:C3136<8602， 所 以 50<3136<80， 即 /3146 的 十 
位 数 是 5。 假 设 其 个 位 数 是 x， 则 50 十 x 委 3136. 

(50 +x) 3136, E0°+100x +x’ 3136, 


(100+x)x=836, 
由 此 100-x=<636, 故 x=<6. 
x 562=3136, 故 /3136=56, 


”实际 上 ， 开 方 可 按 下 列 方式 计算 ， 
例题 1 试 求 3136 及 W772.84， 


解 
5 6 2 7.8 
5 \ 3136 2 Vv 772.84¢ 
_、 5 25 í 4 
106 6 36- 47 372 
6 6 36 — g 329 
0 548 4384 
8 4384 _ 
0 
2, 56. 2, 27.8 。 


讨论 。 开 立方 法 为 了 求 某 数 的 立方 根 ， 可 根据 公式 
(x+y)'=x'+3xX'y4+3xy'+y'=x'+(3x'+3xy+y)y, 
且 按 下 述 方式 计算 。 


例 固 2， 试 求 x** 十 3x?y 十 3xy? 十 > 及 12167 的 立方 根 ， 


$ 3 .无 理 数 .无 理 式 


— vv —— n —Fn 


M x + y 
3x+y 3X ， )x1+3x2y+ 3xyt+ y 
"Á _ 3xy+ y xš 
3xX 二 ?xy ty  3xiy- 3xy +y 
3x y+3xy +° 
0 
E: x 十 》。 
2 3 
63 1200 3127107 
3 189 8 
1389 4 167 
4 167 
0 
答 ，23 


3.3 无 理 数 的 计算 
【公式 ] I a>0，b>0 B$, 


re a T [va -V2. 
I hk>0, a>0N, k/a =. / ha . 


(23) 


证 明 1 (Va Nb Y=(Va PVO )?=ab, 由 Ma。， Mb >0 W, 


Va + Mb 是 ab 的 下 平方根， 

C A/a enb =./ob , 
公式 工 的 证 明 从 路 . 

例题 1， 化 简 下 列 各 式 ; 
(1) 2A/18 一 人 /72; (2) AV0.16; 
(3) (V3 一 /2 P. 


解 (1) 2/18—./72=2//2:32 — 23? 一 6A/2 一 6WV2 =0; 


(2) M0.16= -dJi =/ r= 


=“ 


(3) (M3 一 W2  :=(A/3 ):—24//3 * V2 十 (W2 ):=5—2A/6, 


例题 2. 利用 平方 根 去 ， 求 下 列 各 式 的 值 


(1) 2v5 1 (2) pr， 


(24) 第 一 章 数 . 式 及 其 运算 
解 (1) 25 = / 20% 4.4721; 


Ea VE u 2M mi ma, 
2 


注意 ”也 可 按 


- 3 1.739 
2wW5 ®2X2,2361, 3a — 
á 4/2 


1.4142 
R, BER), (2) 的 解法 更 容易 计算 ， 并 可 得 到 较 准 确 的 值 。 
例题 5. 化 简 下 式 ， 并 求 出 它 的 值 到 小 数 点 后 第 四 位 : 
5 一 w3_ 
V5 十 w3 `° 
R V5 -ws _. _(vV5 -v37 5 一 2v15 二 3 
5 十 3 (VE +3 VE -v3 ) 5—3 


8—2W 15 
e — 


= 4 —V/15=4—3.8730=0.1270 . 
【定义 15， 分 母 有 理化 ”如 例题 3 所 示 ， 将 分 母 中 包含 无 理 数 的 式 子 变形 
使 分 母 变 成 只 含有 理 数 的 式 子 ， 叫 做 分 母 的 有 理化 ， 
[EX]. 双重 根 式 象 p 十 2w9q 那样 在 根 号 内 又 含有 根 号 的 式 子 ， 叫 
做 双重 根 式 . 
把 双重 根 式 Vp 十 2Yq 变换 为 Va +b (a>b>0)， 叫 做 去 双重 
根 号 ， 其 过 程 按 下 列 方式 进行 ， 
当 a>0, b>08, (Va 十 wb ):=a+b+2,/QabA, 
Vatb+2Vab 一 wa +b . 
X (Va -vb ):=a+b—2/ab , Vatb—2Vab 20, 
故 当 c>b 时 ， 有 
Vatb—2Vab = wa -Vb. 
例题 ” 试 去 掉 下 列 各 式 的 双重 根 号 并 化 简 . 
(1) V/7+2./12; (2) V4+./15 1 
(3) ve—3./3 . 
解 G) V7+2YV12, 这 里 a+b=7, ab=12, a=4, b=3, 


‘VI+2V12=sVA+V3=24+V3,; 


” “€ 


§ 4. 实 数 的 绝对 值 (25) 


一 ~ 


Co u = VsS+3+2//5X3 


2 2 
= 8 +w3 n Vte 
2 2 š 


Ce w S 
= V9+3—2./9x3 _ V9 — 3 
wa V2 
3⁄2 一 w6 
= Kapak” Tasa. 


3.4 无理 式 的 计算 
(EXI. 无 更 式 ”在 根 号 中 含有 字母 的 式 子 叫做 无 理 式 ， 
例题 1。 试 化 简 V ab ， v (a-b) (a>0, b>0). 
解 JV 4a2bt =2ab b , 

# o>b, Wv (ce 一 b) =a—b. 

若 a<b, 则 VW (一 b) =b—ua. 
例题 2. 试 化 简 V2x+i-2Vx:+x (x>0). 
解 voxti- +x = V(x+l1)+x—2/x(x+1) 

= wx 二 LI 一 wx 。 《…x 十 1>x>0) 


$4. 实数 的 绝对 值 


4.1 绝对 值 的 意义 .记号 
【定义 】 实数 a 的 绝对 信 ,是 去 掉 它 的 符号 后 数 的 大 小 . 用 记号 lal ER. 
显然 1a | 之 0. 

说 明 ”1 十 5 | 与 | 一 5 1 都 是 5. 当 a>) 时 , la|=a,a<0 kf, |a | = 


4*2 含有 绝对 值 符号 的 式 子 的 计算 
例题 1.， 试 计算 | a 一 b | 十 (2a 十 38)。 


(26) 第 一 章 ” 数 : 式 及 其 运算 
Ñ 当 a 一 b>0 BF, la—b| =a 一 b， 
la—b| +(2a+3b)=a—-b+2a+3b=3a+2b, 

当 a—b<0 时 ，| a 一 b j=b 一 a， 

<. |a 一 b | 十 (2a 十 3b)==b 一 a 十 24 十 3b 二 a 十 4b， 
例题 2. 解 下 列 方程 式 

(1) ix+1|=7—2x; (2) | 2x | 一 | x—1 |=2x+5. 
W (1) Gi) `i x+120 RF, Zífx+1=7—22x, 3x=6, “J.x=2, 

Gi) 当 x 二 1<0 时 ,有 —x—1=7—2x, x=8; 但 它 不 合乎 x+ 1<0 
的 条 件 ， 所 以 这 时 无 解 . Z, x=2, 

(2) |2x |—ix—1|=2x++5 

G) 当 x<0 时 ，| 2x | 一 ;x 一 1 =2x+5, —2x+x—1=2x+5, 3x= 
一 及 ..X 二 一 2. 

Gi) 33 0=<<<1 B, 2x+x—1=2x+5, x=6, ČS 0=<x<1 的 条 
WEE, KETER. à 

Gii) 3 1<x 时 ，2x 一 x 十 1 二 2x 十 5, x=—4, 与 条 件 不 合 ， KE 
解 。 管 ; x=—?2, 
例题 3。 解 下 列 不 等 式 

(1) |sx—21<7; (2) |3x+2 25. 


解 (1) 4 5x—220, Bj x> 2 时 ， 有 5x 一 2<7, 5x<9, x<, 
2 9 
s <x <= A 
当 5x—2<0, Ep x< mh, —5x+2<7, —5<5x,—1<x, 
2 9 
— 1 < x< 5 ° 答 : —1<x<s. 
(2) 当 3x 二 ?之 ), 即 x*> 一 时 ，3x+2>5， n x>1 
W43x+2<0, ED x<— Bb, —3x— 225, 


x< 答 ， x<< 一 二 ,1<x， 


8 5. yk. SS 3k 


— p. ... .... ..... 


95. 虚数 。 复 数 


5°] 


虚数 、 复 数 的 意义 


(27) 


说 明 “二 次 方程 ox2 十 bx 十 c=0(o 持 0) 的 根 , 可 用 x=- OEV biae 


2a 


mz. EEKE, 24 D=b?2—4ac2>9 时 方程 有 根 ， 而 在 D<0 BR, H 
FY 也 不 存在 ， 这 个 求 根 公式 失去 了 意义 ,在 这 里 ， 我 们 把 平方 后 成 为 负 


数 的 数 ， 作 为 一 种 新 引进 的 数 ， 


本 ， 


9°2 


证 明 


HU 88 .把 平方 后 为 一 1 的 数 用 字母 1 表 


叫做 虚数 单位 .引进 虚数 后 ， 在 D<0 时 ， 二 次 方程 也 有 根 ， 上 述 求 根 
公式 也 适用 于 这 种 情形 ,实数 和 虚数 统称 复数 ,这 样 ， 数 的 范围 就 扩张 到 了 
复数 . 


复数 用 两 个 实数 a,b 表示 成 a 十 bi. 当 a=0，b 太 0 a bi 叫做 纯 虚 数 ， 
而 b=0 时 ， 它 表示 实数 . 


f 有 理 数 (整数 分 数 ) 
+bi , 纯 虚 数 bi(a=0;b 读 0) 
庶 数 a 十 bi(b 计 0) ， ' 共 他 虚数 a 十 bi(a 寺 0,b 计 0) 


复数 的 计算 
对 于 复数 ， 有 下 列 关系 成 立 
ce 十 bi 一 c 十 di 的 充分 必要 条 件 是 ae=c,b 一 4d. 
a +bi=0 的 充分 必要 条 件 是 a=b=0, 
E P= 一 1 外 ， 其 四 则 运算 可 道 照 实数 的 运算 法 则 
I 加 法 、 减法 (a+bi)+(c+di)=(a+c)+(b+d)l; 


H RA (a+bi)(c+di)=(ac—bd4)+ (ad+bc)l, 
; i b bc—ad)i 
TII 除法 S= | (etr ee) 
III a+bi _ (a+bi)(e—di) _ ac—bdi’+ (bc—ad})i 


etdi  (c+di(c—-d)y 7 eldir 


(28) 第 一 章 ” 数 ' 式 及 其 运算 


E ac+bd+(bc—ad)i T 
c +d’ ° 


【定义 】 Hink gatb 5 a—bi MAE KHA JE 3645 #& hO 
和 与 积 都 是 实数 ， 
证 明 ”和 的 情形 (a+bi)+(a—bi)=2a, 

积 的 情形 (a+bi(a—bi)=a'—(bD2 


=0 十 。 D 
HA ” 试 计算 下 列 各 题 ， i 
G) 2V 一 +V 二 于 (2) JE 


W (i) 2vV 23 V27=2V 3it+3vV 3i=5// 31 


(2) 2 十 3i (2+3i)(3+2i) 6 一 6 十 (9 十 4) 
3 一 2 (3 一 21)(3 十 2i) — 9 十 4 


(29) 


第 二 革 ”方程 与 不 等 式 


S 1。 REDE 


1 1 方程 的 意义 和 历史 概述 


【定义 }1。 恒等式 ”如 果 一 个 等 式 ， 不 管 其 中 的 字母 取 什 么 信 ， 等 式 都 成 
立 ， 我 们 就 说 这 个 等 式 是 关于 这 个 《或 这 些 ) 字母 的 恒等式 . 
【定义 ]2. 方程 ”如 果 一 个 等 式 ， 仅 仅 在 其 中 的 字母 取 特 定 的 值 时 才 成 立 ， 
削 对 于 字母 的 其 他 值 不 成 立 ， 则 这 样 的 字母 叫 未 知 数 ， 这 样 的 等 式 就 叫做 
( 关于 未 知 数 的 ) DE. 

二 次 方程 ， 早 在 欧 几 里 德 的 《 几何 学 原本 》 中 就 已 论述 了 。 但 是 当时 
在 希腊 的 数学 中 还 没有 负数 的 概念 .与 此 相反 ,印度 人 已 认识 到 正 根 与 负 根 
的 区 别 ， 研 究 了 确定 二 次 方程 的 两 个 根 的 公式 。 尽 管 如 此 ， 仍 然 没 有 考虑 
过 盛 根 .考虑 起 根 存在 的 是 16 世纪 意大利 的 卡尔 丹 和 邦 伯 利 等 。 

三 次 方程 的 一 般 解法 ， 是 由 16 世 纪 中 叶 的 意大利 数学 家 芬 达 拉 ( 亦 称 
塔 塔 利 阿 ) 发 现 ， 后 由 他 的 学 生 卡尔 丹 发 表 的 。 | 

四 次 方程 的 一 般 解法 ， 又 是 由 卡尔 丹 的 学 生 弗 拉 利 所 发 现 的 。 此 后 ， 
五 次 方程 的 代数 解法 ， 尽管 经 过 了 许多 数学 家 的 努力 ， 却 始终 没有 找到 。 
(所谓 代数 解法 ， 是 由 方程 的 系数 经 加 减 乘除 及 开 方 等 有 限 次 运算 求 根 的 
方法 . ) 最 后 终于 由 挪威 的 青年 数学 家 阿 贝 耳 证 明了、“ 五 次 及 五 次 以 上 的 
代数 方程 ， 用 代数 法 求解 一 般 是 不 可 能 的 .” 


1.2 线性 方程 ”ax+b=0 (2*0) 
【定理 11、 在 等 式 两 端 加 上 定数 时 , 等 式 仍 成 立 。 也 即 是 说 , 当 C 是 任意 数 
时 ， 如 果 A=B, Mj A+C=B+C. 
证 明 ' (A+C)—(B+C)= A—B=0, 

°. A+C=B--C, | | | _ K. = 


(30) 第 二 章 方程 与 不 等 式 
【定理 ]2. 在 等 式 两 端 乘 以 (或 除 以 ) 不 等 于 0 的 常数 ， 等 式 仍 成 立 . 即 是 
当 C 计 0 时， 如果 A=B, N] AC=BC， -(-=-2-. 

证 明 AC 一 BC=C(A4 一 B), {Bjk A=B. .… A—B=0, MAM AC=BC. 
X, FJ C 除 时 ， 也 同样 可 汪 . 口 
【定理 1 ， 线 性 方程 axt+tb=0 的 解法 如 下 ， 


(1) aoit, x= b. 


(2) a=0 时 ， 如 果 b=0， 则 x 不 确定 ; 
(3) a=0 k, WR bA) MEH. 
注意 1. 所 谓 x 不 确定 ， 是 指 x 无 论 取 什么 值 都 可 以 . 
2. a(x—a)=0 的 解 ，(i) a0 时 是 x=a，(ii) a=0 时 x 不 确定 . 


y (reoy | 3. 线性 方程 ax 十 b=0 (a0) 的 解 
的 几何 意义 。 
4= 一 b(b< 0) 议 ax 一 一 pb， 且 令 
y=ax @ 
š y=—b © 


这 时 ， 如 图 gm] 所 示 ， ©, @ 两 直 

线 交 点 的 横 坐 标 x 就 是 解 ,但 是 , 如 果 a= 
图 2-1 0Hb=2, WO, OUEZ, Da RE 

就 没有 解 . 如 果 a=b=0, 则 Q、@ 重 合 ， 任 意 x 值 都 是 解 . 

【定义 ]3。 绝 对 值 ” 车 一 个 数 是 正 的 ， 则 取 此 值 本 身 ， 而 车 一 个 数 是 负 的 ， 

则 变更 此 数 的 符号 . 这样 得 到 的 数 ， 叫 做 这 个 数 的 绝对 值 (参看 第 一 剖 

$4). 数 a 的 绝对 值 用 lal 表示 ，0 的 绝对 值 是 0， 


a 着 4 是 实数 ， | 


又 人 Saa (x, y SK AX, 是 虚数 单位 )， 有 
注意 1. 在 初中 阶段， WAWA "` R) 
的 范 闭 仅仅 是 “ 正 数 、 负 数 的 四 则 运算 ”, 且 不 包含 字母 ， k “` ` 
就 完全 够 了 ): 

【定义 】 把 表示 正 数 、 负数 的 正 负 性 质 的 符号 去 掉 后 剩 下 的 部 分 ， 叫做 这 
“个 数 的 绝对 值 ， 亦 即 把 绝对 值 按 正 数 处 理 ， 但 0 的 绝对 值 是 0， 且 在 讨论 


SREDE (31) 
问题 中 ， 仅仅 是 考虑 十 3， 一 5, 一 0 ,1 这 样 具体 的 数 ， 而 不 涉及 | x 一 1 | 等 等 . 
2. 对 于 复数 a= 二 x 二 iy, |al 二 wx? 十 y? ， 其 中 ， 当 y==0 时 ，“ 对 于 实 
gex, VE Six” 成 立 , 反 之 也 真 ， 即 “|x1?=x? 成 立时 ,x 是 实数 ,” 
SE 解 方 程式 | x 1=2. 
解 ” 用 类 似 第 一 章 $4 例题 2 的 解法 ， 可 
得 所 求 的 根 是 x 二 土 2. 
注意 ”此 例 的 几何 解法 ， 令 


y=|x] © 
y=2 © 
则 由 人 @ 式 得 
_ Í x, xæ 时 
?=| x<0 时 @ 图 2-2 


因而 ， 由 图 2 一 2 所 示 ，@ 和 @ 的 交点 的 x 坐标 ， 即 x= 一 2，2 是 所 求 的 
iR. 


13 线性 方程 组 
线性 方程 组 的 解法 ”代入 ( 消 元 ) 法 ， 加 减 ( 消 元 ) 法 ， 等 量 法 ， 
例题 解 下 列 线性 方程 组 ; 


人 © 
x—3y=1, @ 
解 〈 代 入 法 ) HORB 

x=6 — 2y. ©) 
把 @ 式 代入 @ 式 得 (6—2y)—-3y=1l, … y=i. 
再 把 它 代 入 @ 式 得 x=4. 答 ，x=4 y=1 


另 解 1. (加 减 消 元 法 ) 由 @ 一 四 得 5y=5，.…? 一 1. X, 
Xx3, 得 3x+6y=18, 
@x2, 得 2x 一 6y=2， 
因而 ，@X3 十 @X2 得 5x=20, ..x 二 4， 


5882. (HE) 
HO X 一 6 一 27， 
HO x=1+3y, 
令 @，@ 右 端 相等 得 6—2y=1+39, y=, 


OA 


(32) ”第 二 章 方程 与 不 等 式 


XH, ©3514 


6—x 


SEE TEB. 


令 @@， 人 @ 右 端 相 等 得 


N. es E 


2 3 。。 Xx 二 4， 


x=4, y=1. 


注意 ”代入 法 ， 辑 减 消 元 法 ， 等 量 法 三 者 的 同 解 关系 如 下 . 


(代入 法 ) W 


由 信用 “等 式 的 性 质 * x=6 一 2y， 
把 @ 代 入 @ (6—2y)—3y=1, 


由 此 很 显然 ，{@ 和 @) 一 组 与 {@ 和 @} 一 组 ， 两 者 是 同 解 的 。 
在 求解 @ 时 ， 由 于 仅仅 使 用 了 “等 式 的 性 质 *， 因 而 结果 很 明 最 地 保持 


了 同 解 关系 . 


e@eee 


( 加 减 消 元 法 ) 假设 关于 x, y 的 两 个 方程 为 fx,?) 一 0，g(x,?7) 一 0 


使 这 两 个 方程 同时 满足 的 (x, y) 的 集合 ， 用 
A=((x,y): f(x,y)=0, g(x,y)=0) 

# R. 设 4 的 任意 一 个 元 素 为 (x1,y1)， 则 
f(xi,yi)=0, g(x1,yi)=0. 

于 是 ， 对 于 常数 m,n (n 玉 0)， 有 

a A 
f(x: y1) =0 
成 立 . 因而 x=xi, y=y, 是 下 列 联 立 方程 组 的 解 ， 


A AA 
fx ,y)=0 


又 设 联 立方 程 组 @@ 的 解 的 集合 为 B, 则 由 上 所 述 ， 有 


其 次 设 集合 B 的 任 一 元 素 为 (x2,ys), 则 — 
x) 人 
(x;,y:)=0, 


AB 


© 


8 1. 线性 方程 (33) 


这 与 下 列 方程 组 是 同 解 的 ， 
Pasa , 
f(x2,y2)=0 
因为 "所 0 ,所 以 
人 , 
| f(x2,y2)=0 
成 并 ,这 表示 (x;,y2) 是 集合 4 的 元 素 . 因 而 
ADB ©) 
HO., @@ A=B. 
因而 ， 用 加 减 消 元 法 所 得 的 解 与 最 初 的 联 立 方程 组 的 解 一 致 。 这 就 是 
加 减 消 元 法 的 原理 . 
( 等 量 法 ) 显然 ， 若 A=B H. A=C, 则 B=C. 


从 而 | 4 和 | AnP | 


【定理 】4. 二 元 线性 方程 组 
es ena 
a x+b’“y=cs, 
当 A=ab’ 一 a’b 志 9 时 ， 有 唯一 和 解 : 


© 日 


ys 
x= A , y= A . 
c b a c 
A= N š = 
其 中 cb” l; y a” c 


证 明 (Kina,at,b,b 中 至 少 有 一 个 为 0， 则 对 联 立 方程 组 可 直接 地 求解 ， 
因此 这 里 假定 a,a’ , b,b 都 不 为 0， 
HGQ xa —@ xa, 
(a'b—ab')y=a” c—ac°, 
(i) 当 a’b 一 ab’ 寺 9 时 ， 


emoe 


” abab’ ` 


同样 ， 由 Xxb’ —@ xb, fk 
(gb—ab’ }x=b’c—be” 


(34) 第 二 章 方程 与 个 等 式 


— b embe. 
X” abab? ° 
同时 也 证 明了 解 的 唯一 性 ， 
Cii) 23 a 'b—ab' =0 h}, HRI a'b’ =, AN 
a b 


-一 一 b. ' 


G: 
而 且 ， 如 果 a'*c 一 ac 六 0， 则 0: y0 不 能 成 立 ， 故 此 时 无 解 。 
X, WR 8:c 一 gc = 二 0 , 则 由 人 @@ 得 


a b C 


-= 一 - 一 
— 


s SSE u 


o v 


a“ 


@ 和 G@ 变 为 同一 方程 ， 此 时 解 是 不 确定 的 。 
另 证 “由 行列 式 的 性 质 


Gi) Bina hO 


i 


同样 地 , 


a ax+by—c 


g? g’ xto ye | t 


b. 


§ 1. 线 性 方程 (35) 


—— — nm n ———M5 —- - 


A _ À, 下 
“ y= 其 中 A a. o | 


Gi) A=0 时 ， 如 果 A:=0( 或 A,=0)， 则 
a b c 


如 


解 不 确定 . 

(iii) A=0 k}, WRA, = ( 或 A,3e0) ,这 不 可 能 ， 故 无 解 . F 
注意 1. 解 的 几何 意义 ”是 两 实 直 线 @@ 和 @@ 的 交点 的 坐标 ， 

2。 关 于 解 的 讨论 : 

(1) 如 果 A==ab’ 一 a’b 太 3 , 则 只 有 一 组 解 ， 

(2) 如 果 A=0 H be’ 一 b’c 志 9 , 则 无 解 . 

(3) 如 果 A =0 B. bc’ 一 bc=0, 则 解 不 确定 . 
BL 在 1.3 例题 的 线性 方程 组 中 ， 


| 6 | 
a=) : 2 一 一 5， 人 ,一 一 一 20， -| 本 
1 3 1 一 3 1 1 
À; A 
| ATA =j, y=} =] 
例题 解 下 列 线性 方程 组 
prea © 
2x+4y=5, © 
W ”由 【定理 】!， 
1 2 | 
a=]? i =0 , H bc’ —b’c=2X5—4X3= -2% , A MEKA 


$ 


在 。 
注意 上 例 无 解 ， 是 因为 中 x2 的 左 端 与 @ 的 左 端 相 等 。 但 中 x2 的 右 端 
是 6， 而 名 的 右 端 是 5， 两 者 不 相等 .因而 人 与 @ 不 相 容 是 显然 的 ， 这 意味 
着 ，@、@ 两 直线 是 不 重 倒 的 二 平行 直线 ， 故 没有 交点 、 
【定理 ) 5， 二 元 线性 方程 组 

ax 十 by 一 0 ， 

À 


(36) 第 二 章 方程 与 不 等 式 
HE x=y=0 以 外 的 解 的 充分 必要 条 件 是 


=0, Elab’ =a°b. 
a° b“ 
证 明 在 [定理 ]4 中 令 c=c’=0， 这 于 假如 A 寺 0, 则 x=y=0, 因 此 作为 它 
的 对 偶 , 【定理 】5 成 立 . 口 
例题 1， 求解 下 列 三 元 线性 方程 组 
2x 十 y 一 2z 二 一 6， © 
3x+y+3z=10, -四 
4x+y+2z=8. © 
E 《代入 法 ) 由 人 式 得 | 
+y+ 
= 2x 之 6 I © 
EORAOMO 
| x+y+ t+) 一 10， 
4x+y+(2x+y+6)=8, 
整理 得 
assasi © 
3x+y=l, | 
由 @@ 得 y=1— 3x, © 


把 @ 代 入 @ 得 12x+5(1—3x)=2, x. x=1, 
又 由 @@ 得 9 一 一 2。 EHON z=3, 
Z x=1, y=-—2?2, z=3, 


另 解 

° 和 | 一 6 1 一 2 | 

A= 3 1 3 |= A= 10 1 3|=6, 
4 1 2| | 8 fs | 
2 一 6 一 2 | 2 1 二 6 

A,= 3 10 3|=—12, A,=|3 1 10 |=18, 
4 8 2! ! 4 1 8 
A, ; EA 


8 1. 线 性 方程 
例题 2 求解 下 列 三 元 线性 方程 组 
(XK 十 ?十 2 一 1， 
| x—2y == 4, 
L 3⁄ 十 27 一 5， 
W H0Ox2- 04 
x—2y=3, 
人 和 人 矛盾 ， 因 而 没有 解 。 
例题 5， 求解 下 列 三 元 线性 方程 组 
X 十 ?十 Y 一 1， 
x—3y+2z=2, 
3x—y+4z=4., 
R 由 @ 得 ”z=1 一 x 一 >， 
把 @ 代 入 @ 得 x+5y=0, “. x=-—5y. 


4 ° 一 
由 @@ 和 @ 得 2 二 1 十 5y 一 y,，.， ,y= 


由 @ 和 @ 得 。 x= n. 


答 pa Mi -ya 
am HO, @# 
| 
X 一 37y 一 2 一 22z。 
根据 [定理]1， 便 得 
g 1 
2— 2z — 3 5(1—z) 
x i = 
| 1 1 | 
| 1 一 3 | 
1 一 Z | 
1 1 一 2z p: 
y= a z 1: - 
1 1 | 4 
i 一 了 | 


(8?) 


© @@e 


e 0000O 


© O 


(38) 第 二 章 方程 与 不 等 式 


【定理 ]6.n 元 线性 方程 组 的 解 ( 克 莱 姆 公式 ) n 个 未 知 量 Xu Xp e, xah 
线性 方程 组 


人 
921X1 十 az2X2 十 ， 十 GQ2nX; =b,, 


.*........ 


如 果 系 数 行列 式 141 闻 )， 则 有 唯一 解 ， 
Oir 042…PD Ain | 

L 
JA 


G> G22°" batt Aon 
**.w....... 和 
| Ony Gazo ba Gon 


《第 i 列 ) 


X= 


(i=1,2," n). 


其 中 
Qi 012…QGln 
Al = A21 G22…02x 
Ani Qn2'* Ann 


LEMN. n 元 线性 方程 组 


OUX1 十 Gi2X2 十 … 十 Qinxn 一 0， 
G21X1 十 G22Xz 十 … 十 Garxn 一 0 ， 
0 


OnalX1 十 Gr2X2 十 … 十 anrnxXn 一 0 


具有 XEXE ° = x,=0 以 外 的 解 的 充分 必要 条 件 是 | A j=0, (IA | 的 意义 见 
【定理 】6.) 


【定理 }8 ，#% 元 线性 方程 组 


GiuiXi Tax; + eso +a, ,x,=b, , 
J G21X1 FHazzx2 t e Harn% =b, 


paa ' Ta, x, = ba 
只 有 解 的 充分 必要 条 件 是 两 个 矩阵 


< ma — T 


Š 1.850 b Fa (39) 


| 


Oit G 2 Gia i Ci G12'’:‘Udin b, 


O21 32 Oan 
A= TTETEETTETEETIELI] 
\ da, Cn2 yn 


的 秩 相 等 (rssk .4 一 riokB) ， 
HA, 当 这 个 条 件 成 立 且 r k A=r(r Sn) it, ERE n7 个 独立 变 


Q21 G22°** G2n b; 


B= L: 和 
| 
i ani Anot (hn b, 


x. 
特别 是 ， 在 4 的 7 阶 子 行列 式 中 ， 车 不 等 于 0 的 子 行 列 式 是 
| Gy: G,2°°G;, 
| E21 G22…G77 
JA |= oe 


Gr G,2`-0,, , 


则 解 为 (把 x;*:，x+z，…，xx 作为 独立 变 最 ) 
(Z í 列 ) 


H P 
Cll G12°""b1 dir { 
x; = 1 021 Q32… 了 2…"q2r 
i w r 
a 
ri Gabi. ayr 


(第 i 列 ) 
n | Qil 012…01 六 01r | 


I l 
1 a21 Gos G; (5, | aP 
yap? ~% 


| oopooo see... ........ 
PITTE 


| G, Gy arit ary 


注意 ” 关 寺 行列 式 的 秩 ， 请 参看 第 五 六 3， 


$ 2， 二 次 方程 


2.1 二 次 方程 的 意义 和 求 根 公式 AAA 
【定义 11， 整 式 方程 ax’, axie, an- 及 常数 a, 的 和 (人 (x 的 多 项 


(40) 第 二 章 方程 与 不 等 式 


一 一 — - — —— -— —'; -— n 


式 ) 为 0， 这 样 构 成 的 等 式 虽 做 关于 x% 的 整 式 方程 .特别 是 ， 当 a, 计 0 时 ， 
PENR n 次 整 式 方程 ， 
【定理 ]1.《 求 候 公 臣 ) 二 次 方程 ax? 十 bx 十 c= 二 0(a 志 0) 的 根 吓 
—b+./ b’~hac 
2a f 


x= 
证 明 “由 于 a 于 0， 所 以 


ax? tbxte=a( +2 rHS) 
4ac—b2 
=a[ (=+ ; 二 Pm (2a)? D] 
2 =h? 
=a(x+ s) pa 
因而 所 给 的 二 次 方程 是 
b 2: b:—iac 


| _ b b? — 4ac 
由 此 得 s= + E e 


= bt braac 


2a E kl 
TE ” 实 系 数 二 Gh iis TARAR ymax? se Q) 
MHR y=-—bx-c+- sesse POETE i 
的 交点 来 决定 。 


(1) 假如 四 、 田 在 两 点 相交 ， 则 有 相 异 的 两 个 实 根 。 
(2) 假如 中、 人 句 相 切 ， 则 有 相等 的 两 个 实 根 . 
(3) 假如 @@、@ 没 有 公共 点 ， 则 有 两 个 共 元 虚 根 . 
此 外 , 【定理 j1 对 复 系数 二 次 方程 显然 也 是 成 立 的 .( 见 本 节 【 定 理 15) 
例题 求解 2x2—6x+3=0. 
解 ” 由 [定理 和 1 的 求 根 公 式 ， 得 


wt 36 一 24 3V3 
. ” 


§ 2. 二 次 方程 (41) 
【 系 】 二 次 方程 式 ax? 十 2b*x 十 c= 二 0(a 志 0) 的 根 是 
人 


a 
证 明 在 [定理 H, —b=2b° , 则 


= —2bt L  4(b”)°—4ac be +. (b’)i—ac , 


2a a 


0O 
【定义 12， HRR D=b—4ac 叫做 二 次 方程 ox? 十 bx 十 c 一 0 (a0) 根 的 
判别 式 . 
【定理 2， ERAEN ax?’ +bx+e=0 (a0) AMRY a, B, 则 


(1) a+B= 一 了，ap 二 <;( 根 与 系数 的 关系 ) 


(2) (218)= CP TS paga ORN. 


证 明 HEEN A, 
"aa a rT 
ae 
因而 | 
(1) a+0=-—— 
ap=- 7 -b+ v/b? —4ac ) (—b—v bi—4hac ) 


=l ((—b):—(b'—4ac)) 
4a 


ass 


(2) 如 图 2 一 3 所 示 。 首 先 ， 当 a>0 时 ， 对 于 一 -切实 数 x， 有 
f(x) =ex°t+bx+ç 
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(42) 第 二 章 ”方程 与 不 等 式 


而 当 a<0 时 ， 由 于 图 2-3 
wot a (x+ 2y <0, 
所 以 对 于 一 切实 数 x， 有 


(a) < Aebi C (最 大 值 ) 
【定理 ]3。. 以 a，B 为 二 根 的 方程 是 = 
a(x—a) (x—8)=0 (六 0) . 
【定理 】4. 〈 根 的 判定 ) 对 于 实 系数 二 次 方程 
ax:+bx+c=0 (a0), 
(1) #D23, MASS. 特别 是 ，D>0 有 相 异 二 实 根 ，D=0 有 相 
等 二 实 根 ， y 


(2) # D<0, 则 具有 二 AMEIR. 
证 明 可 以 由 【定理 ]1 并 考察 D=b? 一 4ac 为 正 、 零 ， 负 的 情形 而 得 到 . 


注意 ” 当 系 数 中 至 少 有 一 个 不 是 实数 时 , [EEM 和 不成立。 例如 
| X x°—2ix—1=0 rH, D=0, 但 是 有 虚 禄 x=i( 重 根 ). 
Æ x’ tix—5=0 h, D=—1+5=42>0, BASIR x= 一 i 士 2。 

【定理 ]5。 复 系数 的 二 次 方程 ax’ + px 十 ?一 0(a 寺 0) 的 根 是 

= — 01 /0'—4ay _ 

2a 
证 明 ”由 于 jci 关 0， 故 可 用 【定理 】 1 的 证 法 来 证 明 口 
例题 求解 2x’ 一 (3 十 2 让 x 十 5 二 0、 
解 ”由 [定理 ]5 的 求 根 公 式 , 有 
a 3t2itv (3+2i)?—4X2Xx5 
4 % 


` 


Š 2. 二 次 方程 (43) 


= 一 -一 一 


A 
x 


WwW(3+2i): 一 4X2X5 =V 一 35 十 12i 二 a 十 bi (a,b 为 实数 )， 两 
端 平方 ， 并 整理 得 
ab = 6， 
由 此 二 式 又 可 得 
at 十 35a2 一 36 一 0 ， 
(a24-36) (a2—1)=0. 
但 因 a 是 实数 ， 有 a 十 36>0，.， 0 一 士 ! 
对 于 4= 土 !,b 二 土 6， 又 注意 到 ab 二 6>0，, ti 
V 一 35 十 12i 二 十 (1 十 8 让， 从 而 
k=. 3 t2itG+6D 
4 


1—2i 
5 ° 
(Eml. HF (latio) t bto ixt leteti (tla y) . 
的 实 根 ， 是 联 立方 程 组 
ax? +b’ x+ c 二 0， 
的 实 根 ， 其 中 ，a ,a” ,b ,b,c ,c’ 都 是 实数 ， 
证 明 注意 到 x 是 实数 ， 整 理 原 式 得 
(ax’ 十 bx 十 c) 十 i(a’ x? 十 bx 十 c ) 二 0， 
但 是 ax* 十 bx 十 c 及 ax 十 bx 十 c” 是 实数 ， 因 此 满足 该 式 的 实 根 x 与 联 
立方 程 组 
s 
a x°+b' x+ c 一 0 
的 实 根 相同 . = 
[83817. (WHEN) 在 实 系数 二 次 方程 ox? 十 bx 十 c=0 th, 
(1) 两 根 同 是 正 根 的 充分 必要 条 件 是 刀 一 4ac 关 P]，ab<0，ac>0; 
(2) 两 根 同 是 负 根 的 充分 必要 条 件 足 b’ 一 4ac>0, ab>0, ac>0; 
(3) 两 根 异 号 的 充分 必要 条 件 是 ac<0， 
证 明 (1) 如 图 2 一 4, 为 使 所 x)=ax: 十 bx 二 ce=0 具有 两 个 正 根 , 应 使 对 称 ， 


x=1+2i, 


(44) 第 二 章 方程 与 不 等 式 


(1) a>0 1 


图 2-4 
轴 
w 
在 右 半 平面 内 ， 因 而 
b 
2a 0 © 
Æ a>0, Ni | @ 
车 o<<0， 则 f(0)=c<0 
根据 实 根 条 件 ， | 
D=b:—4ac220 , @ 
由 于 人 @, 人 名 .@@ 必 须 同时 成 立 。 从 而 
HO, ab—<0, O 
H@, ac>0, ©’ 


而 @ 就 是 b2:—4ac20, 
反之 , 当 @'、@:、@ 满 足 时 , 设 1(x)=0 的 两 个 根 是 a,p ( 令 a<p)， 
(i) a>0 时 ， 


bv bh gua Tbtv bhac 


iji 2a 2a 


a,P 同 是 实 根 , 男 一 方面 ， 由 名 :得 
(—b)’—(v b'—4ac ) =4ac>0. 
但 是 ab<0，a>0， <. —b>0. 
而 县 又 内 为 jb >V bè—4ac >>0， 所 以 一 8 一 W bi 一 4ac 20, 


` “y 


EN, t. 


| $2. 二 次 方程 (45) 
a | ZLV b~4ac So. 
2a 
不 言 而 喻 ， 有 8>a>0, B>0. 
(ii) a<0 时 ， 

bi Peit ja Db 0 

j 2a Zi 2a i 
CH 同 是 实 根 , 另 一 方面 ， 

(—b)’—(vV b:—4ac )= +4ac>0. 
但 是 ， ob<0，a<0，.… b>0, 从 而 


—b+ V b:—4ac <0. 
这 里 ， 由 于 a<0 ,Pb 
Tbtv bha 、 
2a 

不 言 而 喻 8>a>0, .… p>0. 

从 以 上 所 述 可 知 ， 若 @,@',@ 成 立 ， 则 a ,PB EER 

(2) 与 (1) 同 样 可 证 ， 如 图 2-5 所 示 ; 

(3) 如 图 2-6 所 示 ， 


a= Ü. 


图 2-6 


(46) 第 二 章 方程 与 不 等 式 


(i) 当 a>0 时 ， 对 于 x 的 充分 大 及 充分 小 的 值 ， 有 f(x)>0. 

从 而 ,假如 1(0)=c<0, 那 未 使 f(x)=0 的 x 值 ， 在 正 x 值 和 负 x 值 两 
部 分 中 各 有 奇数 个 。 然 而 二 次 方程 只 有 两 个 根 ， 因 此 使 1(x)=0 的 x 值 ， 
EE x 值 和 负 x 值 两 部 分 中 正好 是 各 有 一 个 ， 


Gi) a<0 时 ， 也 同样 可 证 ， C] 
【定义 ]3、 结 式 ” 对 于 两 个 二 次 方程 gx? 十 bx 十 c 一 0，a“x2 十 bx 十 c 一 0 
(aa’ 0), 
R=(ac’ —a’c)’:—(ab’ ~—a’b)(bc’ —b*c) 
叫做 这 两 个 方程 的 结 式 . 
【定理 }8. 人 局 有 了 两 个 二 次 方程 ax: 十 bx 十 c==0 ，a“x2 十 bx 十 c 一 0(aa 3e0), 
则 它们 


(1) 至少 有 一 个 公 根 的 充分 必要 条 件 是 R=0; 
(2) 有 两 个 公 根 的 充分 必要 条 件 是 R=0 H abt =a" b; 
(3) 仅 有 一 个 公 根 的 充分 必要 条 件 是 R=0 H ab’ Əca b. 
EA (1) 必要 性 假如 1(x)=ax’ 十 bx 十 c= 二 0 和 和 g(x) 二 a x°+b'*'x+ c° =0 
具有 公 根 a， 则 


aa’+ba’:+ca=0, 

| aa’+bat+c=0, 
a’a’+b’a:+c’a=0, 

| a a+b atc! =D. 


HERSEN], Naaa, 因 它 们 不 全 为 0， 故 有 


由 此 得 
(act —a?c)?— (ab? —a“*b)(bc* —b’c) =0, 


充分 性 将 


§ 2. 二 次 方程 (47) 


a b c o 
R= 9° 4 b c | pọ 
a” perp 
o 0< b° cs 
转 置 后 得 
aoa o 
ff 2 
bab a ab: 
cbc’ b | 
oco c 


利用 上 述 【 定 理 】7 ,存在 不 全 为 零 的 p,qg,7y,s, 使 


| patrat 一 0 ， 
pb 十 aa 十 rb- 十 Sa- 一 0， 
pc 十 9b 十 rc 十 Sb 一 0， 
qc+ sc* =0. 


@ @ @ @ 


Oxx, Oxx, @xx, OIA, HERF, 
(px+q)(ax°2+bx--c)+(rx+s)(a'x2+b'x+c*)=0, 
(px-+q)J(x)+(rx+s)g(x)=0. 

今 设 jx) 王 0,g(x) 一 0 没有 公共 根 ， 即 (x), g(x) Z PA, 则 由 上 式 

知 ， 一 次 式 (px 十 4) 必 被 二 次 式 g(x) 除 尽 ， 这 是 一 个 矛盾 .所 以 1(x)=0， 
g(x) 三 0 具有 公 根 ， 

(2) iZJ(x)=0, g(x)=0 的 两 个 公 根 为 ag，pB(a 二 8)， 则 

1(a)=0,1(8)=0, 
出 此 f(a) 一 1(8)=0， 


因 a~—ß¥0, 故 有 p= 一 ~ ， 
对 s(x) 合理 可 得 ”B= 一 s l 


aa+b a’atb’ 
由 q q ! 


(48) 第 
得 ab’ =a’b. 
又 由 (1) ,显然 R=0， 
其 逆 自 明 . 
(3) 由 (2) 立 即 可 知 ， 


o 
LEMI. EXARH R 2 i 7J J(x)=ax?+ bx+c=0(a3e0), $D=b° 
— Aac. 


(1) 落 D<0， 有 af(x)>0; 
(2) # D= 0 , 则 对 于 x 过 一 ”的 一 切实 数 x， 


“p 
352， 有 


f h= 


(3) #D>0, WR FPR x A af(x)<o. 而 对 于 两 根 之 外 的 x， 
有 of(x)>0， 


s — L... ......... 


， a>0 
a X Z6 


证 明 ”如 图 2-7 所 示 . 


有 af (x)2>0, W T x= 


— . s. m we a ame a m 


R 
` 


中 
4 


2 aha ‘qc 一 2 
(1) ajl) =(x+ -2 ) + fse =b l 
AT, BA D=b—4ac <0, Wi 
af(x)>9. 
(2) $in D=0, WÄ 


$ 2. 二 次 方程 (49) 


— 


--b 2 b Y 
xæ sa HJ,  af(x)=a (x+ b) > 0, 
再 者 ， 了 =0 时 ， 


(3) 因为 D>0， 所 以 f(x)=0 县 及 相 异 二 实 根 。 令 此 二 实 根 为 ww 
B (ac<8)， 这 时 由 【定理 】3， 有 
aj(x)=a°(x—a)(x— 8), 
因而 ,对 于 使 a<x<B 的 x 值 A aj(x)<0. 另外 ， 对 于 满足 x<a 或 
p<x 的 x 值 , af(x)>0. O 
[E8]. (〈 根 的 分 离 ) 对 于 实 系数 的 二 次 方程 Kx)=0， 
(1) Bni) (Q <0, W) (x) 的 二 根 是 不 相等 的 实数 ， 
根 位 于 p 和 qd 之 间 . 
(2) 3 p<qa<r 时 ， 如 有 有 
Jo) a) f(r) 
+ 一 十 
或 s= + s 
则 在 p 和 4，94 和 + 则 各 存在 一 个 根 ， 


p ` ç 


PE aaa T T a 


@ (>t) a<) 


KA N 


图 2-8 
证 明 ”对 于 f(x)=ax? 十 bx 十 c(a 丰 0)， 当 a>0 时 ， 如 图 2 一 8, 结论 显然 成 


t50) 第 二 章 方程 与 不 等 式 

V. 
a<0 B, EAREIRE. D 
【定理 】11. 对 于 实 系 数 的 二 次 方程 (x)=ax?+bx+e=0 (a0), 

(1) 当 a>0 时 ， 如 有 满足 f(p) <0 的 实数 p， 则 在 p 的 两 侧 各 有 一 
实 根 ， 

(2) 当 a<0 时 ， 如 有 满足 f(p)>0 的 实数 p， 则 在 p 的 两 侧 各 有 一 
XR. O 
证 明 如 图 2—9, EHER. 


(1) (a>0) (2) (a<o) 


. R] 2-9 
【定理 }12. ža, b, 是 有 理 数 时 , YTE J(x)=ax'+bx+c=0 (a3e2) 的 根 
为 有 理 数 的 充分 必要 条 件 是 pr 一 4ac 是 形 如 (2) 的 完全 平方 数 (m, 


n 为 自然 数 ). 
证 明 ”由 【定理 ] 1 的 求 根 公式 ， 立 即 可 证 . 口 


2.2 二 元 二 次 方程 组 
【定义 ]4. 二 元 二 次 方程 组 “在 包含 两 个 未 知 数 的 两 个 方程 中 ,考虑 两 种 情 
形 ， 
(1) 两 者 都 是 二 次 方程 ， 
(2) 一 个 是 一 次 方程 ， 另 一 个 是 二 次 方程 ， 
这 两 个 方程 式 结合 在 一 起 ， 叫 做 二 元 二 次 ( WV ) 方程 组 
注意 二 次 方程 组 的 解法 。 

(1) 在 一 个 是 一 次 另 一 个 是 二 次 的 情形 下 ， 可 用 代入 法 求解 . 

(2) 两 者 都 是 二 次 的 情形 ， 如 果 可 以 把 一 个 方程 分 解 为 一 次 因 式 之 积 
时 ， 那 么 用 方法 (1) 解 这 些 一 次 方程 分 别 和 二 次 方程 组 成 的 联 立方 程 组 .~- 
般 情 形 下 ， 常 把 方程 组 变形 ， 使 它 的 一 个 变 为 一 次 方程 或 容易 分 解 因 式 的 
方程 
M. 解 下 列 方程 组 
+. 


I 4 2. 二 次 方程 


p 3y=1, 
3x "一 4xy 十 罗 2 一 0 。 
W 由 由 得 


把 @ 代 入 @@， 整 理 得 
55x2—16x+1=0, 
(5x—1) (11x—1)=0, 
a x= , —L.. 
5 11 
再 代入 @@ 依 次 得 
3 
i 
BM ”把 @ 分 解 因 式 得 
(x—y) (3x—y)=0, 


G) 求解 aa. 


得 5x=1， n x=+. BRAON =E, 


2x+3y=1, 
3x— y=0, 


Gi) Re f 


š I 1 3 
得 llx=1-. x 二 一 1， 再 代入 @ 得 y= 


例题 2. 解 下 列 方程 组 
人 
x1—xy+ y=. 
M ”把 中 分 解 因 式 得 
(3x—2y) (2x+y)=0. 


于 是 可 以 形成 两 个 方程 组 ， 
. 3X 一 27y 一 0 ， 
Gi) | x2 一 Xy 十 ?2 一 7; 
2x+y=0, 
Gi) aka NN 


求解 (i) x=+2, y= 二 3 (EME 
求解 人 ii) 得 x=+1, y=+2 ( 正 负 号 同 取 上 或 同 取 下 )， 


(51) 


e e ee 


ee 


(52) 第 二 章 ”方程 与 不 等 式 


x=1, x= Í, x=2, X 一 一 2， 
z f | Cd 
y= — 23; y=2 3 y=3; ?一 一 3。 


$3. 高 次 方程 


3:1 特殊 的 高 次 方程 

如 本 章 1.1 所 述 可 以 证 明 ， 五 次 以 上 的 方程 一 般 不 能 用 代数 方法 求解 . 
但 是 某 些 特殊 ( 即 系数 取 特 殊 值 ) 的 五 次 以 上 的 方程 ， 却 有 可 能 简单 地 求 
解 。 这 里 的 特殊 方程 一 般 也 适用 于 三 次 以 上 的 方程 . 
【定义 1. 双 二 次 方程 式 ”诸如 xi 十 ax? 十 5 一 0 以 及 p (ax2+bx+ c)'+ q(ax2 
十 bx 十 c) 十 ?三 0 这 样 的 方程 ， 叫 做 双 二 次 方程 。 它 们 都 采用 二 次 方程 的 解 
法 来 求解 . 
【定义 ]2。 倒数 方程 (或 反方 程式 ) 如 象 axt+bx5+cxt+bx+a=0 以 及 
gxX5 一 DX4 十 cx3 一 cx? 十 bx 一 0 一 0 KIFID E, Rh, WF n 次 方程 f(x) 


=0， 当 jz) 一 士 xj( - ) 成 立时 ， 则 jx) 一 0 四 做 倒数 方程 


【定理 ]1。 奇数 次 的 倒数 方程 具有 根 十 1 或 一 1, 且 用 x 一 1 或 x 十 1 来 除 时 ， 
即 变 为 偶数 次 的 倒数 方程 . 
证 勇 ”不妨 对 三 次 方程 f(x)=ax: 十 bx’ 十 bx 十 a= 二 0 来 证 明 。 
ax: 十 bx’ 十 bx 十 a 二 a(x;: 十 1) 十 bx(x 十 1) 
二 (x 十 1){a(x’ 一 x 十 1 ) 十 bx} 
二 (x 十 1 ){ax’ 十 (一 a 十 b)x 二 a}， 
故 失 x) 能 被 (x 十 1) 整 除 ， 且 ax’ 十 (一 a 十 b)x 十 a=0 是 二 次 倒 数 方程 ， 
. X, WẸ x)==axs 十 bx 十 cx: 十 cx 十 bx 十 4 二 0 , 则 
f(x)=a(x°+ 1)+bx(x°+ 1)+ cx? x+1) 
二 (x 十 1 ){a(x‘ 一 xX: 十 Xx? 一 x 十 1 ) 十 bx(x? 一 x 十 1) 十 cx}》 
二 (x 十 1){ax‘ 十 (一 a 十 b)x: 十 (a 一 b 十 c)x’ 十 l 
(—a+b)x+a}. 
所 以 定理 仍 成 立 . 对 更 高 次 的 情形 也 同 理 可 证 。 
对 于 ax’ 十 bx? 一 bx 一 a 二 0 的 情形 ， 根 为 x=1. O 


Em. OE E E o ER EE ORERE ES ET 
因此 也 可 以 把 倒数 方程 定义 如 下 . 


S3 3, 高 次 方 次 方程 (53) 


[定义 ] i , Ena 是 根 就 有 上 也 是 根 ， 则 此 方程 叫 
做 倒数 方程 ， . 

当 采 用 此 定义 时 , 【定理 ]1 可 按 下 列 方法 证 明 . 
【定理 ]1 的 讶 明 《〈 仅 以 三 次 方程 为 例 ， 对 于 一 般 的 奇 次 倒数 方程 ， ， 也 可 同 
样 论证 .) 设 三 次 倒数 方程 1x)=0 的 三 个 根 为 a, 8,r。 由 倒数 方程 的 定义 
知 ， 若 令 p= 二 , 则 三 个 根 变 Ja, +, r. 


因为 y ARR, BAERIN, E r= Hr EFAA). iH 
Ju r=, .“， r=żl. 

2. 3 Y RAIBZKOSIJEO EE, ! 只 要 令 * 十 二 一 ? 即 可 
例题 ” 试 求 ox4 十 bx: 十 cx2 十 bx 十 a 王 0(a 闷 0) 的 根 . 


解 今 1(x)=gx tbx tox tbx ta. WR x= 是 根 , 则 0=0. 这 与 题 设 矛 
. 盾 ， 因 而 xs0. 用 x? 除 J(x)=0 的 两 端 得 


, 


a(x t-l )to(x+ 7 )+e=o. 


在 这 里 ， 令 y==x 二 二， 则 十 点- 二 一 2, 因 而 
ay’+by+(c—2a)=0(a¥0). 

因此 ， 由 1:1 EEN, TRE y 的 两 个 根 . 令 这 两 根 为 wm, Yz WH 
x 十 二 =Y], .. x’—yx+l=0. 


再 一 次 根据 [定理 ]1 ,可 求 % 的 两 个 根 , 同 样 ， 对 于 y, 也 求 得 两 个 根 . 合 起 
来 ， 就 求 得 了 四 个 根 ， 


3:2 三 次 方程 的 解法 

【定理 ]2. 实 系 数 的 三 次 方程 至 少 具 右 一 个 实 根 ， 

证 明 ”对 于 三 次 方程 (x)=ax3 十 bx2? 二 cx 十 d 一 0(a 失 0)， 当 xs 的 系数 为 
正 时 ， 如 x OK, HARAS cx 同 符号 ( 即 正 号 ). 为 一 方面 , WR x 
充分 小 ( 即 取 为 负 ， 且 绝对 俏 充 分 大 ) 时 ， 则 (x) 变 为 与 ax3 同 是 负 号 。 因 


为 整 函数 是 连续 的 ， 所 以 当 x 从 一 co 到 十 ce 变化 时 ， W o 
1(x) 至 少 有 一 次 变 为 0， 


b 
axt+bx-re+- + =0 


(54) 第 二 章 方程 与 不 等 式 


a<0 的 情形 也 同样 可 证 ， 口 
【定理 ]3。 若 a+bi 是 方程 x; 十 px+4=0 的 根 , 则 一 24 也 是 它 的 根 . 其 中 ， 
23.b,p,4 X% Hbo. 

证 明 jüa+bi t A J(x)=x°+px+q4a=0, # 
f(a+bi)=(a+bi)’+pla+bi) +4 
=(a°—3ab’+ pa +q)+(30a°b—b*+pb)i=0. 
Rh, at—3ab'+pa+q,3a2b—bi+ pb 都 是 实数 ， 因 此 
| |. @ 
Satb—b'-+pb= 0 @ 
必须 同时 成 立 ， 但 按 题 设 b 夺 0 , 故 由 @ 有 
30:—b’-+p=0. © 
另 一 方面 ， 
f(—2a)= —8a:—2ap+a, © 
在 这 里 ， 假 如 a=0， 则 由 四 可 知 ， 罗 的 右 端 等 于 0， 于 是 一 2a E f(x) 的 
根 ， 假 如 地 0， 则 由 四 一 @@x3a 得 
j(—2a)= —8a2—2ap+q=0, 


从 而 ， — 2a 也 是 根 . 本 
【定理 14. 在 x; 十 3ax 十 b==0 中 ， 作 变换 x 一 -一 则 变 为 ?一 zy 一 os 一 0， 
证 明 可 以 把 < KRANJ, mitt. 口 


【定理 }5。x: 十 px 十 4 二 0 可 变换 成 x: 二 (x? 十 ax 十 6b) 的 充分 必要 条 件 是 ， 
a? +2b=0 , b=p, b’=2ag. 
证 明 H x'=(x t+ax+b)" , "4 
2ax*+ (a? +2b)x?+2abx +b'=0., 
为 使 它 与 x'+px+q=0 是 同 解 的 ， 必 须 


0 十 20 一 0， 
且 % 的 其 他 加 的 系数 成 比例 ， 即 . 
—— . p=b, 2aq=b°. | 
r IE8)6. ”一 1 二 0 的 根 是 1, o= tst, w= 一 二 全 入 ' 
wA x'—1=0,:' J. (x—1)(x'+x+1)=0, 


PAL 中 【定理 ji 的 公式 ， 即 得 


$ 3. 高 次 方程 (55) 
—I+. 31 
Eee Ü) 
【 系 】1。 x: 一 a;=0(a 志 0) 的 根 是 a, ao, ao), 
证 明 *$x=š, 则 原 方程 变 为 y 一 1=0， ^ y=1, o, O°? 
从 而 ,，x=a，aw，aw? 是 所 求 的 根 . a 
[R]. x 十 a;==0(a 夺 0) 的 根 是 一 a, 一 ao， 一 002， 
EA IRN 中 的 a 代 换 成 一 a， 可 得 证 . 


x=1, 


[ÆR]. 设 a,b,c,d 是 整数 ,如 果 ax*: 十 bx 十 cx 十 d= 二 0(a0) 以 有 理 数 
为 它 的 一 个 根 ， MJ p 是 a 的 约 数 ，q 是 6 的 约 数 .其 中 it J BW £) #y 
数 ， 
证 明 ”把 x= 卫 代入 ax; 十 bx? 十 cx 十 d= 二 0 得 

ap°-r-bp'q +cpq'+ da`=0. 

p(ap'+bpq+ca')--da'=0. 
IB FB 4948, Ip 必须 是 4 的 约 数 ， 又 因为 

ap3 十 q(bp? 十 cpq 十 dg2) 一 0， 所 以 4 是 @ 的 约 数 . 口 
[R] - 如 果 xs: 十 bx2? 十 cx 十 d 一 0 有 整数 解 ， 则 它 是 d 的 约 数 . 
证 明 设 n 是 该 方程 的 整数 解 ， 则 

n(n'+bn+c)+d=0. 
FF n 是 4 的 约 数 . 口 
【定理 ]8. 如果 三 次 倒数 方程 ox 十 bx 十 bx 十 a 一 0(a 于 0) 以 一 ! 为 它 的 一 个 
根 ， 则 另外 两 个 根 就 是 ax: 十 (b 一 a)x 十 a=0 的 根 . 
证 明 SK31 EN. | O 


33 四 次 方程 的 解法 
【定理 19 .倒数 方程 式 ox4 十 bx3 十 cx2? 十 bx 十 G 三 0(a 志 0) 的 解 ， 车 令 y= 二 x 十 
L, 则 可 由 ay 一 by 十 c 一 2a=0 求 得 ， 
证 明 参照 3.1 的 【定理 ]1. 口 
例题 1。 求 x‘ 十 4x; 一 7x’: 一 22x 十 24=0 的 解 . 
解 x: 十 4x; 与 (x 十 2x)? 前 两 项 相间 ， 故 令 y 三 x* 十 2x 十 a, 则 

x+ 4xi—7x2—22x+24=(x2+2x+a)+b(x°+2x+a)+@ 

=x'+4x'+(4+2aq+b)x 十 (40 十 2b)x 十 0 tabte, 


(56) 第 二 章 “方程 与 不 等 式 


4 十 2b 十 b= 二 一 7， 

ot 

0 十 ab 十 c 一 24， 

求 a,b,c, 得 a= 一 6, b=1, c= 一 6， 因 而 该 方程 式 是 
?2 十 ?一 6 一 0， n y=2 sk —3. 
但 y=x’: 十 2x 一 6， 于 证 多 有 
x2: 十 2X 一 6 一 2， . x=2 或 一 4， 
xX2z 十 2X 一 6 一 一 3 ， .。 x=1 或 一 3 
2, x=1, 2, —3, —4. 


例题 ?2。x‘ 一 1==0 的 根 是 1 ,一 14， 士 1 
R x‘ 一 1=(x? 一 1)(x’? 十 1)=(x 一 1)(x 十 1)(x’: 十 1)=0， 
x=+1, +1. 


+1 ti 
例题 3，x4 十 1=0 的 根 是 一 一 一 


解 ”将 原 方程 式 变形 得 
xt+2x2+ 1—2x:=0, 
(x2 十 1) 一 2x2 一 0 ， 


x 十 WW2 x+ 1=0. 
: 2 > — A - —i +i 
(i) 从 x 十 V2 x 十 1=0 得 X= 一 于! 
Gi) Ax -vZ x+1=08 <= - li. 
Te ss 
_ +iżi 
c? P 2 
š +1+i 
_ 1+i 一 一 1 十 ; 一 1 一 ; 
eO VI’ Vi va 
+1+i 
x=- 同 取 上 号 或 下 号 ) 就 是 


tt 一 1 一 ; 
V ' V 


OTA 
Š 3. 高 次 方程 (57) 


3.4 ， 根 与 系数 的 关系 
LEW]. 设 二 次 方程 ax? 十 bx 十 c=0 《a 志 0) 的 二 根 为 4，pB， 则 


at+p=—2, ap= S. 


a 
证 明 参照 2.1 的 [定理 j2. O 
[#38111. 设 三 次 方程 ax: 十 bx: 十 cx 十 d= 二 0 (a 三 0) 的 三 个 根 为 a, pb, ' 
aj 


aß+pytya=5, 


aßy= _ €. 
证 明 以 a, 6,? 为 三 个 根 并 且 xs 的 系数 为 a 的 方程 是 
a(x—a)(x— 8) x—y)=v, 
从 而 | 
ax'+bx'+cx+d=a(x—a)(x—0)(x—y) 
=ax`—a(a+ B+ y)x°+a(a8+ py +ya)x—aaßy 
ERS. 由 于 oa 半 0， 故 有 


a+0+y=—2, 


aB+Py+ya=, 


apy=-$, | 口 


[838112. Zn 次 方程 所 x) 一 etx" 十 aix1 十 … 十 as-ix 十 os 一 0 (a0 y 的 
n MRJ Cl cz，…, anw， 则 | | SA 


— s as 
Dy aiaiat=— ees s °... Qar" a= (—1)" On ' 
(<i <k Oo ae 


(58) ”第 二 章 方程 与 不 等 式 
【定理 】15 . EF 数 的 n 次 方程 可 表示 成 下 列 形式 ; 
I(x)=a(x—qa,)"' (x—a:)™ < (x—ak)" ° {(x—p) tyi)" 


e ((x— 8) tyi" e { (x— 0, tyi" , 
其 中 ， ay,aq, ar Bi B23 f iyi, yau pi 是 实数 ， E. 

mtm +m tn Tn e tnn. 
35 二 项 方程 
【定义 3 .二 项 方程 ”在 关于 x 的 整 式 方程 中 ,只 有 两 项 〈 其 中 一 项 是 非 零 
常数 项 )) 时 ， 这 个 整 式 方程 叫做 二 项 方程 . 
【定理 14. 在 x"+a"=0 (〈a 六 0) 中 ， 若 用 ax 代替 x， 则 它 变 为 x"+ 1=0, 
下 定理 }15. # a 是 x" 一 1=0 的 一 个 根 ， 则 a" 也 是 根 . 其 中 m 是 任意 整数 。 
证 明 $ J(x)=x"—1, W)f(a)=a"—1=0, 

w =ə>ps(a")=(a")'—1=(a")"”"—1=0. O 

仙 2 是 x 十 1=0 ANR, HJ ah 也 是 根 。 其 中 ，m E Ht. Š 3 


En F J(x)=x"+1, Wila)=a"+1=0, ^ a"=—1. IR 
aie OR a me 
=(—1)"”-a"+1=0. [`x 
【定理 116. 设 9 为 质数 ，c 是 x? 一 1=0 的 一 个 虚 根 , 则 方程 x? 一 1=0 的 p 
个 根 是 a ,Qa?,… ,ar(==1). 


W 设 -一 ! 十 Yi 一 c 是 加 一 1=0 的 一 个 虚 根 ， 试 证 明 a'a 也 是 

x 一 1 二 0. 的 根 ， 

解 ” 从 x: 一 1=0 得 《x 一 D(x’ 十 x 十 1)==0， 因 而 a 是 x* 十 x 十 1 二 0 的 根 ， 
at+a+1=0, a°=s1., 

H (ca 和 一 1 一 (c3) 2 一 1 一 1 一 1 一 0， 

AA a? 是 xs: 一 1=0 的 根 . 对 cs 也 同样 可 证 。 

【定理 】16 的 证 明 可 仿 此 例 进行 . 

【定理 ]17. x* 一 1=0 B n 个 根 是 


x= cos (Ez )+isin css), (R 一 0,1,2 , n—1.) 
Ë 试 求 x* 一 1=0 的 五 个 根 ， 


W $ Sm 0 A u 并 代入 原 方程 ， H # E g] 
(de Moivre) 定 理 得 


Š 3. 高 次 方程 (59) 
y (cos5 0+isin50)=1, 
r=1,H cos50=1, sin 50=0, 
50=2nz(n=0,+1,+2,:). 

但 是 0 和 9 和 过 2r，、 因 此 


2x Arn 6x 87 


0=0，-5，- S a 


2nm . . 2NR 
从 而 x=1 scos ç +i sin -5 (n=1,2, 3,4). 


UR] x 十 1=0 Hn ARE 
mcos T] isin (etne) ,k=0,1 , 2... 如一 ] .) 


注意 假如 a 是 x=1 的 一 个 根 则 其 他 的 n 一 1 个 根 可 用 gc2，a3， a" 
表示 .这 是 显然 的 . 素 实 上 ， 若 令 a=cos( 2 ) +isin Sia , 则 由 棣 莫 


n 


佛 定理 ， 有 at 一 cos( np)+isin( zka 'p). 


| 特别 是 ， $ a=cos( -p ) ti sin( F5), 则 这 些 根 可 用 a* ,cb az, 


... ,G :表示 š 


$4. 方程 的 一 般 理 论 


4.1 三 次 、 四 次 方程 的 解法 
【定理 ]1. 在 三 次 方程 x*+ax? 十 bx 十 c=0 中 ， 若 把 x=y 一 仿 代 入 ， 则 变 为 


| aš 2 ab 
y: 十 py 十 4 二 0 .其 中 ， O ai T a P” ` 
证 明 直接 计算 可 得 . N 
【定理 }2. (卡尔 丹 公 式 ) 三 次 方程 x 十 3px 十 q=0 的 根 是 
Xi 一 以 4 十 避 B ，x2 一 OA 二 OO 人 B ，xs 一 0 4 十 Oo 人 ， 


C "á 4 3 2 — A — 4 3 2 SD. 
其 中 ，4= IEL AE, p= zay Apita, YAV = p. 


证 明 令 x=w 十 Y, 代 入 该 方程 得 


(60) 第 二 章 方程 与 不 等 式 


wy:+3(u+v)(u+p)+gq=0. 
又 令 wv 十 p= 二 0, 则 

Ww 二 y= 二 一 q ,WV 二 一 Dp. 
从 而 ， WwW,V: 是 下 列 二 次 方程 的 根 ， 

#+qt—p 一 0， 

Pee -qtv fta 

2 

x= V AtB, X=o Ato NB, xy=o'1⁄ 1 十 OAB . 

— —q+ qd- 十 4p- B= —q— V g+ 4p° A/ AA/B =— 
其 中 ， A 2 , 9 , A B P. 


E o R iR. O 
【定义 ]1， 判 别 式 9 一 ps 叫做 三 次 方程 x* 一 3px 一 24==0 的 判别 式 ， 
【定理 ]3。 三 次 方程 x: 一 3px 一 249==0 必 有 一 个 实 根 。 而 其 余 两 个 根 分 别 
TEs 

(1) # -p> , JMA ER, 

(2) 车 gq 一 p==0, 为 相等 二 实 根 ; 

(3) 若 q? 一 p<0, 为 相 异 二 实 根 . 
证 明 由 3.2 的 [定理 ]2 ,方程 x’ 一 3px 一 24==0 至 少 具 有 一 个 实 根 。 又 由 本 
节 【 定 理 】2 , 它 的 三 个 根 是 

x= A+B xs 一 OA 十 oO22/B xs 一 O22/ 4+o4B. 
其 中 4 一 4 十 W gp ,B 一 4 一 MY qi—p’ o NARBE 
P s stal . 


(1) 车 gq 一 p >0, 则 4， B 同 是 实数 ，xj 是 实 根 ,而 
mt A ty 


3/ 一 s> “ 
=A SOYA VB, 


mi yq lt y 


YA+YB V3 


es ° 2 — 3D 
” > (1 4— B), 


A xax E LIEH. 


S 4. 方程 的 一 般 理论 (61) 


(2) 若 @ -一 ps=0, 则 4=B=- í í í í í 
XEN q, X=x3= 4 q loto). 
因而 ，x: 是 实 根 ，x: 王 xs 也 是 实 根 . 
(3) #Q—p <0, UVA, VB 同 是 虚数 . 现 假设 x? 是 实 根 ， 则 对 于 


smo Atop = Al BTVS (y-a i 


右 端 第 二 项 是 实数 ,因而 右 端 第 一 项 也 必须 是 实数 .从 而 x:，xs 也 变 为 实数 ， 
x1X3: 是 实 根 的 情形 也 同样 可 证 。 O 
【公式 】 ZADE axta + 3a,x+a|s=0(as0)09 3 87k, 
JBIR3N HI Ix), 3 ç 

f(x)= A(x—p)'+B(x--q)°, 
N) a= A+B,a1 = ~ Ap—Bq,a;= A? -HBa ,a,= — Ap'—Bq*, Erh p dR 
Fe j 

(a.z+a,)Xazz+a,)=(a,z+a, 
的 根 . 若 这 样 确定 4,B,p,q 的 值 ， 则 f(x)=0 变 为 


x—p y'_ 5 
人 =D) A: | 
由 此 ， 作 为 并 次 的 二 项 方程 ， 可 求 出 x 的 值 。 
例题 求 x: 和 6x: 十 9x 十 2 一 0 的 解 . 
解 ” 设 原 式 为 f(x), 且 令 
f(x)= A(x—p)`+ B(x—q)°, 
则 由 J(x)= 0 得 到 


(Esy--2. 


与 原 式 比较 ， 又 有 
% 十 6x 十 9x 十 2 一 (4 十 B)x 一 3(-4p 十 Ba)x 十 3(-4p? 十 Bg2)x 
—(Ap’+ Ba’), 
^ A+B=1, 2=—(Ap+Bq), 3=Ap’:+Bg’, 2=—/Ap'—Baq’. 
「 A(p—4q)=-—(2+a), 
| A(p:—42)=3—a, 
A(p'—q')= —(2—q°) 


(62) 第 二 章 方程 与 个 等 式 


p=—2+i, q=—2-i, A=B=+. 


从 而 
(2Y = f 
x—q : 
| ~ G) — 0 
x—q , , ° 
其 中 
1+V31i l 
2 
z x= -—2, 一 v3 


[8 3814. (RENE) 四 次 方程 x4 十 px2 十 gx 十 r 王 0 (q0) 的 解 ， 可 
先 求 出 二 次 方程 y —py’—4ry+4pr—a=0 人 
一 个 根 ( 令 其 为 %)， 然 后 用 下 列 二 次 方程 的 解 表示 


x2 十 Y Lk [2 
例题 用 筑 拉 利 方法 解 方程 
xt—12x3+ 48x2—88x-+60=0, | 

解 为 了 消去 x* 项 ， 用 综合 除法 求 出 具有 比 原 方程 的 根 小 一 6+ = 3 的 
根 的 方程 . A 


3 —18 9 

i = 3 | s 16 
3 | 
= 


Š 4. 方 程 的 一 般 理论 (63) 


- DR mm — ee — — 一 一 一 一- 一 一 
CO P . 
a’ 


xt—6x?—16x—15=0., 


2 
现 取 x{=6x? 十 16x 十 15， ERME x2y+ Z- 得 


(w+>) = (y+6)x”+ 16x+15+ = 
然而 ，. 上 式 右 端 必须 是 完全 平方 ， 故 由 判别 式 =0， 即 
64— 一 (y+6)(15+ 2 - )=0. 


% 十 672 十 607 十 104 一 0 (x!t—6x2—16x—15=0 的 分 解 方程 ) 
它 的 一 个 根 是 yi1 二 一 2， 从 而 


(2+ 2Y = Ore) (x+ 3 J. 
2 yte” 


... 22 1=+2Xx+2). 
Am o 
(i) h x2—2x—5=0 得 x=1+ 6 ， 
(ii)》 由 x? 十 2x 十 3 一 0 得 x 二 一 1 十 V2 i 
zx, x=4+“6 j 2 十 WwW2 M 
[3815. 四 次 方程 axt ax? tax 十 a3x 十 04 一 0 (a0) 的 个 根 X1, 
K2X3 X4» 与 它 的 分 解 方程 的 根 pi,P2 ,ps 之 间 ， 有 下 列 关系 : 
(1) 4(ps—ps)=aox1—xX2)(xs—x); 
. (2) 4(ps 一 pi1) 一 ao(x? 一 xs)(xi 一 x4); 
(3) 4(pi—p:)=aXxs—xi)(x;—xi). 
另外 ， 若 四 次 方程 有 两 个 根 相 等 ， 则 分 解 方 程 也 有 两 个 根 相 等 ， 反 过 
XEN. 
【定理 】6.《 欧 拉 公 式 ) 在 四 次 方程 x( 十 axs 十 bx2? 十 cx 十 d=0 h, $ x=y 
一 才 ， 则 原 方程 变 为 ytipyy+ay+r=0 的 形式 . 其 次 ， 令 2y=u+v+ 
w, Mw, y, w 是 如 十 2pt? 十 (p? 一 47)t 一 gq 二 0 的 根 。 设 这 些 根 ,是 t, tz, 
t, 则 
unes ; m. o ; 


t tv e "Gan Pa -Vt Vt tts 
EE NT ES 


(64) 第 二 章 ”方程 与 不 等 式 


4°2 代数 学 的 基本 定理 EAEE 

【定理 j7.〈 代 数学 的 基本 定理 ) JARN 次 方程 式 
aox" tax"! t tan-tan = Ca) 

EVRAT ERELAS _ 

【定理 }8 $ RT ERN 中 所 述 的 n 次 方程 式 的 左 端 ， 则 有 满足 
j(x)=a(x—a lx ~a)" (x=) 

的 复数 a1,as,…，as 存在 ， 假 如 把 它 整 理 成 

| J(x)=a(x— Bi1)™ (x— B.) (x— pi )"t, 
oi mi, ma, `, Mk 是 正 整 数 ， mi 十 m2 十 十 mx 二 1， 这 时， Bi» Ba». 
, PAAIE f(x)=0BJmi EIR, m EIR, +, m ERR. 

证 明 根据 【定理 】 7，f(x) 二 0 至 少 具 有 一 个 复 根 ct， 使 得 有 
i(x)=(x—a:)gn-:(x). 

Eh, g.-(x) 9 n—1 次 多 项 式 . 同样 ， 对 于 gx-i\x) 也 使 用 [定理 17， 必 

存在 一 个 复 根 a, 和 nn 一 2 次 多 项 式 g.-:(x)， 使 得 有 
gx-1i(x) 一 (x 一 Cz) 8n- aG). | 

所 以 人 x) 可 表示 为 k LNS 
1(x)= (x-—a,)XXx—a,)gs,-2(x). 

把 这 个 过 程 重 复 进 行 下 去 ， 最 后 就 有 # AER aa ,a 存在， 使 短评 
1(x) 一 ao(x 一 CCx 一 cz)…(x 一 Cr )， | 

其 次 ， EE a,, A2» ***, Qn 中 间 ， 有 相等 的 值 ， 而 所 有 不 同 的 值 为 
Bis Pis e, PB:(k<n), BLAM A, hAm Are, AmA, 
则 有 
| x= ax p)" (x p)" (x— Bi)"™e, 
其 中 ， is -+mi=n. m 
【定理 }9. 如 果实 系数 的 m 次 方程 具有 复 根 a(=a+bi,a,b ANR), E 


HaAta (一 a 一 bi) 也 是 此 方程 的 根 ， 且 它们 的 重 ( 根 ) 数 也 是 相间 的 ， 
ER ， 如 果实 系数 的 三 次 方程 人 Kx)= aoxs 十 aix2 十 asx 十 as 一 Olato RAS W 
根 .ac 一 a 十 bi(a,b 是 实数 ), 则 由 f(a) 二 0 ,有 
aí(a!*+3atbi—Sab' —b'i) + a (a° T+T2abi—b')+a,(a+bi)+a,=0 
(a(at—3abt)+a,(a2—b1)+aa+a)+ {ao( 3 — —v’)+ 2aab+ asb)t 
=0, 
其 中 ， €, 01，02， as, 4 及 b 是 实数 ， 从 而 


$ 4. 方程 的 一 般 理 论 (65) 
s a(a2—b2)+a,a+a,=0, 
a(3a°b—b:)+2a,ab+a;b=0. 
另 一 方面 ， 如 计算 # (a) , 则 :有 
ala)’ + ala)’ + aKa ) 十 aa 
=ao(a’—3abi—3ab’+b’i)+a(a’—2abi—b’)+as(a—bi)+as 
={ao(a’—3ab’:)+a(a’—b’)+asat+as} —i{a(3a°b—b?)+20,ab+ a:b} 
= 0. 
同 理 可 证 ， 该 结论 对 4 次 ， 5 KR, ba, # 次 的 情形 也 成 立 。 L! 
注意 HHE RESER S KZE: 


= 和 
应 用 这 些 性 幢 可 得 
(mz)=m-z (m 是 实数 )， 
(#Z)=(z` (n 是 自然 数 ). 
由 此 ， 下 列 关 系 式 成 立 ( 假定 已 知 z=02z=0.) 
“对 于 实 系数 的 整 式 f(x)， 有 f(z)=f(z)”. 
若 应 用 上 述 狂 质 ， 则 [定理 】9 可 另行 证 明 如 下 : 
BE 设 z 是 f(x) 的 一 个 虚 根 ， 即 f(z)=0. 由 前 述 性 质 ，fCz)=f(z). 再 
者 。 若 1(z)=0， 则 f(z)=0。 因而 由 f(z)=0 得 1(z)=0， … 1(z)=0. 
所 以 ?也 是 f(x)=0 的 根 . . = 
【定理 】t0，n 次 方程 Kx)=0 以 a H k ER (R=1,2,:..) 的 充分 必要 条 伴 
是 I 
J(ay=f'(a)=-.=fü-1)(a)=0, fP (a)=¥0. 
证 明 ”如 果 三 次 方程 (x) 二 aox? 十 a1x* 十 qzx 十 a3 二 0《 go 三 0 ) 以 a 为 二 重 
根 ， 则 应 用 【定理 】2 它 可 以 表示 成 
1(x)=ao(x 一 cC) 2 (x—8) (a>). 
于 是 ， 求 关于 x 的 一 阶 、 二 阶 导 数 ， 得 
E (x)=a, {2(x—a)(x—pB)+(x—a)} | 
=a(x—a) {2(x—p)+(x—a)} , . f(a)=0, 
J'(x)=a, {2(x—8)+4(x—a)} , o 
“. jf"'(a)=2ao(a—pB) 二 0. | 
从 而 f(a)=1(a)=0， f'(a)*. 
反之 , 设 I(a)=f(a)=0, f"(a) 寺 0。 由 
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1eme 


f(x) 一 aox3 十 GIX2? 十 ax 十 a3， 
1 (x)=3ax2?+2ax--a,, 
得 a mays 
从 而 ， 由 条 件 f(a)=f’(a)=0， f(a) 六 0， 得 
[aata +a; ta =, Q 9 一 一 90 一 gl02 十 (3g0c: 十 2gia)a， 
| © .. a: 一 一 3aoa: 一 2aiC， 
6a.a + 2a, ¥0, © .. 3aa+ a,Pe0. 
EO, ®©, ORA (x) 得 
J(x)=aj {xi: 一 3c2x 十 3a3 一 2 》 十 al (x`—2ax—a + 2a} 
=aó(x`—a°)+a,(x`—2ax+ a°) 
=(x—a)’ (a (x+ 2a)+a) . 
在 这 里 ， 用 (x 一 a) 除 a(x--2a)+a, 后 的 余 式 3aoQ 十 Qi 不 为 0, 因而 a 是 
1(x)==0 的 二 重 根 。 
一 般 的 情形 也 同样 可 证 明 。 [J 
LZR]. /(x)=0 W k EIRE f (x)=0 的 R 一 1 重 根 . 
证 明 先 证 明 ， 当 a 是 三 次 方程 (x)= ax tax taxta. 的 二 十 根 
时 ,a 是 (x)=0 的 根 . 
由 条 件 可 知 ， 存 在 一 个 8 使 下 式 成 立 ， 
J(x)=a(x—a)(x—0) (ap). 
并 且 有 下 列 恒等式 
aox’ tax’ +a: +a =a (x!—(2a+ B)x'+ (a2+2a0)x—a0y , 
从 而 
0 一 一 0o(2c 十 6)， az=ao(ac: 十 2c6)， a,=-—GaaB, 


应 用 这 些 结 果 ， 得 
jt (x)=3aew?'+2ax+a; 

= 30x’ —20,(2a + 8 )x tala’ + 2af) 

=aó(x—a) {3x—(la+28)} . | 
从 而 ，c R; 16Gz)=0 的 根 ， 并 且 由 于 a 一 83e0， 所 以 35—(a+208) 不 能 
用 x 一 a 整除 . 

一 般 的 情形 也 同和 任 可 证 . B 

『 定 理 】12. FAHD Rpa R SEE SJ FE ax" taxt ee a,-ix+a,=0 
(aas,ñe0)898, Mp Æ a, 的 约 数 ，q 是 a, 的 约 数 . 
证 明 假如 jx)=aox’ 十 G1%? 十 gax 十 0; 二 0 (gogs 半 0) 以 既 约 分 数 -为 它 的 


$ 4. 方程 的 一 般 理论 (67) I 


一 个 根 ， 则 
j (2 ) = 2; ta? -tari +as 
q q° 
= a (ajp'+ap'q+aq'+aq)=0, 
Ey 
E 一 -一 一 ap? 十 oopq 十 oa 


式 中 ，ao 于 0， 且 右 端 是 整数 ， 因 而 左 端 也 是 整数 . BÆ, p, q 是 婚约 的 ， 
因而 4 是 oa 的 约 数 ， 


3 
同样 ， 由 一 = 二 qop 十 qip4 十 029* 可 证 ，p 是 a 的 约 数 ， 


一 般 地 ，n 次 的 情形 也 同样 可 证 ， O 
[R] 车 整 系数 方程 x" 十 aix"1 十 … 十 as-1X 十 os 一 0 (a %0) AHRR, MW 
它 是 整数 ， 且 是 a 的 约 数 ， 

证 明 ”应 用 [定理 }12， 这 时 ao=1， 所 以 gq=1， 根 变 为 p (整数 ) 。 口 
[E]. 实 系数 的 n 次 方程 1(x)=0, p<q， 

(1) 34 f(p):f(a)>0(p<q) 时 在 (p,q). 上 有 偶数 个 根 . 

(2) 当 f(p) :1(q) <0 时 在 (p,q) 上 有 奇数 个 根 。 反 过 来 也 对 . 

@ 考查 J(x)=x'+x'—5x+3=0 RRRA. PIR, 4) : 1( 一 2)= 
一 225<0， 因 而 在 【一 4, 一 2] 之 间 有 奇数 个 实 根 (1 个 ). 

f( 一 2):1(0)=27>0, 因而 在 [一 2,0] 之 间 有 偶数 个 实 根 (0 个 ). 

J 0):/(2)=15>0, 因而 在 [0，2] 之 间 有 偶数 个 实 根 (2 个 ). 

1( 一 4)f(2)= 一 125<0， 因 而 在 [一 4,，2] 之 间 有 奇数 个 实 根 (3 个 )。 
注意 (1) 这 里 ,偶数 也 包括 0 在 内 ; 

(2) m 重 根 算 成 m NR. 


4.3 根 的 变换 
【定理 ]14. 设 a, cz a, 是 m 次 方程 f(x)==aox" 十 aix”! 十 … 十 gn-1x 十 
aa=0 (a0) 的 根 ， 则 以 @1 一 0 ,Qs 一 6,… ,an 一 为 很 的 方程 可 用 f(x+ e) 
二 0 表示 。 其 系数 可 反复 用 综合 除法 求 出 . 
证 明 二 次 方程 式 1(x)=x 十 4x 十 3 一 0 的 根 是 一 1, 一 3， 这 时 ， 以 一 1 一 c， 
一 3 一 上 为 根 的 二 次 方程 是 

g(x)=k(x+ 1--c)(x+3-+c) 

wk {x 十 (26 十 4)x 十 (c? 十 4c 十 3)} =0 (Ršc0). 


(68) — 方程 与 不 等 式 

男 一 方面 ， 
jx 十 C) 二 (Xx 十 c)* 十 4(x 十 c) 十 3 
=x°+(2c+ 4)x+ (c+ 4c+3). 
从 而 g(x) 的 根 与 Kx 十 c)=0 的 根 是 一 致 的 。 为 了 求 得 HKx+c) 一 0 的 系 
数 ， 也 可 由 反复 使 用 综合 除法 得 到 。 即 
cll 4 3 
c c+4c 


~ 


1 c+4 ic 十 4c 十 3 
c 
1 2c 十 4 
f(x 十 c) 一 x2 十 (2c 十 4)x 十 cz 十 4c 十 3 
一 般 的 情形 也 同样 可 证 口 
【定理 】15. 设 a1,as,… ,ar 是 # 次 方程 J(x)=ax"+awx"-1+-... +a,-ix+ 
0 一 0 《ao 到 0) 的 根 ， 则 | . 
(1) Dl kai, kaz, kan (k2e0) 为 根 的 方程 是 f(x/k)=0， 即 
ax"+a,hkx"1+ ..a,-iR'1x+a,h"=0; 
(2) 当 zx，aa，…，awn 全 都 不 为 0 时 ， 以 二 ， 寺 ,二 为 根 的 方程 是 


(+ )=1 Bp 
asx” + ar-a" e axta. 
证 明 (1) 先 求 以 (x)==aox? 十 qix’ 十 azx 十 qs 二 0《a 壬 0) 的 根 的 售 (k0) - 
作为 根 的 方程 。 
设 a1, az, a R: J(x)=0 的 根 。 则 以 kai, kaz, ka k0 ) 作 为 根 的 三 
次 方程 &(x) 是 
g(x)=a(x—kHRa,)Xx—kEa;)(x— Ras) | 
=s {x= klart a+ a) +k (aia: taataa) x— kaiaa; Y 
另 一 方面 ， 由 根 与 系数 的 关系 有 


.: a a ka 
Cl 十 cz? 十 Cs 一 -lataa taa = u ，CliQ2C3 一 一 s: : 
把 上 述 关系 代入 g(x)=0 ,得 z: 


a a a 
mfx tki xt ht， 


axt aikx’ + azk? x tak =O, ! 


S 4. 方 程 的 一 般 理论 


但 是 ， 由 f(x/k)=0 í 
aox? 十 aiRx2 十 asR2x 十 asR 一 0. 
Am, LR ka, kaz, ka, 作为 根 的 方程 是 
f(x/k)=0. 
ROT SN 


(2) 以 二 二 为 根 的 方程 是 


Ql taz’ as 


Wo 


1 1 


3 ER s. 3 二 二 
=a |x 3 ++ +5) Hatata 


1 


=. “aaa; 


另 一 方面 ， 由 根 与 系数 的 关系 有 


把 它们 ”代入 g(x)=0 ,得 
az _ 8 | 
( ao ) ( j ao 
xit | 
a) 
Go 
-oz + + a+ si = 
G3Xs 十 a2x2 十 Gix 十 ao 一 0。 


EE PE 
P asx`+a,x°+ax+a =0. 
从 而 ,以 1x)=0 的 根 的 倒数 作 祖 的 方程 可 用 (+ ) 一 0 给 出 ， 
一 - 般 的 情形 也 同样 可 证 ， 
aghe. a an, te 则 以 


ai 十 一 二 N 


(=a f s- 


但 是 


ai 
"a :GT 二 Ti 


| 


a: G, s 
M s - = -~ dQ Ql 二 一 Ci — —t 
qi gras ⁄ üy , aa; + 2 3 十 Cs 1 ao »s CIC2C3 a 
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as 
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一 -一 一 -- ` -- 


作为 根 的 方程 1(x 一 名 一)=0， 没 有 (n 一 1) 次 的 项 . 
证 明 证 明 n=3 的 情形 ， 在 [定理 ]14 中 ， 倒 


心 一 一 a ; my 1 (=--2-)=0, 


经 整理 后 可 知 ，x? 的 系数 等 于 0. 

一 般 的 情形 也 同样 可 证 ， O 
例题 对 于 1(x)=2x: 一 12x2: 十 5x 十 4=0， 试 作 变 换 以 使 x: 的 系数 为 0。 
解 令 

y= =x+ 地 ea 


则 由 /(x)=0, Botea; 即 
2(? 十 2)3 一 12(? 十 2)? 十 5(? 十 2) 十 4 一 0， 
2y3 一 19y 一 18 一 0, 
另 解 反复 使 用 综合 除法 ， 得 到 具有 比 (x)=0 的 各 根 仅仅 少 2 的 根 的 方 
程 是 
2x3 一 19x 一 18 一 0 . 
这 是 由 f(x 十 2)=0 经 整理 后 得 到 的 . 
212 一 12 5 4 
4 一 16 一 22 


.—— 


2 —8 —1l 


—18 
4 —8 x 
l 
2 —4| 一 19 | 
4| a 
2 0 


注意 ”这 又 是 
- fplx)=(x—2)[2x?—8x—11]—18 
=(x—2)[(x—2) {2(x—2)} —19]—18 
s(x—2)[(x—2) (2(x—2)+0) —19]—18 
= 2(X 一 2)3 一 19(x 一 2) 一 18。 
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从 而 ， 具 有 了 比 Kx) 二 0 的 各 根 仅仅 少 2 的 根 的 方程 式 是 
g(x)=2x`—19x—18=0.,. 


4.4 判别 式 ` 结 式 


LENI. 判别 式 ” 设 Qi, Qs,… ,ar 是 nn 次 方程 式 maris 15 
+ax-ix+a,=0 (a,2e0) BJ n 4538, Hi 


p=at"-5 II CTE 


ix <S n 


叫做 j(x)=0 的 判别 式 . 
例题 1。 当 n=2 BF, axt+bx+c=0 的 判别 式 是 D=b—4ac, 
证 明 ” 设 该 方程 式 的 根 为 a,8， 则 由 判别 式 的 定义 ， 有 


D=a(a— B). 
又 根据 根 与 系数 的 关系 ( 2.1 的 【定理 2 ) # 
a+ B= _, a=, 


n D=a* ((a+ 0):—4a8) =a° (= =] -如 |-o-4ae， 
| O 
例题 2 ， 当 = 3 时 ， f(x) 一 x3 十 3px 十 q=0 的 判别 式 是 也 = 278+ 4p"). 
证 明 设 f(x)=0 的 三 个 根 是 c,8,?， 则 由 判别 式 的 定义 ， 有 
D=(a—p)(p—y)(y—a)’. 
又 根据 根 与 系数 的 关系 (3.4 的 【定理 112)， 有 
a+P+y=0, aß+tßytya=3p, añBy=-—q, 
即 at+tß=-—y, ap8=3p 一 (cc 十 B)y 一 3p 十 入 . 
从 而 (〈c 一 8):=(c 十 6) 一 4aB= 祖 一 4 人 3p 十 72) 一 一 3(7 十 4p)。 
同样 地 有  (a—y) = -—3(6°+4p), 
(BP—y)= --3(a’+ 4p), 


从 而 D=—27(a’+4p)( B+ 4p)(y’+ 4p). 
而 a+B+y=(at+B+y):-2(aB+Byt+ya)=—6p, 
a262: 十 B272 十 ?2a2 一 (c++ By 十 yc) 一 2apy(c 十 6 二 7)=(3p)， 
也 = 一 27 (q?'+ 4p(9p2)+ i6p (—6p)+ 64p°) 


一 一 27(g2 十 4p3). 口 


G) 第 二 章 方程 与 不 等 式 


【定理 ]17，* 次 方程 式 f(x)=0 有 等 根 的 充分 必要 条 件 是 也 一 0。 
证 明 n=2 的 情形 ”对 于 f(x)=ax’ 十 bx 十 c= 二 0(a 寺 0), 由 求 根 的 公式 (2.1 


的 【定理 1 1) 知 ，D=b’: 一 4ac==0 是 有 具有 等 根 的 充分 必要 条 件 . 


n=3 的 情形 对 于 x)==x’: 十 3px 十 4 二 0, 由 卡尔 丹 公 式 《4.1 的 【 定 


理 j2) 知 ， 车 
也 = 一 27(q: 十 4p3) 一 0 ， 


则 有 A=B= —-., 


3 


[5238118. i J(x)=x°+ 3px+q=0 的 三 个 根 为 a,B,y, 则 
D=(a—p) (PB—y)(y—a)=—27\.4p + a); 
这 时 f 
(1) SENS D>0 时 ， 此 方程 有 相 异 的 三 个 实 根 ， 
(2) 当 且 仅 当 =0 时 ， 有 一 个 二 再 根 . 
(3) HENX D <0, A-W R. 

证 明 参看 4.1 的 [定理 】3 的 证 明 


口 


【定理 119 . (xz) 一 ao 十 ax2 十 aax 十 as 一 0 与 g(x] 二 5 3 十 D 2 十 加 一 0 具有 


CE 
iRU ay a, a 0 0 
0 a a a Q3 
R=|b b, b 0 0 | 一 0， 
0 b b b 0 
0 0 b b b 
证 明 设 1(x)=0 与 s(x)=0 具有 公共 根 a， 则 下 列 各 式 成 六 
af(a)=aoat 十 aias3 十 aa 十 asa= 一 0， 
f(c)=ac3 十 ata2 十 azc 十 as 一 0， 
(A). a2.8(a) 一 boad 十 blia 十 bza 0， 
ag(a)=bda°`+bia2+ba=0, 
g(c) 一 ba? 十 bic 十 b2 一 0 


ERE, V a 的 系数 构成 的 行列 式 为 


$ 4. 方程 的 一 般 理论 (73) 


由 于 在 及 的 第 1, 第 2, 第 3， 第 4 列 中 各 乘 以 a°, 人 a, a, 再 加 到 最 
末 一 列 上 ， 由 (A) 这 一 列 便 为 0, 所 以 R=0. 

反之 ,， 当 R=0 时 , 在 R 的 第 1, 第 2, 第 3, SLALA R Ax, 
x’, x, x, 再 加 到 最 末 一 列 上 ， 便 得 


a G, a, as xf(x) 

0 G al a, J(x) 
O0=R=|b b b 0 %xg(x)| 。 

0 b b b xg(x) 

0 0 b b glx) | 


把 R 按 第 4 列 展 开 ， 便 化 为 下 列 形式 : 

( Ax+ B)J(x)=(Cx°+ Dx+ E)g(x). 
如 果 在 了 (x) 和 g(x) 中 没有 公共 根 , 则 三 次 式 扩 x) 将 除 尽 二 次 式 Cx°+ Dx+ 
EB. 这 是 一 个 子 盾 .因而 fx)=0 与 g(x)=0 具有 公共 根 . 口 


45 实 系 数 方程 
【定义 ]3。 f(x) 的 符号 的 变化 ”对 给 定数 字 系 数 的 n 次 方程 

, fx) 王 aox "十 aiX -1 十 eos +a,-ix+a,=0(ae0), 若 其 系数 列 ao, 
ai, G, 中 相 邻 的 两 个 系数 异 号 ， 就 叫做 有 符号 变化 (系数 为 0 时 , 则 从 系 
数列 中 路 去 不 计 ). 这 种 符号 变化 数 ， 岂 做 入 x) 的 变 号 数 ， 用 W 表示 。 
【定理 120.( 笛 卡尔 符号 法 则 ) 

(1) 若 数 值 系 数 的 n 次 方程 

f(x)=a0x"+ax" -1 十 … +a,-ix+a,=0(ae0) 

的 正 根 的 数目 为 No, o (m 重 根 ， 算 作 m 个 根 ) , 则 No, o =W —2h. 
其 中 , h 是 0 或 正 整 数 . 

(2) 若 1(x)=0 的 负 根 的 数目 为 N-w ,o, 且 基 一 x) 的 变 号 数 为 W?， 
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则 

N- :0 二 kë “一 287 。 

其 中 ,是 0 或 正 整 数 ， 

例题 求 1(x)=x’ 一 2x; 十 3x: 一 4x 一 5== 0 的 正 根 数目 与 负 根 数目 . 

解 ” 系 数列 {1, 一 2,3, 一 4, 一 5} 的 符号 变化 数 W =3, 因而 No, w= 二 3 或 1 
另外 ,对 于 ee A N-o, 
=2 R 0. 

【定理 }21.《 储 立 叶 法 则 ) i f(x)=0 是 数值 系数 的 次 方程 ，1(x) 及 其 

各 阶 导数 经 (x ,f(x),… ,f(x) 的 符号 变化 数 用 V(x) 表 示 , 这 时 ， 位 于 

区 间 [a,b] 上 的 共 x)=0 的 实 根 数 月 Na, E fla) .f(b) 志 0 时 ， 是 

N,,,=V(a)—V(b)—2h. 

其 中 , h 是 0 或 正 整 数 ， 

【定义 ]4.( 根 的 分 离 ) 设 a1, as,…，as 是 nn 次 方程 1(x)=0 的 实 根 ， 若 

把 ci 包含 在 区 间 (ai,b,) 内 ， 而 其 他 根 不 包含 在 此 区 间 内 ,就 叫做 根 的 分 离 。 

例题 ” 试 分 离 {(x) 一 x5 一 2x3 十 3 六 一 4X% 一 5 一 0 的 根 。 

解 j:(x)=5x‘ 一 6x’ 十 6x 一 4， 
j"(x)=20x*—12x+6, 

f © (x) 一 60x2 一 12 ， 
1)(X) 一 120x ,了 5)(xX) 王 120。 


x | 下 | V(a) 


0 | 一 一 十 一 0 +| 3 
1 1 一 十 十 二 十 二 | 1 
2 | 十 十 十 十 十 十 | 0 


从 而 ， 正 根 的 数目 是 No,w =V(0)—V(°o)—2h=3Əs 1. 而 且 在 区 间 (0 ,1) 
内 ， 有 2 个 或 0 个 根 ， 在 区 间 (1,2) 内 ， 有 1 个 根 ， 
其 次 ， 求 负 根 的 数目 .把 代 一 x)=0 加 以 整理 ， 得 

g(x)=x*—2x`—3x2— 4x+5=0, 

g2(x) 一 5X4 一 6X2 一 6x 一 4， 

g'(x)=20x`—12x—6, 

g's*(x)=60x’—12, 

g(x)=120x,.8' (x)=129, 


Š 4. 方程 的 一 般 理 论 (25) 


x | g 8 8 83 go g” k 


0| 十 一 一 一 0 + 
一 一 一 十 十 + 
2 | 十 十 十 十 二 + 


从 而 ，f(x)=0 的 负 根 数 是 N- w , =2 ,在 区 间 ( 一 1,0) 内 有 一 个 ,在 区 间 
《一 2， 一 1) 内 有 一 个 . 
LEXIS. WERA ilH XRK nA MARA, Sfl) 
1 C(x) ,以 ra(x) 表 示 用 f1(x) 除 1(x) 所 得 余 式 反 号 后 的 多 项 式 . 然后 用 rz(x) 
除 f1(x) 并 以 ra(x) 表 示 用 r(x) 除 J1(x) 所 得 余 式 反 号 后 的 多 项 式 , 如 此 继续 
下 去 ,最 后 一 个 记 作 r(x)( 非 零 常数 ) ,这 样 的 序列 组 
(f(x),h(x),r (x), r (x); 

叫做 斯 图 姆 函数 (或 斯 图 姆 函数 列 ) . 
【定理 ]22. 1(x)=0 的 位 于 区 间 [a,b] 上 的 实 根 数 目 Nis (不 计量 根 的 
重 数 )， Æ fa) (b)*0 时 是 

N,,b=V(a)— —V(b). 
其 中 ，V(x) 是 斯 图 姆 组 的 变 号 数 ， 
例题 ” 试 求 f(x)=x’ 一 6x 一 3=0 的 正 根 及 负 根 数目 ， 且 将 各 个 根 分 离 ， 
解 p (x)=3x—6= f. 


(f) 3 0 E 0 — —3[ 1 
1 0 E 2 
1 E g aaj -4 一 3 
4 3 (. 4 3 


— J=x`—0x—3, fi=x?—2, fp, =4x+3, j;=23, 
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IER Noo =V(0)—V(+)=i, 
PARS N-o =V(—co)—V(0)=2, 


从 而 
在 (2,3) 内 有 一 个 正 根 ， 在 
(一 3， 一 2) 内 和 (一 1, 0) 内 
各 有 一 个 负 根 ， 


4.6 . 根 的 存在 范围 | 
根 的 存在 范 转 的 历史 最 早 企图 要 证 明 根 的 存在 定理 的 是 达 兰 贝尔 ， 

而 最 早 给 出 严格 证 明 的 , 则 是 高 斯 (Gauss). 他 的 第 一 个 证 明 在 1799 年 用 博 
士 论 文 发 表 出 来 ， 接 着 在 1816 年 又 相继 发 表 了 第 二 个 及 第 三 个 证 明 。 把 第 
一 个 证 明 改 进 后 的 第 四 个 证 明 是 1850 年 庆祝 他 荣获 博士 学 位 50 周年 之 际 ， 
在 哥 廷 根 学 术 协 会 的 记 要 上 公布 的 . 

【定理 】23， 对 n KARI) =x" tax] aHan ak), # 
S M=max {la P | az |y , fan l) , 则 | 1(x)=0 的 根 的 绝对 值 小 于 

j L M 


|ao| 


EA "lal|(Ix| —1)2MW, i) 事实 上 ， 
jj(x) al x —M {lx etll} 


>looflxt lo lr- Eao, 
从 而 ,对 于 天 x)=0 的 根 c， 有 


ULE a >? 


8 4. 方 程 的 一 般 理 沦 (77) 


la [<i+ TET. E 
【定理 】24. 〈 挂 谷 定理 ) 在 n 次 方程 f(x)=0 的 根 与 系数 之 间 , 有 下 列 关系 ， 
(1) 其 ao>a;>…>a,>0， 则 根 的 绝对 值 小 于 1， 
(2) 若 a 之 a 之 … 之 a;>0， 则 根 的 绝对 值 站 大 于 1; 
(3) 芳 0<ao<ol<…<as， 则 根 的 绝对 值 大 于 1; 
(4) 若 0( 委 ac 委 a 委 … 委 os， 则 根 的 绝对 值 不 小 于 1 
证 明 (1) $ix|=p, Ñ] 
(x —1)f(x)=| aox" t! — (ay — a, )x" 一 … 一 (as-1 一 an)X 一 an| 
2p — {(ao 一 al)p" 十 (al 一 02)D -1 十 … 十 (as -1 一 aa)p 十 as》 
=(p—l)I(p). 
x 非 正 ， 且 pl1 时 ，| (x 一 1)f(x)|>(p 一 1) 1(p) 之 9. x ER, f(x)>0: 
总 之 ， 若 p 之 1!， 则 f(x)>0。 从 而 ，f(x)=0 的 根 的 绝对 值 小 于 1. 
(2) 对 于 jxj=p>1，|(x 一 1)f(x) | 之 (p 一 DD)1(p)>0, 从 而 11(x)/>0， 
“f(x)=0 的 根 的 绝对 值 不 大 于 1. 
(3)、(4) 也 同样 可 证 . Gi 
【定理 ]25. 若 n KHE f(x)=ax" tax"! + e -a,-i+a,=0(ae0) 的 系 
数 全 为 正 ， 则 对 于 任何 根 都 有 


. a a a 
min|-_， E OR On <|al <max[ -4 _， 二 £ sss s n |. 
do ai Qn-1 Uo Gi Qn-1 


证 明 如 果 glx)=f(rx)=ar"x" +a" ix" l... +a, irx+a,=08# 
数 满足 


Gor 之 a1r" ->e .=a,- irZ=a,> 0, 


G a a 
Ep r=max (a, 一 2 一，。。 |. 


Qo al Qn-1 
则 对 于 g(x)=0 HRB EILIS. 从 而 f(x)=0 的 根 |al=j rpl Sr. 
同样 ， 假 如 0<aor Karr l<. S<ca,-ir <a, 
Ep D=min [ "i š F. s -| 


Go a, Qn-1 
WIES, Aja >D. 口 
注意 求解 整 式 方程 的 一 般 方法 是 ，(1) 利用 因 式 分 解 和 倒数 方程 的 性 质 
等 等 ， 这 对 较 简 单 的 问题 ， 是 有 效 的 。 (2) 在 二 次 、 三 次 、 四 次 的 情形 


(78) 第 二 章 方程 与 不 等 式 


下 ,无 论 如 何 都 能 用 求 根 公式 求解 。 (S) 对 于 五 次 或 五 次 以 上 的 某 些 方 
程 ， 有 时 可 利用 4.2 及 4.3 中 所 述 的 基本 定理 和 根 的 变换 求解 。 (4) 对 于 
五 次 峻 上 的 最 一 般 的 方程 ,可 以 求 出 实 根 的 个 数 , 根 的 界限 以 及 将 根 分 离 。 
而 且 ， 可 以 利用 根 的 近似 公式 (和 牛顿 法 ， 贺 拉 法 等 ) 求 解 . 近来 ， 由 于 电子 
计算 机 的 迅速 发 展 和 运用 ， 在 任何 情形 下 都 可 以 计算 出 有 逼近 根 的 真 值 的 任 
意 精 度 的 近似 值 . 


$5. 不 等 式 


5.1 线性 不 等 式 

【定义 】1， 线性 不 等 式 ”我 们 把 可 以 表示 成 〈 线性 函数 ) >0 (或 之 0) 形式 

的 关系 式 ， 叫 做 线性 不 等 式 . 

注意 ”本 节 中 所 用 的 字母 都 假定 为 实数 。 

【定理 】1. ox 十 b>>0 的 解 是 
(1) 当 a>0 时 ， *> — š, 

(1)a>0 (2)a<o 

Y 


1 
z=ax+b 
y y=ax+b 


(3)a=o, b>o (4)a=o, bo 
y 


$5. 不 等 式 (79) 
(2) 3 a< 时 ， x>—, 


(3) 3 a=0 H$>0 时 ，x 不 确定 ( 即 任何 实数 x 都 是 解 ); 

(4) 当 a=0 E b<0 时， 无 解 ， 
注意 ax 十 b>0 的 几何 意义 : 

如 图 2 一 10 所 示 ， 其 解 表示 使 直线 y=ax+b 位 于 x 轴 上 方 的 一 切 x 
值 的 全 体 ， 


52 二 次 不 等 式 
【定义 ]2. 二 次 不 等 式 “不等式 ax: 十 bx 十 c>0( 或 0) (a 半 0) 称 为 二 次 
KPR. 
[28]. 关于 二 次 不 等 式 ax? 十 bx 十 c>0(a 寺 0) 的 解 ， 若 ax2? 十 bx 十 c 一 0 
具有 二 实 根 a，B(a<<B)， 则 由 a(x 一 a)(x 一 B8)>0， 有 有 

(1) a>0 时 ， x<a 或 x>p，; 

(2) a<0 p, a<x<p. 


Pela a+8=—2, aB= <. 
证 明 如 图 2 一 11 所 示 ， 
(1) 0>0 (2) a<0 


图 2-11 


(2) a<0 时 ，c<x<B 也 可 由 类 似 的 表 得 出 ， OD 


(80) 第 二 章 方程 与 不 等 式 


【定理 ]3。 二 次 不 等 式 ax? 十 bx 十 c>0 (a 超 )) 对 一 切实 数 x 恒 成 立 的 充分 
必要 条 件 是 

a>0, b`—4ac<0. 
【证 明 】 Až a0, MA 


es b Y. _ b*—4qc 
ae 二 bxtc=a(x 二 -二 gaa a. 
当 ao>0，b? 一 4ac< 0 hf, ax2+bx+c >0. 口 
注意 1。 二 次 不 等 式 ax* 十 bx 十 c>0 (a0) 的 几何 解法 。 
设 y= ax“, . @ 
y= —bx—c i @ 


则 只 要 求 得 使 中 的 图 形 在 人 的 图 形 上 方 的 那些 x 基 即 可 . 

2. 曲线 也 相 四 的 交点 的 x 坐 标 ( 图 2 
一 12) 就 是 ax? +-bx+c=0 的 两 个 实 根 . 如 果 
CHORI, WDA x 坐标 就 是 ax2 十 bx 十 6 
二 0 科举 很. 

再 每 ， 当 它们 这 有 公共 点 时 ， 

G) 若 a>0， 则 ox: 十 bx 十 c> 0 恒 成 
Wi 

Gi) 若 a<0， 则 ax: 十 bx 十 c>0 不 成 
图 2-12 y aN 


53 高 次 不 等 式 

LENJI. 次 不 等 式 ”我们 把 可 以 表示 成 ( 实 系数 的 m 次 整 函 数 )>0 (或 
之 0) 形 式 的 关系 式 ， 叫 做 n 次 不 等 式 。 此 外 ， 在 不 等 式 中 ， 还 有 分 式 不 等 
式 及 无 理 式 不 等 式 ， 等 等 . 

【定义 ]4. 条 件 不 等 式 .绝对 不 等 式 ” 象 (x 一 1)(x 一 2)>0 这 样 的 不 等 式 ， 
仅仅 对 属于 某 -- 特 定 实数 值 集合 的 x 的 值 才 成 立 ， 这 样 的 不 等 式 叫做 条 件 
不 等 式 。 又 ， 象 x* 十 1> 0 这 样 的 不 等 式 ，x 取 任意 实数 值 ， 不 等 式 都 恒 成 
立 ; 这 样 的 不 等 式 叫做 绝对 下 等 式 ， 

【定理 ]4.。n 次 不 等 式 f(x) =aox? 十 olx"-1 十 … 十 avix 十 ou>0(a 冯 0)， 在 
f(x) 改 写成 下 列 形式 


i ((x)=a, II (x—a;) TI! (x—8)° +r; a 


Š5. 不 等 式 (81) 


 — —w—— — m nm, om ~ 


时 与 oT (x 一 吕 ) ">0 同 解 ， 


h k 
其 中 > mi 十 2 27 nj=n, 
ii YE 
Qis» Pi, yi (i=1,2,=, h; j=l, 二 ee h) 是 实数 。 
GER] 因为 (x 一 B87) 十 p77>0 (j= 二 1t，2,…， 上 )， 故 定理 成 立 ， 口 
例题 1。 求解 (x 一 1)? (x 一 2) (x 一 3)< 0. 
解 《x 一 1)? (x 一 2)(x 一 3)=0 的 根 是 1,2,3. 


me ° a uya wa, = wawas 


1 <x<2|2<x<3| 3<x 


因而 所 求 的 x 值 的 范围 是 2<x<3. 
例题 2、 求 解 (x 一 1)2 (x 一 2) (x 一 3) 志 0. 
解 ” 由 例题 1 的 符号 表 和 所 求 得 的 根 是 1,2,3 可 知 ， 所 求 的 x 值 的 范围 是 
xml, 2=<x=3, 


5.4 ”不等式 的 性 质 
基本 公式 
【定理 】5. (1) 若 a>b, b>c, 则 a>e; 
(2) %#a>b, 则 atcS>b+c, a-—cSb—coc; 


(3) 车 ao>b，c>0， 则 ac>bo, 1>, 
(4) 若 a>b, c<0, W|ac<bc, < 
` (65) #a>b, c>d, Ha+c>b+a. 


(82) 第 三 章 方程 与 不 等 式 


一 一 一 -一 一 一 一 一 一 一 一 -一 一 一 - 一 一 一 一 一 -一 
— Oo 


证 明 (1) a—c= ss pti- c), H a—b>0, H.b— co s: pe 
(2) (a+tc)--—(b+c)=a—b>0 
a 土 c>b 土 c ( 同 取 十 号 或 问 取 一 号 ) 
(3) ac—bc=c(a—b), 而 a—b>0, H. c>0, ..ac>bc., 


ERIN, EE "一 ， 而 a 一 b>0 且 c>0， 


c C 
. TE A 
c C 


(4) 在 (3) 中 令 c<0， 可 证 ， 
(5) (atc)—(b+d)=(a—b)+(c—d), 而 a—b>0, c-d>0, 
a+c>btd. DO 
【定理 )6 . (1) 洲 al>D，az>b…， 则 or 十 az 十 …>>bi 十 bz 十 …， 
(2) 设 b>0, c>0, 和 若 a>b，c>d， 则 ac>5d. 


(3) 若 o>b>0, 则 上 <1. 


证 明 (1) ai 十 az 十 … 一 (bi 十 5 十 …) 一 (ai 一 Di) 十 (as 一 bz) 十 …。 
因 a,—b20, a; 一 bi;>0,… 
Ql 十 Qs 十 … >b + b;+-.:. 
(2) ac—bd=(ac—bc)+(bc—bd)=c(a—b)+b(c—d). 
因 a—b2>0, c>0, b>0, Hc~d>0, 


ac>bd. 
1_1_ a—b . 1.1 
(3) Pr" , 因 a 一 b>0, a>0, Bb>0, -. 7r D 
x | 
5.5 绝对 不 等 式 


x 在 一 -切实 数 或 一 切 正 数 等 范围 内 恒 成 立 的 不 等 式 ， 叫 做 绝对 不 等 式 ， 
下 面 出 现 的 所 有 字母 如 未 特别 声明 都 假定 是 正 数 . 
【定理 ]7. a? 十 6: 之 2ab， 其 中 ， 等 号 当 且 仅 当 a=b 时 成 立 、 
TA a 十 b? 一 2 ab 二 (a 一 b)*, Wa, b 是 实数 ， 央 此 (a—b)1220. = 
又 由 a 十 br 二 2ab， 得 (a 一 b)*=0， `. a=b. | 
Rz, 3a=bRB8r, ffat+b'=2 ab. 口 


| 【定理 ]8. 若 a>0， 则 a 十 +>, 其 中 ,等 号 当 且 仅 当 a=1 时 成 立 ， 


证 明 ot J —2=L (2 et) = ey 1)? 而 a>o,(a-1)2>0, 


` ” — ` ` 


Š 5. a 等 式 _ (83) 


at i>r 另 - -方面 ,由 oa+ -=2, 得 (a 一 1)?=0， .0 一 | 。 


KZ, a=1 时 ， oe f L] 


【定理 ]9. Rawo, a+ |>. 其中， 等 号 当 且 仅 当 a= 士 1 时 成 
立 . 

证 明 当 a>0 时, 由 [定理 ]8 frati, 5 a<0 时 ,， 令 o= 一 o， 则 
a*>0. 由 [定理 ]8 Hatia -L= (a + 1)<—2. ena 
面 可 得 | a+ 32. 


HI| 一 2; 反之 |+ | =2, 则 
(a+) =4, B a— L =0, a—1=0,a= Ł1. 


DJ 
【定理 ]10. ha, oA Sm, Elato) (Tl 24. 其 中 等 号 当 且 你 
X a=b 时 成 立 . | 
证 明 (a+) + L) 一 4 一 L G+6y—4 ab )= (eb) >o, | 
等 号 当 且 仅 当 a=b 时 才 成 立 ， | = 


【定理 }11、(1) a+b+c23 & abc ， 其 中 等 号 当 且 仅 当 a= 一 < 时 成 立 ， 
(2) (a+b+O)[ L ++ ++ J>. 其 中 等 号 当 且 A 当 a=b=c i} 


R. _ 138; 
证 明 (1) atb +c—3 X abc = x: 


=( ya) + (s + (Ye) -3 yasiyo 
=i(Vatystye)(va -v5) 4 (yi~ye) 


/ = = 
u Ye-Ya) V> 


(ea) 第 二 章 方程 与 不 等 式 
(RH A+B+C —3 ABC=(4-+B+C)(A'+B:+C? 
— AB—BC—C A.) 
(2) 应 用 (1) 有 


E ES 
二 十 二 十 二 22 3 人 
再 把 它 与 (1) 两 端 分 别 相 乘 得 
(atoto) $ti + )>5. Ta 


【定理 ]12. 人 十 中 十 c?>>bc 十 ca 十 ob。 其 中 等 号 当 且 仅 当 a=b=c 时 成 立 ， 
证 明 atb te—be—ca—ab 


1 1 
= (2 a° + 2b*+ 2c*—2bc —2ca —2ab) 


=Í -9:+@-o:+C-o: |o 


其 中 等 号 当 且 仅 当 a=b=c HRZ. B. 
[E8] 13. (a+b)(b+c)Xc+a)Z=8abce. 其 中 等 号 当 且 仅 当 a=bme 时 成 
X. | 


ER a+b> 2 ./ ab, b+c>2 w bc , c+ta>2./ ac. 

把 这 些 式 子 两 端 各 自 相 乘 ， 便 得 | 
| (a+b)(b+c)(c+a)Z8abc. G 
【定理 114. s; ib t aZ ane; 


其 甲 等 号 当 且 仅 当 a=b=c HRY. 
证 明 首先 , (a 十 b+c): 一 3(ab 十 bcca)= : 
一 0 十 b2 十 c? 一 ab 一 bc 一 ca ii za 


H a=b) + 0—0) +(e—a)? >o. 


其 次 ， 由 【定理 】11 的 (1)， 有 


-0 3Y (ab) (be) (ca) =4/ abc? 20, D 


85. 个 š sÑ (85) 


[#38]15. 〈 施 瓦 兹 不 等 式 ) 对 任意 实数 gl,，az, +, Gs, bis b; s 
b, 有 
(a tai ++ aj) ( bt + bD ++ bi) > 
| (a,b,+a;;b;---:. +ab,)° 
证 明 首先 证 明 ，(a?++b*)(x* 十 y”) 之 (ax 十 by)*. 设 字母 全 部 是 实数 , 则 有 
(attx) =at + 2axt+ x:2>0, 
(bt+y) =b t+ 2byt +y 0, 
两 端 各 自 相 加 ， 得 
(a 十 双 2) 大 十 2(ax 十 by)t 寸 (x2 十 y2)ZP0。 
由 于 这 个 不 等 式 对 一 切实 数 t 都 成 立 ， 故 
(AHAS, CRE 
(ax+tby} — (tb?) lty S0. 
一 般 的 情形 也 同样 可 证 。 O 
【定理 ]16. Un 是正 整数 ， 
(1) #a>b, Mja >p™!, H 
D rT a T 
(2) Æ a>b>0, Ml a2">b”, H 
y a >Nb. 
W (1) 若 a>b 而 ab==0, M ob Ralo 显然 成 
立 ， 故 在 下 面 的 证 明 中 涉 妨 设 ob 并 0， 
当 n=1 时 ， 有 
Gg:—b: 二 (a—b)(a’:+ab+b’) 


Cd s eh 


式 中 a—b>0. 如 果 又 有 a 十 安 =0 Bb=0, 则 a=b=0， 这 与 a-b>0 
矛盾 ， 
从 而 (a+) + e>, Q Home>, 


Bá n= 时 ， 有 
g’—b’=(a—b)(a‘+g’b+a’b:+ab’+b:), 


(86) 第 二 章 ”方程 与 不 等 式 
其 中 
Q4 十 a3b 十 Ga 幼 2 十 ab3 十 加 


A b +) 
=a (让 + 十 1 十 下 a: 


一 273 2 2) ($ 2) J 
a“b {( b T a 5 F b 二 a 1 a 
(A) 当 ab>0 时 ， 由 5.5 的 【定理 j8， £ 
a b 
w 


at+ab+ab2'+abi+bi>0. 
Aü, #a>b, Nab. 
(B) 当 0>0>b 时 ， 很 明显 有 ahi. 
一 般 的 情形 也 同样 可 证 . 
(2) 当 n=1 时， 有 
a2—b2=(a—b)(a+b). 


式 中 a—b>0 Ba+b>0 n Db 
当 #% 一 2 时， 有 
ay 一 六 一 (ca 一 b)(a 十 b)(a: 十 b2)>>0， 
at>bt. 
一 般 的 情形 也 同样 可 证 . 


LJ 
【定理 117 ， 两 个 及 两 个 以 上 正 数 的 算术 平均 值 不 小 于 其 几何 平均 值 ， 等 号 
当 且 仅 当 各 数 都 相等 时 才 成 立 、 即 


HD yya, e, Eata 


ZN G102… da ° 


EA ” 当 n=2 时， 由 [定理 ]7 得 到 . 
34 n=3 时 ， 由 【定理 ]11 得 到 . 
u n=4 h, 5 
aita: >22 dd2 ° as tau Gsd¿ 9 
(aita:)+ (a; +a) >22 (a,+a,)(a, +04) 


PAV V aG V oo? 


85. 不 等 式 (87) 


= yl aq; a3 a4 ° 


a,+a;,+a;+a, 
4 


X n=8 时 ， 有 
a,-a,+a,+a,2244/ a,a,sa,a, » 
ai 十 as 十 ay 十 ae44/ a;asa,as » 

s atat: +az2v (ol 十 as 十 as 十 a4) 《ac 十 ae 十 az 十 ae) 
>s raaa anam 
=84/ aa, aa 。 

u n=6 时 ， 有 

aytart a33 aaa, , Art ast a3 a, sas, 
^ atate ae2 (atata) (atas +a) 
>86 4/ alaz…a6 。 
34 n=5 H, $ 
Sis atetotas , | @ 


则 对 于 a, G2, +, Gs, X, X, X, # 
ai 十 az 十 … 十 as 十 3xZP8A/ ai02…'G5X” s @ 


al 十 az 十 "十 Gas 十 3 (2 


> 


0 十 02 十 … 十 0 十 3< = — NS 9? _ Z 
而 8 8 
Ql 十 Gs 十 ... + as 
sz=— == PP 
5 
Ai. BORI 3 


@ x 
ZÁ 


x> aar ax , 
在 @ 式 两 端 作 8 次 乘 方 ， 得 
Xa asx, .Xa Gs, 
当 x=7 时, $ 


_ 01+ast.. +a, ` 
a T @ 


RNF a, 02，… Q7, X, 有 
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ai 十 az 十 … 十 ar 十 x 有 
a m. dram . 


@ 式 左 端 显然 等 于 x， 因 而 @ 式 即 
XEN aaret ， 


把 @ 式 两 端 作 8 次 乘 方 ， 得 i 
X8Dai103… QIX .. XEN alias…a; ° 


一 般 地 ,对 于 n, 选 取 正 整数 m (E n<" H $ 
= rat ta, 
r 
这 时 ， 对 于 Gi a, ts G, x, x, +°, x, A 
\ (2" 一 A) 个 | 

二 

但 是 ， 国 式 的 左 端 很 显然 等 于 x， 因 而 在 @ 式 的 两 端 作 2" 乘 方 ， 得 

| on mon 


JQ xaarra, XY aara, 。 
1EM]. Æ m>k>0, aa, +, a, 是 正 整数 ， 则 
| < I 
CT 十 03 十 ”十 0 、 artit oas 


= 
n n 


at + ag tt. dag" 


-æ 


n 


ES HB AuFBHm=2, k=1 的 情形 ， 即 
` n(ai 十 0 十 … +aia>lairta t eta). 
3 n=2 时 ， 有 
2(al+alj) — (ai +a;)2=al+a;—2aax= (ay —a,:)2220, 
e H n= 时， 有 
3(aitaita;) — (ai-ra:+a°= 


式 中 
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= 2(a1+o;Tai—aa,—a;a, —a; a>), 
3 n=4i}, Tí 
4 (ai + aš + aš + al) —(aiia,+a,+a,)2 


= 3 (aj taż + aš + aj) —2(a,a;+ qq taataa) k 
= (at + aš + aš + ai) + (a, —a;) + (a,—a.)*-+ (a;—a,)2 
+(a,—a,):220. 


当 nn 为 一 般 情形 时 ， 
n (at + a tet e3) 一 (ai 十 os 十 十 ao)3 
=P la} + 一 :aa ) = Y1(ai—ai)-20. 
i<; | isj 
其 次 ， 证 明 m=3, k=! 的 情形 ， 即 
n (al + aš +... + aš) 
过 (al + az teet ak) (aita: + +a). 
3 n=2 时 ， 有 
2 (ai + az) — (at + aš) (a,+a,) =a} + a} — a?a,--a a} 
=(a,—a;)'(a,+a,)2°0. 
当 n=3 时 ,有 
3 (ai + a; + aš) — (a? + a; + aš)(a,+a,+a,) 
= ?J(a) + a} 一 agoi 一 aia3 ) = 2 ,(ai+ai)(a, —ai) 29. 
iS} KI 
当 n JRH, ERTI. 
最 后 ， 当 m>>k>0，n 为 一 般 的 正 整 数 时 ， 有 o 
n (a? + a" tet a?) — (at + a tet ah) s: 
. (a7 4 amk L... L ant) 
= al + e? — aptat — atat’) 


=J aj) (apa ). 


ixj 


z ` j+ 
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-一 ~ 一 一 一 一 -一 


3 aiaj, MCa — ak) (ar 一 ar >o. 


车 ai=ai， 则 (gi 一 af ) (ao — an"k)=0. 
从 而 定理 得 证 ， | O 
【 系 】 对 于 m 个 (nm 之 2) 正 数 ai， G, ***, n, 当 m(m=>2) {E 整数 Rj, 
有 


a" + a? tot ar (otetta y D 
SOA n | | 


Ín 
其 中 ， 等 号 当 且 仅 当 al==as= 二 … =a =o 时 成 立 ， 
ER 当 m=2 时 ， 在 【定理 ]18 中 取 m= 二 2，k=1 就 化 为 @ 式 ， 
23 m=3 h, IZEN HR m=3, k=1, HE 


3 3 ... 3 2 4 sas š 
a S U Sousa S n 9 
n 


n n 
在 @@ 式 右 端 最 后 一 个 因子 中 ， 再 次 用 【定理 】18， 取 由 一 2，R 一 1 就 有 
at + al... + aš >( atata), @ 
n n | 
把 四 代入 @ 得 
ul he ataquta Y 
n n ° 
对 于 一 般 的 正 整 数 m， 也 同样 可 证 . " 


例题 1。 当 a, b 是 相 异 的 正 数 时 ， 对 于 任意 的 正 整 数 m， 有 
LI 2 L uN a+b y" 
z(o +b")>( 2 J. 
证 明 ”在 【定理 】18 的 [ 系 ] 中 ， 取 ==2 即 可 。 
由 于 9 亏 b， 故 那里 的 不 等 号 成 立 . g 
例题 2 “ao, b, c 是 正 数 时 ， 有 
aq'+b'+cSZeabc(a2+b'+c2). 
其 中 等 号 当 且 仅 当 a=4b=c 时 成 也、 
ER 在 【定理 】18 Hth, @n=3, m=5, R=2, WA 


ast+b’+es _ a+b’toe’ a’tb’+c”_ 
3 = 3 3 。 
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利用 [定理 li18 的 [ 系 ], ZE 
G3 十 bs 十 C3 a+b-+c `; 
atate > (pe) 


又 因为 e 十 b 十 c Vabe, RU 
+b tc? ~、 ab 十 c\ atb’ +e? 
3 3 ) 3 
So (a +t TIe , 

.. bs+b'+c5Zabc(a?' +b? + c $ C] 
例题 3. "ia, b, c 是 正 数 时 ， 有 | l 
27(a4 十 5 +c) >(a+b+c)t. 

证 明 ”反复 使 用 [定理 j18， 右 
s(a tbt +c) >(a+b+c)(a tb’ +c?) 


2 2 2 
s E£) (a+b+c) £ +b’ +e?) f 


2 2 
> Cath+e) akete) , 
°, 27(at+bt+ct)>(a+b+cbe). ` g FJ 
WE. Ya, b, c 是 正 数 时 ， 有 | | 
| 3(at+b'e')>>(a+b-+o)(ab+bo+ea). 
证 明 应 用 【定理 ]18 和 I 定理] 12， 得 
3(a3 十 b3 十 c3) 志 人 a 十 b 十 c)(Ca: 十 思 十 c ) Wiren 
Z¿(a+b+c)(ab+bc+ca). ` “q . D 
例题 5. 206+ +c) >abla+b)+be(b+e)tcaleta) ° í O F 
之 6abc . j 
证 明 在 [定理 】 18 中 , $ n=3, m=3, k=1, EA 
eirig c -4 e tere atie, | “TES 
hA EE SS MSE —e(a+b+ce) 
=2(a +b +) —al(bp+c)—b'(a+c)—c'(a+b)2o. ` 
由 此 ， 前 半 部 分 得 证 . 
其 次 ， 由 a+bP2w ab, b+c222V be ,c+aDpz ca ,得 
8b(a 十 b) 十 bc(b 十 c) 十 caf(c 十 g) 
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>2(abv ab 十 bcw bc +cav ca ) 
=83/ab,/ ab 。bcv bo cov ca 
= €@abc. DJ 
例题 6， x g;; G: `... On 是 正 数 时 ， 有 
(atat ta)( titti >m. 
EA #n=2, UHLE] 有 
(te) (+) 
若 R=3， 则 由 {定理 Jj11(2) 得 
(atata) titg). 


例题 7. 当 a, b, c 为 正 数 时 ， 有 


H i H l 1 
| PP 
WW HDE] 12 XI 
ob 十 bc 十 ca 一 cv ab —a bo 一 5 ca >o. | 
从 而 ， 用 abc 除 上 式 两 端 便 得 结果 . D 
PA: Xa, b, c 是 正 数 时 ， 有 
= (ab 十 bc 十 ca)a2bc Satb + ct. 
EA 由 【定理 】18，【 定 理 】11(1) 及 【定理 ] 12 ,得 


3(qt+bti-+ct')>>(at+b'+ c')(a' +b +o?) iat 
>33/ abio? (ab 十 bc 十 ca) n 
=3a°b*c*2(ab+bc+ ca). 口 


[En] 19. 对 于 2n NER Oi: Oz, +` s Or; b;, bzr i , ba» # 
í -GO2 a, | 
min{ -ee- b; , b; 9 °° b, | Me 


-01 u — k... | 
l max | | M ， 
则 有 


s s. 


—— ~ -~ - — — — 


Qi 十 az 十 … 十 an 


me Tb Db 
pg a.Z=mb;, =, an, .==mb,, 


， atat + 十 gn motite Tb) — 
bi 十 b2 十 … 十 b, 二 b+ b-+- +b, I 
同样 ， 根 据 M 的 性 质 ， 有 
a,<Mb,, a,<Mb., `-:, a,<Mb,, 
aitazt +a, _ M(b +b;,+---+b,)_ 
bb + +b ` bi 十 bz 十 … 十 b。 
从 @，@@ 两 式 ， 定 理 得 证 . 
【定理 】20. 当 as bo s, a, 是 正 数 时 ， 有 
(1+ai)(1+a,)- (1+a,)>1+aıtaz+ +a. 
证 明 `i n=2 BF, 44 
(1+aj)(1+a,j —(1+a+a,j)=a,a,20. 
n=3 时 ， 得 
(1+a,)(1+a,)(1+aj)—(l1+a-ja,,+a, 
s==a,a;+-axas+a,i+a,aa,;2>0. 
对 于 一 般 的 nm， 也 同样 可 证 . 
【 系 】 对 于 正 数 a， 当 nn 是正 整 数 时 ， 有 
(1+a)'=1+na. 
其 中 等 号 当 且 仅 当 n=1 时 成 立 . 
证 明 在 【定理 】 20 中 令 al 一 az 一 … 一 0 一 0 即 得 证 . 
【定理 】21。 对 于 O0<a;<i10Gi=1, 2, =, ný I | 
(1—a,)(1—a;):-(1—a,)>1—a—a;—- —a (n2). 
证 明 . 当 n=2 时 ， 有 | 
(1—ai)(1—a,) — (1 一 01 一 42) 一 
当 m 一 3 时 ， 有 
(1 一 ai)(1 一 a)(1 一 a3) 一 (1 一 0 一 0 一 03) 
一 010: 十 a203 十 a:al 一 GilQ203 
=a;a: +a az; +04: (1 —a:)>0. 
对 一 般 的 nm， 也 同样 可 证 . 
[R] 对 于 C<a<1， 有 (! 一 a)” Steina: 
证 明 ”在 【定理 】21 H, Ç a,=a,;=-..=a,=a, MIRE WW 
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56 集合 的 包含 关系 与 不 等 式 

【定义 】5 .第 合 . 元 素 “具有 某 种 特定 性 质 的 吾 物 的 汇集 *"， 叫 做 集合 .构成 
集合 的 各 个 事物 ， 叫 做 集合 的 元 素 . 

【定义 】6。 满足 关系 S(x) 的 那些 元 素 x 的 集合 ， 用 《 x15S(x)} 表示 ， 
【定义 】 7. 并 第 至 少 属于 集合 4、 下 之 一 的 元 素 的 集合 ， 叫 做 4 与 B 的 
并 集 ， 用 4UB 表示 。 

【定义 】 8， 交集 ”同时 属于 两 集合 A, B 的 元 素 的 集合 ， 由 做 A 与 BRZ 
集 ， 用 ANB 表示 . 


81. 当 A=| > i<x<3}, B= f x 0<x<2]| 时 ， 
AUB= | x i <x<3, 或 0<x <2}= {x eci}. 
ANB= {2 x| 1<x<, Ro <x<?|= {x 1<x<z]. 


《运算 性 质 
(1) AUB=BUA, ANB=BN 4; (ZRA) 
(2) CAUB)Uc=AU(BUc), (ANB)NC=AN (BNC): (结合 律 ) 
| (3) 《4UB)mc=(C4nc)UGnCc)，(4nB)UC= =(AUC) N BU? 
C).( 分 配 律 ) 
例 2。 4 A= (1, 2, 3, 4, 5, 6}, B= (0, 2, 4, 6}, C= 
15; 6, 7, 8, 9; 时 ， 有 ' 
(1) AQDB= {1, 2, 3, 4, 5, 6} N {0, 2, 4, 6) 
= (2, 4, 6} 一 Bf 人 A. 
'. (2) CAUB)UcC= (0, 1, 2, 3, 4, 5, 6} U (5, 6, 7, 8, 9) ` 
= {0,. 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9%: 
AU(BUC)= {1, 2, 3, 4, 5, 6) U {0,2,4,5,6,7,8,9} 
= (0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9} 
… (AUB)Uc= AU(BUcC). 
x CANB)NC= (2, 4, 6) N (5, 6, 7, 8, 9) = {6}. 
AN(BNC)= (1, 2, 3, 4, 5, 6} N (6y = {6}. 
(ANB)NC=A4N (BAC). 
(s) (AUB)NC= {0, 1, 2, 3, 4, 5, 6} ñ {5, 6, 7, 8, 9) ` ' 
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一 一 一 一 . — ny 


— < rr 一 一 re 一 一 一 


= (5, €}, 
(Anc)U(snc)= (5, 6)U {6} = (5, 6}, 
.. (AUB)NC=(ANC)U (BNOC). 
X. CANB)UC= {2, 4, 6} U (5, 6, 7, 8, 9) 
= (2, 4, 5, 6, 7, 8, 9) , 
CAUC)NCBUC)= (t, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9} 
N {0, 2, 4, 5, 6, 7, 8, 9) 
= {2, 4, 5 6, 7, 8, 9}, 
..(ANB)UC=(AUC)N(BUC). 
【定义 19. ARR. 无 限 集 由 有 耻 个 元 素 构成 的 集合 ， 叫 做 有 限 集 。 否则 
叫做 无 限 集 . 
[EX]. 对 等 ” 若 集合 M 的 元 素 与 集合 N 的 元 素 之 间 能 建立 一 一 对 应 关 
系 ， 则 把 M 与 N 叫做 是 对 等 的 ， 并 用 M~N 表示 . 
[EX]. FA 当 集 合 M 包含 在 集合 N 中 时 ， 也 就 是 当 M 的 元 素 都 属 
于 N 时 ，M iH I& N 的 子 集 ， 用 MSGN 表示 
【定义 ]12. AFA ZES M 是 集合 N 的 子 集 , 旦 N 中 有 不 属于 M 的 元 素 ， 
则 M Hik N 的 真子 集 ， 用 MCN 表示 . 
wA ” 设 全 体 奇 数 的 集合 为 E， 全 体 侦 数 的 集合 为 F， 全 体 整数 的 集合 为 上 
则 
(1) E—F, 
(2) ECI, FCI. 
【定理 ]22. AUB24, AUBƏB, ANBSA, AD BSB. 
【 定 丙 25、 设 n(M) 表 示 有 限 集 合 M 的 元 素 的 个 数 ， 则 
(1) n(AUB)=n(A)+n(B)—n( ANB); 
(2) n(AUBUC)=n(A)+n(B)+n(C)—n( ANB) 
—n(BNC)—n(CN A)+n(ANBANC). 
H $- A= {1, 2, 3, 8, 9}, B= {3,4,5,9}, C= (5,6,7,8,9) , 
Sa, 则 有 ` ` 
n(AUBUC)=n ly. 3, 4, 5, 6, 
7, 8, 9) =9, 
n(A)=n (1, 2, 3, 8, 9) 一 5， 
n(B)=n(3, 4, 5, 9) =4, : 
n(C)=n (5, 6, 7, 8, 9} =5, ` : 图 2-13. 
. R(Af1B)=n (3, 9} 一 2， 


(96) 第 二 章 ”方程 与 不 等 式 


n(ANC)=n (8, 9} =2, 
n(B[1C)=n (5, 9} 一 2， 
nl ANBNC)=n {9} =1, 
`. n(A)+n(B)+n(C)—n( ANB)—nCBNC)—nCCN A) 
十 nd 站 BCc)=5 二 4 十 5 一 2 一 2 一 2 十 1 王 9。 
《集合 与 不 等 式 > 
【定理 }24. +M= {x|f(x)>0} , N= {x}g(x)>0} ， 则 
(1) MUN= {x'f(x)>90 或 g(x)>0},， 
(2) MNN= {x!f(x)>0 H. g(x)>0}. 
Ë] 3F1(x)=x(x—1)'(x—2), g(x)=(1—x)(x—2): (x+), M 
M= {x|f(x)>0} = (x|x<0 或 2 <x} , 
N= (x]g(x)>0> = {xix<—1 或 1<x<2},， 
从 而 | 
; `> (1) MUN= {x|f(x)>0 或 g(x)>0} 
= {x| x<0 或 1<x<2 Ñ 2<x}, | | 
,~ (2) MNN= (x|/(x)>0 H g(x)>0} = (x|x<-—1kj*, mEl2-14. 


所 示 。 A 
ii ee 
% 
~li 0 Ji 2 I 
4 bd N 
图 2-14 
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， 解 分 式 方程 的 方法 ,通常 有 下 面 两 种 ,不 asr . R 
在 多 数 情况 下 是 一 致 的 但 也 有 . A Ë 
yT 0 其 求解 ， 所 得 的 解 即 为 原 分 式 方程 的 解 

(解法 工 ) 用 分 式 方程 的 全 部 分 母 的 最 小 公 倍 式 来 乘 方程 两 端 ， 消 去 分 
母 ,由 此 得 到 一 整 式 方程 , 求 出 此 方程 的 所 有 根 ， aliia 倍 式 
不 为 0 的 根 ， 即 为 原 分 式 方程 的 根 。 
例题 1. 解 下 列 分 式 让 等 式 


§6 分 式 方程 分 式 不 等 式 


ex) 
~ xx-2) >0. 


M ”满足 不 等 式 @ 的 x 值 ， 应 使 @ 的 分 母 、 分 子 不 为 ?%， 估 而 


XXx—2)M0, .. x(x—?):>0. 
用 x*(x 一 2)* 乘 @ 的 两 端 ， 得 

x(x 一 2)3(x 一 1)4(x4 一 1)>>0， 
四 与 修 是 同 解 尼 ， 由 四 得 

x(x 十 1)(x 一 1)5(x 一 2)3(x2? 十 1)>>0， 


但 是 ，x 是 实数 ， 因 此 x? 十 1>0， 从 而 @ 与 下 式 同 解 、 


x(x+1)(x—1)'(x—2):>0. 


由 x(x 十 1) (x 一 1)s(x 一 2);==0 得 到 x 二 0， 一 1， 


从 而 所 求 的 x 值 的 范围 是 
x<—i; 
0O0<x<1; 

D 


<= -icxcolo< 0C<x<!l 1 <x<2]2 
|. 


例题 2 求解 下 列 不 等 式 


X2 一 5X 十 6 e sea 
x2— 1 Xx: 十 9x 十 2 

解 将 @ 移 项 得 
2 一 5X 十 4 —  x'+x—2 


x°—1 -kp syt 29. 
OWE TEJ 


(97) 


D 


Pa 
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(x—2)(x—3) _ (Dat) _ 
(x+1)(x—1)  (x+1)(x+2) 
x2—5x+6—(x`—2x+1) _ —3x+5 
(x+ 1)(x—1)  (x+I)(Xx—1) ° 
所 以 ，@ 式 在 x+22e0 的 条 件 下 ， 与 下 式 同 解 
| _  3x—5 _ 
(x+ 1)(x— T <0, 
它 又 与 下 式 同 解 
(x 二 +1)(x—1)(3x—5)<0，x 十 2 起 0. 
RH, 《x 十 1)(x 一 1)(3x 一 5)==0 的 根 ， 为 
X 一 一 1， i; 5/3. 


=- 
~ 一 


3 


Page 一 一 -一 一 一 一 一 一 一 -一 | 一 一 一 ~ -一 


< -ic ER + < 


X 十 1 一 


| | + 
十 | 十 


ee | 
一 一 | 一 一 


me 


十 | 十 | + |+ 


@ 的 左 端 一 十 一 
由 此 及 x 十 2 万 o 得 Q@ 的 解 是 


x< 
—2<x<-—l1; 
例题 3 求解 下 列 不 等 式 
| V 3—2x <x. 
34 解 ”首先 ，@ 式 根 号 内 的 式 子 非 负 ， 所 以 有 
3 一 2x 之 0， 7 x<$/2. 
其 次 ， 在 @@ 式 中 ， 算 术 根 表示 非 负 值 ， 因 而 
p L 
HO., @, ORRA 3—2x<x, CEJ 
x<, 1€x, 


© e ee 


$6 SADE. 分 式 不 等 式 四 (99) 


因此 @ 式 的 解 如 图 2 2-15 所 示 ， 所 求 的 x 值 的 范围 是 i G. 
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图 2-15 
注意 1. 例题 3 的 几何 意义 ， 
令 y= 3 一 2x . © 
yi 三 xX @ 
将 @ 的 两 端 平方 ， 经 整理 得 
x=— y? +. @ 
B y, =y: 并 求解 
3—2x= x, x2-+2x—3=0, 
“。 Xa 一 3 或 1.。 s 
因而 ,如 图 2-16 所 示 , 所 求 的 % 值 的 范围 是 z Ai 
1 <x 3/2. 
2. 下 述 解 法 是 错误 的 ， 如 图 2-17 所 
示 。 图 2-16 
“Q@ 的 左 端 根 号 内 的 式 子 非 负 ， 从 而 
3 一 2x 之 0，.、 x=<3⁄2. @ 
其 次 ，@ 的 两 端 各 自 平方 ， 
$S—2x<x', 
x’+2x—3>0, 
> x<—3 3 x>! © 
从 而 x<—3 sË 1 <x=<ç3/2 .” 


(100) 第 二 章 ”方程 与 不 等 式 


“~ -一 一 一 < 一 一 — -a ee ~ 一 一 一 一 一 一 — PEN 


一 般 地 ， 当 4> 0，B>0 时 ，4>B 才 与 >B EJ. 
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第 二 章 ”函数 与 图 象 


$1. K & 


11 定 X 

【定义 ]1。 函数 ( 到 内 的 映射 ) ”给 定 两 个 集合 4 和 B. 若 对 于 4 中 的 任 
ALRK B 中 唯一 的 一 个 元 素 与 之 对 应 ， 则 称 这 种 对 应 关系 为 从 A 到 B 
内 的 映射 或 函数 . 

注意 .映射 或 函数 这 一 用 语 并 不 只 限于 集合 A, B 的 元 素 是 实数 的 情形 ,- 
它 是 对 于 更 一 - 般 的 情形 来 定义 的 ， ne A 
都 是 实数 的 情形 . 

【定义 J]2. 记号 f 我 们 把 由 集合 4 到 集合 B 内 的 映射 ( 函数 ) SR FEN 
形式 、， 设 了 代表 这 个 映射 ， 刚 


` . f 
f: A>B 或 A— B. 


注意 ”除了 以 外 ， 也 可 以 用 g，h，wp， 风 等 中 任何 一 个 来 表示 映射 . 
[EX]. 象 ( 函数 值 ) .f(a) 设 天 4 一 B. 对 属于 A 的 元 素 a ( 记 浪 a 
EA)， 由 f 所 确定 的 B 中 的 元 素 记 为 f(a), 它 叫 做 a 《在 1 下 ) 的 象 或 了 
数值 . 

【定义 ]4.. 变数 . 变 域 . ( 变数 的 ) E 着用 x 表示 集合 À 的 任意 元 于 
则 :x 叫做 具有 变 域 4 的 变数 。 由 x 所 表示 的 每 个 元 素 ， 叫 做 变数 x 的 值 ， 
【定义 ]5. 记号 f(x) 设 1; 4 一 B，x 是 以 4 为 变 域 的 变数 ， ` V 
下 的 象 用 记号 (IRR. 

注意 在 【定义 】3 H, af 下 的 象 1(a)， 表 示 [ 定 义 】s PEM x Y a 
的 情形 . ii 
例 设 4 是 v 及 正 数 的 集合 ， 即 A= {x| x20} .又 设 R 是 一 切实 数 的 
集合 ，f 是 使 4 的 任意 元 素 * 对 应 着 R 的 元 素 wxX 二 I 的 函数 , 则 此 函 
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数 表示 成 

J: x——> /x+1 或 JG@)=.// x+l1 
使 用 以 R 为 变 域 的 变数 ?， 这 个 函数 可 表示 成 ?= 一 wx 十 1， 
注意 1. 在 上 例 中 ， 函 数 了 是 作为 从 4 到 R 内 的 映射 来 处 理 的 ,如果 令 B 
是 不 小 于 1 的 实数 的 集合 ， 便 可 以 把 它 看 成 由 4 到 B 的 映射 (参看 [定义 】 
10). 

2。 最 初 使 用 函数 人 function) 这 一 用 语 及 记号 f(x) HAERA E X 

(1646—1716). 
【定义 }6 象 的 集合 设 f:4 一 B，4。 是 4 的 子 集 。4。 的 所 有 元 素 的 象 
的 集合 

| y=f(x), xC As J: 


叫做 AÓ 在 了 下 ) 的 争 ， 用 开 (4o) 表 示 ， 

注意 仅仅 由 一 个 元 素 a 所 组 成 的 集合 (a), Ef FOURRE SC (a) ) 
这 无 非 就 是 仅 由 一 个 元 素 f(a) ”组 成 的 集合 《f(a)} . 

【定义 ]7。 定 义 域 - 值 域 在 1f:4 一 B H, RA 4 叫做 1 的 定义 域 ， 集 合 
(AMR f ERGA) CB). 

ex] BXA- 因 变 数 ”在 fi4 一 8B 中 ， 设 x 是 以 4 为 变 域 的 变数 ， 

.y 是 以 B 为 变 域 的 变数 ， 若 考察 函数 y==1(x)， 则 x 叫做 了 的 自 变 数 ，? 叫 
做 因 变 数 . 

【定义 ]9。 原 象 ” 设 A 一 B， 对 于 集合 B 的 元 素 b，A 中 象 为 b 的 那些 元 


KURE, MÍ x | 1@)= b}， 叫 做 b( 在 1 下 ) 的 原 象 集 . 


例 设 阴 为 一 切实 数 的 集合 时 ， 对 于 从 RR 到 R RAURA x)=% 则 
“实数 4 在 j 下 的 原 象 集 是 {2, 一 2}， 
实数 一 1 在 了 下 的 原 象 集 是 空 集合 £. 

【定义 ]10。 到 土 的 映射 ”在 jf:4 一 B 中 , 3 B 的 任何 元 素 的 原 象 集 都 不 是 

空 集合 时 ， 即 B 的 任何 元 素 至 少 是 A 的 一 个 元 素 的 象 周 5 f 叫做 由 4 到 B 

注意 到 上 的 映射 也 叫做 全 射 (或 满 射 ) , 


例 设 R 是 -切实 数 的 集合 ，4 是 0 及 正 数 的 集合 ， Ë 


”函数 1x) 二 2x 一 1 是 由 R 到 RR 上 的 函数 ， 
”函数 f(x) = 入 是 由 及 到 4 上 的 函数 ; 


XeEPD mi 


Š 1. El 数 (103) 


KA x)= 二 Xx 是 由 A 到 .4 上 的 函数 ， 
【定义 ]11， 单 射 ” 对 于 AJB 的 映射 ;A4 一 B， 当 B 的 每 一 元 素 的 原 象 至 
多 是 4 的 一 个 元 素 时 ，f 叫做 单 射 . 
注意 1. f 为 单 射 的 条 件 是 ， 
"# fla)=}la), Nasa”, RHIA: H awa, W f(a) 寺 f(a’).” 
2. 单 射 又 叫做 内 射 . 
[EX]. 一 一 对 应 在 天 4 一 B 中 ， 当 了 的 任何 元 素 的 原 象 由 县 仅 由 A 
的 一 个 元 素 构成 时 ， 亦 即 到 上 的 映射 同时 又 是 单 射 时 ， 了 叫做 一 一 对 应 , 
注意 一 一 对 应 也 叫做 双 射 (全 单 射 ). 
例 在 【定义 】 10 的 例 中 ,f(x) ==2x 一 1 及 f(x)=w x 是 一 一 对 应 . f(x) 
=x, HF (一 1)==1，f(1) 二 1， 即 不 同 的 两 个 数 的 象 是 相同 的 ， 因 此 不 
是 单 射 ， 从 而 也 不 是 一 一 对 应 ， 
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LEX]. MAS SAK 自 变数 x 与 因 变 数 y 之 间 的 对 应 ,是 用 

F(x, y)=0 的 形式 确定 的 函数 ， 叫 做 隐 范 数 . 用 > =1(x)(s& x=g(y))Ë9 

形式 给 出 的 函数 ， 叫 做 显 函数 ， 

例 x 一 y 一 2=0 是 隐 函 数 ，y 二 x 一 2 是 亚 函 数 。 

1.3 单调 函数 

【定义 114、 增 函数 . 减 函数 . 单调 函数 ”对 于 函数 f 的 定义 域 中 的 任意 两 

个 数 Xo Xo E xi<xaz 时 ， 恒 有 扰 xD) 委 帮 xz)， 则 函数 了 叫做 在 该 域 上 的 

增 函 数 ， # xı <x; HEA jlx di (xz), Wj f 叫做 减 函数 。 这 两 种 函数 统 

称 单 调 函 数 。 

【定义 ]15。 严格 增 应 数 : 严格 减 函 数 ”在 【定义 }14 中 ， 当 xi <x B # lš 

有 xD)<f(xz)， 则 了 叫做 严格 增 函 数 ， SEL Cat), MU 了 叫做 

严格 减 函 数 ， 这 两 者 统称 严格 单调 函数 。 

[E3811. 严格 单调 函数 是 单 射 范 数 。 

证 明 对于 严格 增 函 数 f， 设 xi, x, 是 其 定义 域 中 的 任意 两 个 数 。 如 果 

xex, MA >x 或 <xz.。 车 aX W Iil), # xí <xxy, 

则 AD <J(x;). A, J(xi)P>ejf(x;). 因而 了 是 单 射 的 。 
.对 于 严格 减 函 数 ， 也 同样 可 证 。 

【定义 ]16. 区 间 ”对 于 两 个 实数 a， 

记 {xla<x<b} =[a, b], 


(102) EZE MASAK 


le EN S b), tlace = (a, b]. 
(a, b]0U0& JZ [8], (a, OMERI, [a, b)#0(a, DIWARNE 
称 左 闭 右 开 . 左 开 右 亲 区间)。 各 类 区 间 统 称 为 区 间 。 
注意 同样 地 ， 世 采用 表示 下 列 无 限 区 间 的 记号 。 
{xi xæ1} =[a, œ), 《xlx>ay =(a, e°), 

{xix} =(—æ, a], {xlx<a} =(—œ, a). 
ARARE, KEERA RIER, co). 
【定义 ]17 ， 区 间 上 的 单 增 番 效 和 单 减 范 数 EX, BATA f 的 
定义 域 中 ， 对 于 [a，b] 中 的 任意 两 个 数 xo x A x, <x;, 时 得 有 f(x) < 
人 xs)， 则 称 了 在 [ae，b] 上 是 (严格 ) 单 增 的 ， 284288, Æ x Lle HEA 

ICSC), MAR f la, bl EE TR ) 单 减 的 。 
W 在 【定义 117 中 所 用 的 区 间 ， 可 以 是 [定义 116 及 其 注意 事项 中 所 列 的 
任何 区 间 ， 
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(82118. MER FER E S 的 定义 域 关 于 坐标 原点 x= 0 对 称 ， 
且 对 于 其 定义 域 中 的 任意 实数 x, £f fC x)=), W| f n 0648583, 2 
似 地 若 拟 一 x) 一 一 fx)， 则 了 叫做 奇 函 数 。 

【定理 }2。 其 定义 城关 于 x=0 对 称 的 任意 函数 ， 可 用 侦 阁 数 与 奇 滞 数 的 
和 来 表示 ， 

EA ”对 于 适合 此 条 件 的 任意 函数 刀 当 x 属 于 了 的 定义 域 时 ， 恒 有 


JICA) 40) = 
° ` 


1(x)= ~ 


如 令 oO OII EHD 
那么 很 明显 ，g(x) 是 是 侦 函数 ， hk(x) 是 奇 函 数 ， Ht TRAR SEEM 
的 和 来 表示 。 5O 


1° 5. | 
【定义 ]19. RER HRX {:4>B 是 一 一 对 应 时 ， Ao oa N 
b， 若 它 的 原 象 集 只 包含 4 的 一 "个 元 素 ， 并 让 这 个 元 素 与 b 对 应 ， 则 可 得 
到 由 B 到 4 上 的 函数 。 这 个 函数 叫做 # OREA, MI 表示 。 i 
ER 2 也 是 一 一 对 应 的 。 " 


$1. A 数 (105) 


例题 RER fx|>2x 二 1 的 反 函 数 。* 
解 令 ?=2x 十 1. 在 此 函数 中 ， 芳 把 y 视 作 自 变数 ，x 视 作 因 变 数 ， 则 
此 函数 就 是 f-!。 在 函数 y=2x-- 1 中 把 x，y 对 换 ， 则 可 改写 为 x= 
2y+1. 


I E SSS a 2 2 ta 1 1 
Bu, PRIR 1 A R R: J 


即 f-1,x] -vx 一 六 


$ 2. 时 数 的 图 象 


2.1 图 象 的 定义 
【定义 】 ERKEK ZAHR f ER. 六 4 作 赤城 的 变数 二 的 经 ~。 
值 及 其 在 了 下 的 象 fx) 构成 数 对 (x，1(x))。 当 x 取 4 的 一 切 值 时 ， 
(x，f#(x)) 的 集合 ， 且 

((x, y)y=1(x), x€ A) 
叫做 水 数 f 的 图 象 . 
注意 车 把 (x，y) 视 为 坐标 平面 上 的 点 的 坐标 ， 那 么 作为 坐标 平面 上 的 点 
(x，f(x)) 的 集合 所 表示 的 图 形 , 往往 也 称 为 函数 了 的 图 象 。 下 面 就 采用 这 
种 观点 。 


2.2 ”图 象 的 移动 

[88]. 把 函数 y= 1 的 图 象 平行 于 x 轴 向 右 平行 移动 wo>0) 单 位 中 
离 ( 当 a<0 时 ， 向 左 移动 jaji 单 位 距离 ) 后 的 曲线 ， 是 函数 y=f(x 一 a) 的 
mg. 

证 明 ”如 图 3-1 所 示 , 设 F 是 y=j(x) 的 图 象 ，F’ 是 将 F 在 沿 x 轴 正 方 
向 平行 移动 a(a>0) 单 位 距离 后 的 曲线 ， 相 对 于 F' 上 的 任意 点 P(x，y)， 
点 Q(x 一 a，y) 位 于 F E. 因而 在 x 和 y 之 间 ，y=f(x 一 oa) 成立。 O 
4 系 】 把 函数 y= RAR, Kr y 加 正方 向 平行 移动 btb>0) 后 的 曲线 ， 
REB y=f(x) 上 5 的 图 象 ( 当 5b<0 时 ， 沿 y ANE tol. | 


”记号 ，【:al->b 天 示 映 射 f:A->BijiA 的 元 素 a 的 象 是 B 中 的 元 来 b, — 3 注 
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【定理 ]2、 函 数 ?= f(x) 的 图 象 关于 直线 x=a 的 对 称 图 形 是 y=f(26 x) 
HAR. 
证 明 ”如 图 -2 所 示 ， 设 F 是 y=f(x) 的 图 象 ，F“ 是 F 关于 直线 x=a 的 对 


y 
| 4=f (x) 
Wo PC P(x,y) 


F F’ 


R 


o 


x 


图 3-1 图 3-2 


称 曲 线 ， 又 设 P(x, y) F° 点 。 则 与 P 点 (关于 直线 x=a ) 
人 QC, OZF 上 ， 县 y==f(x*) 成 立 。 但 是 ， 


Xx 十 x 


因而 在 x 5y 2, B y=f(2a—x) R. 

[R]. 函数 y==f(x) 的 图 象 关于 y 轴 对 称 的 曲线 是 y 二 (一 x) 的 图 象 
[R]. 函数 y==1(x) 的 图 象 关 于 直线 y=b 对 称 的 曲线 是 (的 
图 象 .特别 地 ，y = 二 f(x) 的 图 象 关 于 x 轴 对 称 的 曲线 是 一 > 一 fx) 的 图 
£. 

[ES]. A% y= 二 f(x) 的 图 象 关 于 点 (a, b) 对 称 的 是 曲线 saa 
1(2a 一 x) 的 图 象 . 

证 明 、 只 要 连续 地 把 一 个 图 象 作 关于 直线 x=a 及 y=b 的 对 称 的 图 象 ， 
就 可 得 到 它 关 于 点 (a, b) 对 称 的 图 象 ， 再 根据 【定理 ] 2 及 【 系 1 2 即 可 得 
HE. i 

[R] 函数 y=f(x) 的 图 象 关于 原点 对 称 的 曲线 是 一 y=f( x) 的 图 形 . 
【定理 ]4。 把 函数 y==f(x) 的 图 象 关于 直线 y= 二 x 作对 称 得 到 的 曲线 是 
x 二 1(y) 的 图 象 . | | ANES 
证 明 如 图 3-3 FT, Z F 是 y 二 f(x) 的 图 象 ，F: 是 将 F 关于 直线 y=x 
作对 称 得 到 的 曲线 ,P(x，y) A: F° 上 的 任意 一 点 , 则 与 P 点 处 于 对 称 位 置 
( 关于 直线 y=x ) 的 点 Q(x*，y“) 在 FF l, AmA y'=J(x°). PHO 
是 关于 直线 y=x 对 称 的 ， sta PQ 的 斜率 是 一 1. 


一 -一 0 '.x'=2a—x, yi =y 


§ 2 函数 的 图 象 (107) 


—- o- —— — — y. a 


x° 十 % = x+ y. @ 

xtx yty 
ga po wha( t, 242) 
AFTHRy=x]. 故 


2 2 ” 
s x'—y'=y—x., ©) 
EO, OH xt, yR, F x =y, y =x. 
因此 在 x 与 > 之 间 ，x=f(y) 成 立 . a 
IR ”关于 对 直线 y=axt+bla z0 ERRA, DEEM, A 
P= l yty _ x+x 
人 z mù 7 +b. 


再 通过 求解 x, y 并 代入 y*=1(x* RT RAN RR. 
DEM. 侧 函 数 的 图 象 关 于 y H, Warm 30691 W| T LA XK, 


` 证 明 y==f(x) 的 图 象 关 于 y 轴 作 对 称 便 可 得 到 y=f(—x) 的 图 象 . 而 者 


函数 ?一 (xz) 是 偶 函 数 ， 则 攻 一 六 一 fs) 成立 . 所 以 这 个 图 象 与 原先 的 图 
象 重 合 。 因 此 ， 偶 函数 的 图 象 是 关于 y 轴 对 称 的 图 形 ， 
对 于 奇 函 数 的 图 象 也 同样 可 证 口 


83, 线性 函数 的 图 象 


31 线性 函数 

【定义 ]1、 线 性 函数 ”对 于 函数 y=f(x)， 当 1(x) 能 用 x 的 线性 式 ( 即 
ax+b, ašeo ) 表示 时 ， 就 称 (x) 为 x 的 线性 函数 。 

注意 “线性 函数 的 定义 域 是 全 体 实数 的 集合 . 

[EA]. Zy, y 按 线性 函数 y 王 ax 十 b 分 别 对 应 于 x1，x2 (xi 装 xz)， 则 


E Ae O 
Xs Xi 


证 明 ”由 题 设 有 ， 


(108) 第 三 章 “” 函数 与 图 象 
Co 
y,=ax;+b, 
两 端 分 别 相 减 得 
y,:—yi=a(x;—x,). 
由 于 x; xto, #& 15 
y.— y 
o. rl 0 0 
(8). RHEA y=axt b 的 图 象 ， 是 通过 两 点 (o, b). C, a+b) 
直线 . 
证 明 很 明显 ， 点 (0,b) 及 点 (1，a 十 b) 痢 位 于 y=ax 十 b 的 图 象 上 ， 这 个 
图 象 是 直线 的 证 明 请 参看 第 七 章 8$ 1【 定 理 】16 的 证 明 . L] 


32 含有 绝对 值 符号 的 函数 
【定义 ] 2 用 绝对 值 符号 表示 的 函数 | I(x) | 按 下 列 方式 定义 ， 
Ee | _ 人 对 于 使 了 (x) 之 0 的 x， 
一 J(x) ”对 于 使 1(x) <<0 的 x, 
例 1、 试 求 函数 y=| x 一 3 | 的 图 象 。 
解 ” 当 x 一 3 之 9， 即 x 宇 3 时 ， 
y=x—3. 
34 x—3<0, BJ x<3 B$, 
y 二 一 x 十 3. 
其 函数 图 象 如 图 3-4 的 实 线 所 示 ， 
注意 此 函数 的 图 象 可 按 下 列 方式 得 到 
即 把 直线 y=x 一 3 的 x 一 9<0 的 部 分 ( 虚 
线 部 分 ) 关于 x 轴 对 称 地 移动 ( 即 折 选 》 


图 3-4 


而 得 .* | 
例 2， 试 求 函数 y=|x 一 1| 十 1x 一 3 | 的 图 象 . | ` 
R ”把 定义 域 分 成 x<1，1<x<3，3 委 * 三 部 分 . (这 是 由 绝对 值 符号 内 
部 ， 使 正 负 变 号 的 点 1. 3 来 分 割 的 .) 


* 也 可 按 [ 定 理 ]!， 把 了 = |x| 的 图 象 沿 x 轴 正 向 平行 移动 3 个 单位 距离 而 得 . 
— `; 


$3. REEE Ea ÉI (109) 
对 于 x<1， 有 x 一 1C0，x 一 3<0. 
yw=|x—1 i+ |x—3|=—(x—1)—(x—3) 
一 一 2X 十 4. 
对 于 1 和 x<3， 有 x 一 !1>0，x 一 3<0， 
y=|x—1 | + ]x—3|=x—1—(x—3) 
= 2. 
对 于 3x, £f x—12>0, x--2220, 
y=lx—1 | + 1x 一 3| 
一 % 一 1 十 X 一 3 
一 2X 一 4。 
因而 ， 所 求 的 图 象 如 图 3-5 中 的 实 线 部 分 所 示 。 
例 3. 不等式 /x 一 3 ' < 的 解法 
E 当 x 一 3<0， 即 xs3 时 ， 不 等 式 左 边 为 一 (一 5) 
一 X 十 “ 委 2， 昌 x 之 1， 
故 1<x<3 是 解 (的 一 部 分 )。(1<x<3 是 图 3-6 中 使 射线 ?= 一 一 x 十 3 
<3) 位 于 直线 y=2 下 方 的 那些 x 值 的 范围 ,) 
当 x 一 3 之 0， 即 x 之 3 时 ， 原 不 等 式 左边 为 x 一 3， s x—3<2, 
BI) x<5. 


图 3-5 图 3-6 
故 3<x<5 是 解 (的 男 一 部 分 ). (这 部 分 是 图 3-6 中 使 射线 y=%x 一 3 
(x 之 3) 位 于 直线 y=2 下 方 的 那些 x 值 的 范围 ). 
从 而 ， 所 求解 为 由 1<x<3 及 3 委 x 委 ;组 成 的 1 委 x 魏 5。 
3:53 高 斯 记号 
EXI. BESI J ”对 于 实数 x， 用 [x] 表 示 不 超过 x 的 最 大 的 整 


(110) 第 三 章 KASAR 
数 .也 就 是 说 ， 对 于 任意 的 整数 hn， 当 n 志 x<nt+1 时 ， 有 [x]=n、。 
注意 根据 这 个 定义 采用 的 记号 L J], WAAR. 
81. 试 求 y=[xj( 一 3 二 x 志 3) 的 图 象 . 

解 ” 对 于 一 3 寺 x< 一 2, y=[x]= —3. 
对 一 ?x<—!, y=[x]= —2. 
I<, y=[x]= —1. 

` Wo=g<x<1, y=[x]=0. 

对 1<x<2, y=[x]=1. 

对 2x<3, y=[x]=2. 

H [5J=3. 

因而 ， 其 图 象 如 图 3-7 中 的 实 线 部 分 所 示 。 
例 2. 试 求 ?=x 一 [xj 一 3 委 x 安 3) 的 图 象 ， 
W ”与 上 例 同样 地 . 

对 一 2<x 扫 一 2、?7y 一 xx 十 3。 

W —-—2<x<-—1, y=x+2. 

对 一 1 和 x<0，y 二 x 十 1。 

对 0 过 x<1, y=x. 

对 1 寺 x，y 二 x 一 1. 
对 2 寺 x<3, y= 二 x 一 2， 
W x=3, y=0, 


-b 


Coles s... 


图 3-7 图 3-8 


因而 ， 图 象 如 图 3-8 中 的 实 线 部 分 所 示 ， 


$ 3. 线性 函数 的 图 象 (111) 


5.4 最 大 .最 小 
【定义 14. 最 大 值 . 最 小 值 ” 当 变数 x 取 所 规定 的 变化 域 4 中 的 一 切 值 
时 ， 若 在 函数 了 的 值 的 集合 HK4)= (IG) x€ Ay 中， 存在 最 大 的 值 1(a) 
(aEG.4)， 则 称 了 在 a 处 为 最 大 ，f(Kc) 叫 做 了 在 4 中 的 最 大 值 . 
对 于 最 小 值 也 可 同样 定义 ， 
注意 ”如 图 3-9, 函数 了 在 4 上 的 最 大 值 是 1 图 象 上 最 高 点 的 > 坐标 ,而 最 
小 值 是 其 最 低 点 的 y 坐标 . 
例 ”线性 函数 f(x) 二 ax 十 b(a> 0) 
在 区 间 [c，dj 取 最 大 值 1(d)， 最 小 值 
OL 
在 区 间 (c，c) 取 最 小 信 (c), GE 
最 大 值 ， 
在 区 间 ( 一 2。d) 取 最 大 值 1(d)， 没 
有 最 小 值 . 
线性 函数 f(x) =ax+b(a<0) 
在 区 间 [c，d] 取 最 大 值 fc)， 最 小 值 j(d); 
在 区 间 Lc，o ) 取 最 大 值 f(c)， 没 有 最 小 什 ; 
在 区 间 ( 一 c，d] 取 最 小 值 #d)， 没 有 最 大 值 。 


$4. 二 次 函数 的 图 象 


4) 二 次 函数 
【定义 】 二 次 函数 ”对 于 函数 y=f(x)， 当 fx) 可 用 x 的 二 次 三 项 式 表示 
时 ， 即 是 说 ， 一 般 地 能 用 y=ax?* 十 bx 十 c(a 寺 0) 的 形式 表示 时 ， 这 样 的 函 
数 了 (x) 叫 做 x 的 二 次 函数 . 
注意 ”二 次 函数 的 定义 域 是 ~ 切实 数 的 集合 
【定理 ]1。 二 次 函数 y==ax? 的 图 象 
当 o>0 时 ， 是 向 上 开 着 ( 向 下 凸 ) 的 抛物 线 ， 顶 点 在 原点 ， 对 称 轴 是 
y 轴 。 
当 a<0 时 ， 是 向 下 开 着 ( 向 .上 凸 ) 的 抛物 线 ， 顶 点 在 原点 ， 对 称 轴 
是 y 轴 . | 

`. 不论 是 正 或 是 负 ，ie1 越 大 则 抛物 线 的 开口 变 得 越 小 ， 
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注音 sana AAE 和 2 2 
Z. y=XxX , J= ox, J 二 Ks yT 


- 的 图 象 如 图 3-10 所 示 . 【定理 】1 


X ”的 一 般 证 明 可 以 参看 第 七 章 $ ?的 【定理 11 ` 
及 其 [ 系 ]. 
【定理 】2 .二 次 函数 yma(*—p)?+a 的 图 
象 是 把 y= 的 图 象 ， 沿 x 轴 的 正 向 平 
Ë 行 移动 p， 沿 > 轴 的 正 向 平行 移动 & 后 所 
ag 得 的 曲线 . 

图 3-10 因而 ， 它 是 顶点 在 (p，q)、 对 称 轴 是 
直线 x=p 的 抛物 线 ， 且 当 a> 0 时 向 上 开 着 ， 当 a<0 时 向 下 开 着 . 
证 明 可 由 2.2 的 【定理 11 及 其 [ 系 ]， 以 及 本 节 的 【定理 1 证 得 . O 
【定理 ]3 二 次 函数 A 的 图 象 是 把 y=ax’ 的 图 象 平移 后 得 到 的 


nar. 其 顶点 是 (一 也 -， 一 了 4 )， 对 称 轴 是 直线 =- 
证 明 ”由 于 可 以 把 已 知 沙 数 变形 成 

y=oxz+bx+c=a(z+ -2 ) - pte, 
由 【定理 }2 即 可 得 证 ， D 


4.2 二 次 函数 的 最 大 值 最 小 值 (1) 
(EM. 二 次 函数 y=a(x—p) +a. 

当 a>0 时 ， 在 x=p 处 取 最 小 值 4， 没有 最 大 值 。 

当 a<0 时 ， 在 x=p 处 取 最 大 值 4， 没 有 最 小 值 . 
证 明 a>0 时 ，a(x 一 p)* 宇 0， 因 此 a(x 一 p)* 二 4 之 9， 其 中 等 号 在 x 二 =p 时 
成 立 。 因 而 y 的 值 在 x=p 时 为 最 小 值 a. 因为 a(x 一 p)* 能 变 得 任意 大 : 
所 以 Y 没有 最 大 值 ， 

a<0 Bf, alx—p) <0. 因此 o(x 一 p)2 十 4 魏 4、 其 中 等 号 在 x= pha 
Ar, AN y 的 值 在 x=p 时 为 最 大 值 g. A al(x 一 p)? 能 变 得 任意 小 〈 其 绝 
对 值 任意 大 ), 故 > 没有 最 小 值 . L) 
注意 事实 上 根据 [定理 ]2， 考 察 y=a(x—p)'+q 的 图 象 , 由 3 中 【 定 


8 4， 二 次 函数 的 图 象 (113) 


XMR”, 【定理 14 自 然 就 明白 了 . 
【定理 5. 二 次 国 数 y=ax2+bx-4-c, 


当 o>0 时 ， 在 x=- haja — PU ， 没有 最 大 


t. x 
当 a<0 时 ， 在 x=—- AR E, 没有 最 小 


a 4a 


值 ， 
证 明 由 于 可 以 把 原来 的 洒 数 礼 形成 
2 
y=axi+bx-ro=a[ x+ 2y- 4. 因此 ,由 【定理 】3 
RE. Pi 


4.5 二 次 函数 的 最 大 值 , 最 小 值 (2) 
W1. 试 求 二 次 函数 y=x? 一 4x 十 3 Z: 1 和 x 委 4 的 最 大 值 ， 最 小 值 ， 
解 由 于 y=x'—4x+3=(x—2)'—1, 所 以 这 个 二 次 函数 的 图 象 如 图 3-11 
所 示 . 
考察 一 下 在 1<x=¿4 中 y 的 但 ， 根据 3.4 中 【定义 ]4 的 “注意 ", 有 
当 k==4 Ft ,得 到 只 大 值 3. 
当 x=2 时 ， 得 到 最 小 值 一 1. 
例 2. 试 求 二 次 函数 y==x? 一 4x 十 ?在 0 <x=<a 的 最 大 值 ， 最 小 值 . 
M $ f(x)==x? 一 4x 十 3， 这 个 二 次 函数 的 图 象 如 图 3-12 所 示 。 根 据 3.4 


中 定义 14 的 “注意 ” ,有 
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当 0o=<ca<2 时 ， 
最 大 值 为 1(0)=3， 
最 小 值 为 1(0)=a: 一 4a 十 3. 
34.292<a<4 W, 
最 大 值 为 1(0)=3， 
最 小 值 为 1(2)= 一 1. 
` 当 4<&a 时 ， 
最 大 值 为 1(a)=a? 一 4a 十 3， 最 小 值 为 1(2)= 一 1， 
例 3、 试 求 二 次 函数 y=x? 一 2ax 在 0<x=<1 的 最 大 值 和 最 小 值 . 
w $ f(x)=x? 一 2ax=(x 一 a)? 一 a?。 这 个 二 次 函数 的 图 象 ， 是 向 下 凸 、 
顶点 在 (aG， 一 02) 且 通过 原点 的 抛物 线 . 
HTHPE OKS! 中 的 最 大 、 最 小 ， 我 们 把 ae 的 取 值 分 成 如 图 
3-13 所 示 的 几 种 情形 . 
(1) a<0， 最 大 值 f(1)=1 一 26， 最 小 值 f(0)=0。 ` 


(2) 0<a<， 最 大 值 1(1)=1 一 20， 最 小 值 1(0) = 一 a 


(3) 三 a。<1， 最 大 什 1(0)=0， 最 小 值 (0) = e, 
(4) 1 入 ao， 最 大 值 1(0)=0， 最 小 值 1(1)=1 一 2a. 


z 
-< 1 1 ĵÌ 4 
(1) o<0 (2)0o<a<s (8) zs<a<! (à < z 
图 3-13 


例 4， 试 求 x? 十 2y?=1 成 立时 ，x’ 十 > 的 最 大 值 ， 最 小 值 ， 
M HF xx= y, E yE yyt a 得 1- 2y:2>0, 


| Š 4， 二 次 函数 的 图 象 (115) 
O TA 


应 用 有 的 图 象 如 图 3-14 KK x+y 
在 -2 << 2 GEA. RAM. 


1 am. S 、 7 
当 y= hh, RAE g. A, I g, 


— 


x= + v14 
— 4 ` 


当 y=— 2 时， 得 最 小 值 一 -2 
这 时 的 x=0. 


$ 5， 分 式 国 数 , 无 理 函 数 的 图 象 


51 分 式 函 数 的 图 象 


LEXI. IRER ITER y=J(x), 310) 能 用 x 的 分 式 表示 时 ， 
MRES f(x) 岂 做 x 的 分 式 函 数 ， 


注意 “分 式 函数 y= E 的 定义 域 ， 是 满足 8(*) 专 0 的 全 体 实数 xi 
集合 . 
【定理 ]1. 分 式 函数 y= 过 (六 0) 的 图 象 是 等 轴 双 曲线 。 其 渐 近 线 是 x 轴 和 和 
> 轴 ， 

o> 0 时 ， 其 图 象 位 于 第 一 、 第 三 象限 . 

a<0 时 ， 其 图 象 位 于 第 二 、 第 四 象限 ， 
` DE3812. 分 式 函 数 y> 一 二 二 二 十 Ho 于 o) 的 图 象 ， 是 把 ?一 全 的 图 象 沿 x 轴 


方向 平移 m, Ha y 轴 方 向 平移 1 所 得 的 图 象 ， 也 就 是 说 ， 它 是 以 两 条 直 
线 X=m，》 二 1 作 浙 近 线 的 等 轴 双 曲线 . 
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证 明 ”由 本 节 [定理 】i，2.2 的 [定理 ]1 及 其 【 系 】 可 证 . 口 


【定理 ]3. 分 式 函数 ?一 ZE (caso, ad 一 bcso) 的 图 象 ， 是 以 两 条 直线 


x=—— 


o y= ERROS ARR. 
EA ”由 于 可 以 把 已 知 函 数 变 形成 


ax+b bc 一 ad a 


= 一 一 = 十 
cx+d c*(x+ 5) C 


故 出 { 定理 2 得 证 . 口 
52 ”图 象 的 合成 

例 1， 试 求 分 式 函 数 ?一 x 十 过 > 的 图 象 

W + y=x, =. | @ 
对 于 同一 个 x 值 ， 下 式 成 立 


y=y,i+y.. @ 
先 分 别 画 出 @O 中 两 函数 的 图 象 ， 把 关系 式 @ 视 为 坐标 平面 上 垂直 Fx 
轴 ，。 且 以 x 轴 为 基准 具有 正 、 负 向 的 二 线段 的 和 。 作 出 尽 可 能 多 的 点 并 把 
这 样 得 到 的 所 有 的 点 平滑 地 连接 起 来 ， 就 得 到 所 求 的 图 象 。 如 图 3-15 所 
Z. 
注意 利用 象 @ 那 样 的 关系 式 ， 由 两 个 ( 或 两 个 以 上 的 ) 函数 图 象 来 作出 
一 个 诅 数 图 象 ， 这 叫做 图 象 的 合成 ， 


例 2。 试 求 分 式 函数 y= Ulama, 


解 ”把 原来 的 函数 变形 为 


1 
y=x 一 二， 


1 
而 令 yi =xš:, y2 一 一 X，。 @: 


因为 y=y+y;, 所 以 分 别 作出 @ 中 两 个 函数 的 图 象 ， 再 把 它们 合成 
asi kiasa 如 图 3-16 所 示 。 


$5 SARA -O 无 再 函 数 的 图 象 (117) 


3-15 图 3-16 
53 分 式 函 数 的 最 大 值 、 最 小 值 
例 1. 试 求 分 式 函 数 y=ax 十 之 (a>0， b>0) 在 x>0 的 最 小 值 ， 


解 ” 将 原 式 化 成 ax 一 yx 十 b 一 0 @ 
由 于 x 33, #& : 
D=% — 4b), 


ny2 ab XYY ab , 
由 x>0 时 的 图 象 (图 3-17) 可 知 ， 最 小 值 是 2 ab , 
这 时 的 x 值 是 y=2w ab 时 也 的 重 根 所 以 


x= /了 
G * 


注意 1. 对 于 x>0,， 有 ax>0, —>0, 
因此 
| ax. =2 ab. 


BT, W/M82 2y ab .又 ， 此 时 的 x 值 
由 


b ” b 
x= , (x>0), 但 -x 二 >- 


图 3-17 Wo 
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2. 在 上 例 中 ，x<0 时 的 最 大 值 是 一 ?\/ 面 .此 时 的 x 什 是 一 人 / 了， 
( 注意 ， 原 来 的 函数 是 在 区 间 ( 一 。 ，0) 及 (0， 十 co ) 上 的 奇 函 数 . ) 


X2 十 2X 一 3 


例 2. RRA R 函数 ?= gy 的 最 大 值 和 最 小 值 . 


解 . 分 母 ，x? 一 2x 十 3 二 (x 一 1)? 十 2 对 于 一 切实 数值 都 不 为 0 去 分 母 并 
整理 后 得 
(y—1)x!'—2(y+1)x+3(y+1)=0, @ 


当 x= 了 时 ,得 y=1. 
当 ysl 时 ，Q@ 中 的 x 是 实数 ， 因 此 
T =(y+1)1—3(y—1)(y+1)>0, 


"ya. y:—y—2=0 . —1<y<2, 
E 中 ， 所 以 > 的 最 大 值 是 2， 最 小 值 是 一 1。 


945. 试 求 分 式 函 数 y 二 一 二 2 十 1 在 0 <x<a MIRAR ME. 
解 函数 图 象 如 图 3-18 所 示 . 

当 0 <a <2 时 ， 最 大 值 是 二 ( x=0 
W). 


— — -Å 


| 


至 小 值 是 一 一 六 +1(x=a RJ). 


当 6=2 时 ， RAEE C=O 
时 )， 


—_ — -=s Å. - s... Á 


”没有 最 小 值 . 图 3-18 
当 o>2 时 ， 既 没有 最 大 值 ， 
也 没有 最 小 值 . 


5.4 无 理 函数 的 图 象 
【定义 ]2. 无 理 画 数 ”对 函数 y=j(x)， 当 f(x) 可 用 * 的 无 理 式 表示 时 ， 此 


$ 5， 分 式 函 数 ' 无 理 函 数 的 图 象 (119) 


函数 叫做 x 的 无 理 函 数 ， 
注意 无 理 函数 y=w EC) 的 定义 域 ， 是 使 8x) 之 0 的 所 有 实数 x 的 集 


Ar 

(ESM. LEBA y=,/ ax 的 图 象 ， 是 抛物 线 y'=ax 在 y 之 0 的 部 分 ， 

证 明 无 理 式 y= WW ax 的 图 形 是 y=ax 的 图 形 的 一 部 分 (对 应 于 y>). 
“< 


my =a 的 图 象 是 抛物 线 ， 
【 系 】 无 理 函 数 y= 一 w ax 的 图 象 ， 是 抛物 线 y2=ax 在 y< 生 0 的 部 分 。 
注意 ”无理 贡 数 ?= ax ，? 一 一 w ax 的 图 形 ， 如 图 3-19 所 示 。 


(a <0) 


j= Ja X 


y (a>) 


yi _ 


` 
wa 
` 
e 四 
> 
+ 
at 
“ 
Piai 


图 3-19 
【 定 更 ]5。 LEAR ?一 ax+b tela, 是 把 y= 二 WV ax 的 图 象 


Me 轴 方 向 平移 一 卫 ， 沿 y 轴 方 向 平移 c 后 所 得 的 曲线 ， 


证 明 原来 的 函数 可 以 变形 成 
y= VFB te=] a+?) +c 

因此 ， 根 据 [定理 ]1 RRIK], TEHE. 口 

例 1， 试 求 无 理 函 数 y= v CFFI 十 1 的 图 象 


N ?之 1， 因 而 下 式 成 立 : 
CO 


(x 一 1 十 (7 一 1 =4(y2>1). 


图 象 如 图 3-20 所 示 ， 
W2. AREA y= V xz 十 2x 十 2 十 1 的 图 象 ， 
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-一 -一 一 -一 一 一 一 一 一 一 


(y 一 1) 2 一 x? 十 2x 十 2 一 (x 十 1)2 十 1， 
e (x+1):—(y—1):=—10(21). 
图 象 如 图 3-21 所 示 ， 


图 3-20 因 3-21 


8. 试 求 无 理 函 数 ，? 一 vx2? 十 2x l aha 
N yl1， 故 下 式 成 立 ， 
(y—1):2=x2+2x=(x+ 1)°—1, 
(x<+1):—(y—1)2=1(y2:1). 
其 图 象 如 图 3-22 所 示 , 
例 4， 试 求 无 理 函 数 ?一 w x: 十 2x 十 1 十 1 的 图 象 ， 
解 y=w xxt] +l 
= (x+1)’ 十 1 
一 | x 十 1/ 十 1. 
其 图 象 如 图 3-23 所 示 ， 


图 3-22 


$5。 分 式 函 数 . 无 理 函数 的 图 象 (121) 


55 无 理 函 数 的 最 大 值 、 最 小 值 
例 ” 试 求 无 理 浮 数 y==x 十 4 一 x? 的 最 大 值 与 最 小 值 . 
解 ” 这 个 函数 的 定义 域 是 一 2 <x 志 2. 关于 其 函数 图 象 ， 只 要 把 y=x 和 
一 W 4 一 % 的 图 象 合成 ， 便 得 到 y=x 十 v4 一 x 的 图 象 ， 如 图 3-24 中 
的 实 《 Bh ) 线 所 示 . " 

由 图 可 知 ， 函 数 的 最 小 值 是 一 ? t 
(x 一 一 2 时 ) , 
又 由 〈? 一 x) 一 4 一 x ， 得 

2x: 一 27X 十 ?2 一 4 一 0。 

而 x 是 实数 ， 因 此 


`. Fd 
`< 


jA 
⁄ \HSN 4— xz 
' 


2-=y—2(y—4)>0, 


一 2 2 SYK2V 2 。 
因而 由 图 象 知 ， 最 大 值 是 2w 2 。 图 3-24 
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第 四 章 “指数 与 对 数 


8$ 1. 对 数 的 历史 


对 数 是 由 苏格兰 男 历 醒 普 尔 (1550 一 1617) 首 先 发 现 的 . 1614 年 出 版 
”了 他 的 《奇妙 的 对 数 规则 的 说 明 》 一 书 , 此 书 向 全 世界 鲜明 了 对 数 的 性 质 ,并 
作出 了 在 第 一 象 跟 内 以 一 分 为 间隔 的 角 的 正弦 的 自然 对 数 表 、1618 年 出 
版 了 《 说明》 的 英 译本 ( 译 者 为 爱德华 ' 芮 特 ) ， 附 录 中 首次 出 现 了 以 e 为 
底 的 ， 略 去 了 小 数 的 一 般 自 然 对 数 表 . 

对 数 的 发 现 带 来 了 计算 方法 上 的 革命 ， 拉 普 拉 斯 赞美 道 , “对 数 的 发 
现 减 轻 了 人 入 们 的 辛劳 ， 使 天 文学 家 的 生命 倍增 ”"、 常 用 对 数 表 出 现 于 1620 
年 ， 是 由 耐 普尔 和 英国 剑桥 大 学 教授 布 立 斯 (1556 一 1631) 编 制 成 的 在 这 
个 十 四 位 对 数 表 中 ， 包 括 从 1 到 20000 及 从 90000 到 100000 的 对 数 ， 


$ 2. 指数 法 则 的 推广 


2.1 指数 法 则 

有 必要 把 a".a"=a"" 这 类 “在 指数 之 间 成 立 的 关系 ”, 由 m,n 是 自然 
数 的 场合 扩张 到 取 一 切实 数 的 场合 ， 
【定义 】 REH Ena 相 乘 的 积 写 成 o*。 这 时 的 由 做 乘 竺 的 指 
数 . 
注意 ”在 这 个 阶段 ，e 可 以 是 任何 数 ，n 是 自然 数 . 不 言 而 喻 ,在 本 章 中 
只 处 理 实数 ， 因 而 ， 如 果 没 有 事先 特别 说 明 ，a 就 是 实数 ， 
DEIN. (WEM) a, b 是 正 数 ，m，n 是 正 整 数 ， 则 下 列 等 式 
RZ. 


(1) aasa (2) -Sg =a"-" (m>n); 


(124) 第 四 章 指数 与 对 数 


ee 


(3) (q")"a=q"", (4) (ab)"=a"b", 
(0) ($) <= 
上 述 五 个 公式 叫做 指数 法 由 . 


m 个 nt 个 
—n' 
证 明 (í) a*.a"= (asas a ed PEN ‘a) 
m +n ¿"` 
> SšSa<unssaÁÁsƏsi—ccəridk k iii, ` 


=q -a -aa mgt” 
注意 (2)=(5) 都 可 按 上 述 方法 证 明 ， O 
为 了 把 指数 m,n 由 正 的 整数 扩张 到 有 理 数 范 围 ， 作 为 准备 ， 有 必 村 
先 整理 出 下 列 关于 方 根 的 法 则 . 
[%38)2. ( 方 根 和 运算 法 则 ) 
a, b EEX, m, n, p 是 正 整数 ， 则 下 列 等 式 成 立 。 


O asses 2) Ve n/a 
b 


,, (8) (a= 而 | (4) BARA 
(5) Y a =Y a", 
(EY, y T 等 根 号 中 ， 设 mm，# 是 不 小 于 2 的 整数 .) 
证 明 O) (Yab) = a (Yo) 
=ab. (指数 法 则 (4)) 
KAY az b>0, ab>0, UH n 次 方 根 的 定义 得 


Ta/ 百 = 而 3 0 
x ， Ja Yay ` 
2 @) (= Za r =g ( 指数 法 则 (65) ) 
A 一 > 
: (3) areg Nar "yaaa, ` 


w (ay -yy ( Z EFi; (要 所 少数 法 Ma 


a YE = a PE 


92. 指数 法 则 的 推广 (425) 


一 一 一 一 一 一 一 -一 一 -一 一 一 -一 一 一 —— o rm —  — -. —..- 一 一- — aa a 


Sn gmas a rp ep eae 


(5) (Y T7’ =a, 
( 根据 指数 法 则 (3) ) 


(Y= a =a”, 
s, P a" = n/a". J 
注意 关于 方 根 ， 可 定义 如 下 ， 
Gi) Š n HAAR, WE =A 的 a 值 (实数 值 ) 有 一 个 。 把 这 个 a 
车 4<0， 则 


值 叫 做 A 的 8 次 方 根 ， 用 4 表示 。 知 4>0， 则 a>0; 


=n: 
当 n 为 偶数 时 ， 著 A2>0, MYE at= À 的 a 值 有 两 个 。 一 个 是 正 


数 ， 另 一 个 是 负数 。a 值 是 正 的 一 个 用 </ ARR. 
(34 A<0 时 ,满足 a =A4 的 a 不 存在 . ) 
Gi) 按 4 的 上 述 定义 ， 有 

JA =YB Z? 4=B. 

2.2 指数 的 推广 

设 指 数 法 则 (2) 在 m=n HER, W 


G) 1=-2 -=on-r=a， 亦 即 应 规定 


m 


0 一] 。 
BO) 在 m <n 时 也 成 立 ， 则 令 m 十 pr， 有 
=q t=, 亦 即 应 规定 


GD = 
or 一。 
又 设 指数 法 则 (3) 在 m 是 分 数 时 也 成 立 ， 则 当 黄 = 未 时 ， 
Gi) (at y= at “=0. 亦 即 应 规定 
ar = 2. 
从 而 有 | 
Gv) = teya =s 五， 亦 即 应 规定 


om SE 
可 以 把 上 述 结果 再 进 一 一 步 推广 到 负 的 有 理 数 。 例 如 
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$ -y ya -4_/ ayt [sami TESIS. os | 
(A yi 
于 是 . Hiti. 负数 ， 分 数 的 场合 都 作 了 定义 。 也 就 是 说 指数 概念 
被 推广 到 了 全 部 有 有 理 数 。 对 于 这 个 推广 了 的 指数 ， 为 了 说 明 上 述 五 个 指数 
法 则 也 成 立 ， 只 要 证 明 下 面 的 定理 就 行 了 。 
【定理 ]3. co>0，7y，s 是 正 ( 或 负 ) 有理数 时 ， 下 列 指数 法 则 成 立 ， 


Qa".Q’'=a'*’, (a) =a". 


证 明 设 r= = ge m, 了 是 正 (或 负 ) 整 数 ，m a 是 正 整 


nq q 
r] aT Mla™? = Ma 


~mg+np_ -有 二 -了 了 
= ef gr =a ng = qn i =’, 


(a= (as) + =(#/ Ya = (qas) 
= H a) = Hla =a Fi =0", = 


注意 ”把 a 取 为 正 数 的 原因 是 ， 当 a 是 负数 时 ， EIER, AM 也 就 
变 得 困难 了 ， 例如， 车 0 一 一 16， 则 a2=4i， at= YI =y 27 
号 4，…， 吐 闪 ofi .上述 定理 不 再 成 立 。 当 a 是 正 数 时 ， 属 在 n 是 奇数 时 
取 实 数 ，n 是 偶数 时 取 正 数 值 . 因此 在 其 中 任何 一 种 场合 6 -~ RRE. 

当 o RER, n EERS (n> ) BF, a * 值 是 正 数 (3/ a). 

当 a 是 负数 时 ， 若 限于 是 奇效 (之 3) 的 场合 , 则 a 取 实 数值 ， 此 
值 是 负数 。 a 是 负数 ， n 是 俱 数 时 ， TES 存在 (不 存在 这 样 的 实数 值 ) . 例 
如 ，( 一 8)3W CS) = 一 2, 而 (一 8)? 这 个 数 则 不 存在 。 


Sj Ce 一 645 =2, 


这 是 错误 的 这 是 因为 (一 8) 了 不 存在 ,所 以 (一 8)* 也 不 存在 的 缘故 ， 

再 者 ， 在 指数 的 推广 中 ，a 仅 限于 取 正 数 。 这 一 点 对 实际 计算 没有 什 
么 影响 .这 是 因为 ， 对 任何 底数 的 军 都 可 以 好 结 成 a"(a>0) 的 形式 来 计 
算 。 例如 ， 


m m n 
由 于 r= — =, s= -人 一 所 以 
a'a'= 


§ 2. 指纹 法 则 的 推广 0m) 


` 一 一 一 ~ 一 一 一- 一 一 -一 一 -一 — 


(—8)}=+(+8}, Ce = ETTEN 
于 是 ， 指 数 被 推广 成 了 有 圭 数 . 作为 一 个 例子 ， 列 出 2' URR. 


r 27 þr r 2: 于 
.001 1.000 693 4 0.999 307 1 .40 1.319 51 0,757 88 
+005 1.003 471 7 0.996 540 2 .45 1.366 G4 0.732 04 
.01 1.006 955 6 0.993 092 5 ,50 1.414 21 0.707 11 
. 02 1.013 96 0.986 23 , 55 1.464 08 0.683 02 
.03 1.021 01 0.979 42 .60 1.515 72 0.659 75 
. 04 1.028 11 0.972 66 ,65 1.569 17 0.637 28 
.05 1.035 26 0.965 94 . 70 1,624 50 0.615 57 
.10 k D71797 0,933 03 , ?5 1.681 79 0.594 60 
。15 1.109 57 0.901 25 ,80 1.741 10 0.574 35 
.20 1.148 70 0.870 55 85 1,802 50 0.554 78 
. 25 1.189 21 0.840 90 .90 1.866 07 0.535 89 
.30 1.231 14 0.812 25 .95 1.931 87 0.517 63 
,35 1.274 56 0.784 58 1.00 2.000 00 0.500 00 
使 用 此 数 表 按 下 列 方式 作 计 算 ， 


2921, 68 一 二 21+0, 65+0 .03—91. 990. 65 .90, 03 


=2(1.569)(1.021)=3.204, 
9 -9.31z.o-1+0,63. 20 .00+0 031 20.00.20.03 /2 


> i =0.774. 
为 了 把 指数 再 推广 到 实数 ， 试 考察 收敛 于 r 的 序列 fis f2» "°° r, 
.…， 而 把 a' 定义 为 a ， a2 ，…，4" ，… 的 极限 。 也 就 是 说 ， 
设 =lima", 
作为 一 例 ， 我 们 来 定 XT, 因为 
a 
1.41< 2 <1.42, 
1.414<. 2 <1.415, 
1.4142<\ 2 <1.4i143, 
1.41421 <. 2 <1.41422, 
所 以 
21.4 忆 22 二 21.5， 
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Í<— — —— — — . — į — —- ` 


921. 414 <2v2<21 . 415, 
21.44420 Vz LI! An 
91 . 41421 <2? <2! 41422 


2.639<21.4<5V2 <2!1.5<2.829, 
2.657<21.<2v2 <21.2<2 676, 
2.004 to E C Sl ds. 9 887. 
2.665<21.042<ovV T <21.44 <2.666. 
由 此 得 
2V2 =2, 6657 
把 这 个 过 程 用 图 形 表示 就 如 图 4-1 所 示 。 


图 4-1 


为 了 使 上 述 定 义 成 为 可 能 ， 必 须 证 明 下 列 两 个 定理 ， 
【定理 }4. 若 有 理 数 序列 (r. Week, HU a" 也 收敛 . 
证 明 当 a=1 H, ERBERK. 

o>1 的 情形 ， 

3 rn<rs， 则 | a'1 <a, 

事实 上 ， 由 r: 一 rt>0， 有 a72-0> 172-0 一 1，a2 一 arl.a72-r1> arl。 

其 次 ， 人 设 q 是 任意 的 正 整 数 ， 则 由 于 ra 收敛 ， 故 可 适当 地 决定 一 自 
然 数 N， 当 n>N，m 之 N 时 ， 有 

- T <r,—r, <. 

当 r RAES, a 单调 增加 ， 所 以 


- s: Iz 
a 1⁄4 qm Tn <a t 


车 令 a=1+d(d>0), IJ 


”§ 2， 指 数 法 则 的 推广 \129) 


a'/t=(1+4)4 <+ 
从 而 


a Ym~rn a 
1 í <a <+ 


a—1 
esa ag 
AR R 满足 r,<R, W| a™ <a", 
| am —a" | jin | a” Grmm -rm aq” | 一 am | am 和 一 1 | 
a—1 | 
q` 
由 于 gq 是 任意 的 ， 若 取得 足够 大 ， 则 可 使 


| ar 一 ar | <e, 


<a 


因而 《am } 收敛， 
a 忆 1 的 情形 ， 


若 令 a=, W| b>1， 由 于 《一 re}》 收敛 ， 所 以 {b-"》 也 收敛 ， 


si (G) pae 
b = bm ma b / =G ; 


从 而 a” tk. | C 
由 这 个 定理 ， 也 可 以 定义 ( 例如 )a“3(a>0) 的 意义 . 也 就 是 说 ， 若 
收敛 的 有 理 数 序 列 (r. 的 极限 值 是 V2， 则 a" 也 收敛 ， 其 极限 值 定 x 

J ai, 

【定理 15. 对 于 以 r 作为 极限 值 的 两 个 有 理 数 序列 {ra}, {rfs XK 

序列 (an 》， (afr) 也 具有 相同 的 极限 值 a. $ l 

ER ” 若 把 两 个 有 理 数 序列 {ra}, {r2} 合并 而 组 成 一 新 序列 ， 

O Pi nfs To Tfn '! | š 

则 此 序列 收敛 于 7， MT, a", af, an, a KAF a. D 
E r 是 实数 时 ，a' 是 正 数 ， E (rs? y. 所 以 gKr<G. H 

Hg, 4 0>1 F, a"2>at>o; 3 a<1 B, 
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r. -G 
(GSE) > ">=>, 在 其 中 任何 一 种 情形 下 ,部 
# o>. | | 
这 样 -- 夹 ， 指 数 概念 被 推广 到 了 实数 。 且 指数 法 则 仍然 成 立 。 
【定理 ]6. 当 o>o 时 ， 对 于 任意 的 实数 x，y，。 下 列 等 式 成 立 ， 
a". a= ats, 
(a=) =a”. 
ur < x=lim x,, y=lim Yal Xas Yn 是 有 理 数 ), 则 
| a%" a?" pm a*t ys 
取 其 极限 得 。 aasa”, 
其 次 Wy 是 正 有 理 数 ， 则 令 


=P. (y t=: a =n (p, q 是 自然 数 ) ,有 


E l= (a7) =a aa =a tt t, 


从 而  é=n. 
y 滥 负 有 理 数 的 情形 ， 只 要 令 y= —z 即 可 。 i 
进一步， 5 y 为 实数 且 1limy" 一 =y 而 yr 是 有 理 数 时 ， 有 


《er)? =Q. 
两 端 取 极 限 值 ， 由 [定理 15 81, 22 W E limlar)" (ay 


而 右 端 ， 由 指数 函数 连续 性 , lima?" = a, 
n Cla) =a”. oO 
注意 ” 象 这 样 进行 指数 的 推广 是 困难 的 .因而 也 可 以 采用 把 指数 函数 定义 


为 对 数 函 数 的 有 反 隔 数 的 方式 来 推广 指数 ， 从 注重 理论 的 角度 . [看 ， 这 种 方 
法 是 合适 的 . 但 在 此 ， 我 们 是 按 传统 的 顺序 作 推 广 的 。 


$ 3。， 指 数 通 数 (131) 


-ee 一 一 一 一 —a—VI —n ———— __ — Ñan w s 


$3。 指数 函数 


3:1 指数 函数 
在 人 Xx)=a*(a>0，a 志 1) 中 ， 给 x 以 任意 的 实数 ， 与 此 对 应 ，a” 的 值 
都 是 确定 的 . 函数 o 叫做 以 a 为 底 的 指数 函数 . 指数 函数 的 定义 域 是 全 
体 实数 的 集合 ， 值 域 是 全 体 正 实数 ， 旦 是 一 一 对 应 的 。 
【定理 ]1. 若 a>1, y 是正 有 理 数 ， 则 ar> 1!1. 
证 明 (i) r+ 是正 整 数 时 ， 
QO=axXaX Xa>1lX1X. XxX1=1, 


< .. 一 


?个 r 


(ii) r= (m, n 是 正 整 数 ) 时 ， 


a= <, MNN n RS aT) <, "<, 这 与 


(i) 巴 盾 ， 因 而 ar=a ">1. D 


【定理 】2. 20 <a<1, r 是 正 有 理 数 ， 则 0 <a <1. 
1 1 


一 -一 


证 明 cr-(o-0- 一 (证 ) = (+) , 
a 


: r 
由 于 0<a<1， 所 以 二 >1， 再 由 [定理 j1，( 三 ) >1， 故 其 倒数 小 于 


1, ' 
r o<a <i, G 

【定理 ]3.. #a>1, r, s 是 有 理 数 ， 且 r<s, Nja <a. - 

证 明 -0 一 o-r>1. 由 于 ar>0， 所 以 两 端 乘 以 or 后 得 ar>a。 O 


a 
【定理 14. ZZ a>, r 是 正 有 理 数 ， 当 使 > 无 根 变 大 时 ，a 也 无 限 变 大 ， 
证 明 Ha>, Cuji; a=1+b, b>0, a'=(1+b)'>1-+nb. 
#n+12>r2n, Ii a'a" >1+nb. 
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从 这 个 式 子 可 以 看 出 ， 知 EREK, Mab 也 筷 限 变 大 ，a 也 无 根 
ER O 
注意 ”如 上 所 述 ， 指 数 意 义 的 推广 是 看 成 有 理 数 序列 的 极限 来 实现 的 . 上 
面 所 列举 的 诸 定理 ， 对 于 x 取 任 何 实数 值 的 函数 所 xz)=o a>, aËg1) 
ERZ. 出 这些 定理 可 得 指数 函数 的 单调 性 ， 即 当 a>1 时， 车 x 增 加 ， 
Ni) y= 也 增加 . 当 1>a>0 时 ， 若 x 增 加 ， 则 > 减少 . 总 之 ， 具 有 单 调 
增 轴 或 者 单调 减少 的 性 质 . 当 a>1 时 ， 若 xx 从 一 ce 增加 到 +ce， 则 从 
0 增加 到 十 oe .而 当 1!>o>0 时， y 从 十 co 减少 到 0 


32 指数 函数 的 性 质 、 
下 面 列 出 了 指数 函数 (x)= (ao> 0,o 所 1) 的 基本 性 质 ,最 好 与 指数 函 
数 的 图 象 对 照 起 来 认识 它们 (图 4-2). 
指数 函数 的 性 质 fj(x)=a: (o> 1). 
G) 对 于 x 的 一 切 值 ，f(x)>0; 
(2) 1(0)=1; 
(3) 车 x 增加 ， 则 了 x) 单 调 增加 ， 
(4) x—oo Rr, f(x)—oo°; 
(5) x>—əəoW, f(x)>0; 
: (6) f(xidx;)=]J(x,)*f(x;), 
(x i—x;)=1(xi)/f(x;), 
fmx)= {1(x)} "; 


(A) u>1 | (BY a<! 人 二 


{(X) 


(7) 图 形 是 向 上 种 的 ， 
证 明 《6) Ix tx) =a" 一 0 ‘a: = flx) jlx). 


` 
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w. — 一 一 一 -一 一 一 一 ~ 一 i t... a —a - —— a a 。 ~ — a a 


NW) Fr = i)a). 


J(mx)=a""=(a*)%“= {f(x)} ". 
(7) 设 yı=a", y;=q"=, M) 


xi+ x+ 


va yD , 


yi +y; 
23 V yI” 


a“ 十 Qx X + x 
šE FK OD 


BREH, EJJJEl3 EJ 169, D 


m S= F, ga) (>o), 


MI) {1(x)} *— {g(x)} :一 地 {(e* +e-* y—(e* —e"* )’} 


1 
Be ` x , - x 一 
4 4-e*" '€ 1 


{f(x)} “一 《g(x)} 2= 1. 
R “天 x)，g(x) 分 别 叫做 双 曲 线 余 弦 《chx)， 双 有 曲线 正弦 (shx). ( 参看 
本 章 § 7【 定 义 】2.) 


【定理 15. y=a* (a>0) 在 一 eo <x<co 上 是 连续 的 
证 明 a=1 时 是 很 明显 的 . 

co>1i 时 ， 设 4 是 任意 大 的 正 整 数 ， 则 可 确定 某 个 自然 数 N, 使 得 当 
n>N 时 ， 有 


-7 <x,—x<—. 
因此 由 az 的 单 增 性 有 


1 
— 
q 


Ë 
a r aras <a . 
#“as=1l+d(a>0), Wi 
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d a 
la" -*—1 |<- = ! 
| Sa q 


fi, WT4EB0EB e WAA a 使 满足 & <e， 此 后 确定 N， 当 
n>N 时 有 
| la™ -*—1]| <e RI lima ”一 !。 


从 而 
lima” =lim(a’a’” -*)=a*1=a'*. 
%— co n — > 


a<1 时 ， 若 令 a= 方 ， 则 5b>1， 归 结 为 前 述 情形 。 
也 就 是 说 ，?=0 在 任意 点 x 是 连续 的 ， D) 


$ 4。 对 数 及 其 基本 性 质 


对 于 指数 函数 y=a*， 若 ao>1， 则 当 x M—F] tooit t, y 从 0 
单调 地 增加 ， 变 为 十 ce .由 此 可 知 : 

对 于 正 实数 a，b(a 二 1)， 满 足 a*=b 的 实数 x 仅 有 一 个. 当 0<a<i 
时， 函数 a* 的 值 从 十 。 单 调 地 减少 到 0， 因 此 完全 同样 地 ， 满足 a =b 
的 实数 x 也 仅 有 一 个 . 
【定义 】 对 数 ” 设 a 是 不 等 于 1 的 正 数 ， 对 于 正 实数 p, M ]E a"=p 的 实 
数 +， 叫做 p 的 以 a 为 底 的 对 数 ， 写 成 


r=logap. 
这 个 p 叫做 r 的 真 数 .由 [定义 ] 显 然 p>0， 
又 由 4 一 1， QI 一 0) a =g", 
n logsl=0, log.a=1, loga =r. 


【 定 环 】1. 设 a>0, a1, p>0, q>0, a 是 实数 ， Ny 
(1) logjpq=log+log.q; 


(2) log. q =log,p—logaq; 


(3) log.p° =alogup. 


| Š 4. 对 数 及 其 基本 性 质 + 136) 


证 明 $ r=log,p, s=lót,q, M) p=a, q=a', 


r 
kati K... s w 
pq=qa'a'=a't*, Q U sa g” 


..  logapa=r+s=logap+logag. 


I E 
Ogag =r—s=logp—log.q, 


p° =(a')° =a", 


.. log,p° =ra=alog. L! 
log. 
LEMI. logp=log.b:logip, Bl logip= -ioeo ° 
证 明 $ log;n=r, WMJb'=p, 
log.p=log,b'=rlog,b=log.,b:log;p. DJ 
[Æ] log。.b.1ogtc……1logsa 一 1， 


【定理 ]5. log | p= 一 log op. 


证 明 $log ,p=r, 有 or 一 全 
T a p 


í 1 
“» Y=logs ys =log,1—log,p= —log, p. 
log, = =l oga, P. 口 
@ 


注意 把 tog.p 二 log。a 变形 时 ， 得 logs pq. 但 其 相反 的 变形 不 能 是 无 条 
件 的 . 这 是 因为 对 于 log。 pg， 其 真 数 的 条 件 是 pg>0，, 但 并 不 一 定 意味 着 
p>0 和 g>0。 所 以 只 能 有 


loga pq=log, p +log。 q 


例 log,x°=21log, 


x . 


当 x>0 时, log6 x’=2 1og。x; 
当 x<0 Bf, [og,x°=2 log,( —x), 
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pe e a — A 
. 


$5. 对 数 函 数 


【定义 ]1. HREN lal mj ! 的 正 实 数 ， 与 任意 的 正 实 数 x 对 应 
的 ?是 log。x， 则 

y=log, x 
叫做 以 a 为 底 的 对 数 函 数 。 

由 此 定义 知 ， 对 数 函 数 的 定义 域 是 全 部 正 实数 的 集合 . 值 域 是 全 部 实 
数 的 集合 . EAR y=a” 中 的 x 与 交换, 改写 成 x=a, 便 得 到 
?一 iog。x, 因 此 对 数 函 数 与 指数 函数 互 为 反 函 数 . 从 而 ,对 数 函 数 y=logax 
的 图 象 与 指数 函数 y=a” 的 图 象 ， 关 于 直线 y=x 对 称 。 对 数 函 数 的 图 象 
如 图 4-3 FAR. 


(A) a>>! 时 (B) 1>a>0 时 
图 4-3 


【定理 〗 若 a>1, p>q, 则 1ogsp>logsq; 

者 1303>0, p>q, 则 1ogsp <log。 4q. 
WA 令 log。p= 二 x,， logs gy, 则 p=a”, q=". HF p>q, Br) at >a, 
由 8$3 诸 定理 知 ，a>1 时 x>y， 即 log。p>log。d; 

1>a>0 时 , x<y, BI logap<loga qa. 

因此 ， 对 数 函 数 y=1log.x 在 ao>! 时 是 单调 增加 的 ， 假如 x 变 为 无 限 大 ， 
M 》 也 变 为 无 限 大 假如 x 无 限 趋 近 于 0， 则 ?> 为 负 且 绝对 值 变 为 无 限 
< 


85. 对 数 函 数 (137) 
假如 0o<a<1， 则 y=log,x 单调 减少 . 如 果 x 变 为 无 限 大 ， 则 y 为 负 
县 绝对 值 变 为 无 限 大 . 如果 x 无 限 趋 近 于 0， 则 y 变 为 无 限 大 . 口 
【定义 ]2. 指数 方程 式 ” 在 指数 上 含有 未 知 数 的 方程 式 ， 叫 做 指数 方程 式 . 


例 1，3"+3-*=2.( 若 令 3"=X， 则 3 一 支 .) 


10*—10-* 
例 2. 中 时 ， 解 了 0 二 10-* Te 


( 令 10*=X， 利用 X>0.) 
例 3。 试 求 101=x 1 的 负 根 .. 


($x=—t, -= logot, HAMSA.) 


【定义 ]3， 对 数 方 程式 ”对 数 的 真 数 或 底数 (或 同时 ) 含有 米 知 数 的 方程 
式 ， 叫 做 对 数 方程 式 . 
例 1. logiox 二 logle(6x 二 11)=1( 注 意 x>0，6x 十 11>0)， 
例 2. logi- (x+ 1)=log,a (x—1)’, 
(因为 对 数 的 真 数 是 正 ， 底 是 不 等 于 1 的 正 数 ,所 以 x> 一 1， 
_x=co, 1, 2.) 


3 
Nz. log: YX 十 1og4 y=logs y+logs=log,(xy)' =. 


(在 例 2 和 例 3 中 ， 上 共有 不 同 底 的 对 数 都 要 换 成 以 10 为 底 的 对 数 .) 
LEXI. HATER ”在 对 数 的 真 数 中 含有 未 知 数 的 不 等 式 ， 叫 做 对 数 


不 等 式 . 
例 1. 试 求 满足 log, 2 < 1 (a>1) 的 x 值 的 范围 (必须 按 a 的 不 同 取 
值 进行 讨论 . ) 


例 2. 试 把 满足 logyy 一 21og,x<l 的 点 (x,?) 的 存在 范围 图 示 出 来 。 
解 令 logx y= 二 X， 则 


2 
X— yx <!. 


其 解 为 X< 一 1， 或 0<X<2， \ 
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yhy u= x, i 
— i 因而 当 0<x<1 8, y>— T 1>y>2, 
Z . 
IU 
| . 1 
1747 >z . A x TSOA 
Ç 
图 4-4 中 带 阴 影 的 部 分 《不 包括 边界 ) 
图 4-4 就 表示 了 上 还 范围 . 
$6. 常用 对 数 


(EXI. 党 用 对 数 


以 10 为 底 的 对 数 叫做 常用 对 数 。 通常 ,把 logiep 5 


成 lg p， 而 把 底 10 省 去 . 

【定义 }2。 对 数 表 ”这 是 把 许多 数 的 常用 对 数 的 近似 值 依次 汇集 而 便于 查 
阅 的 数 表 。 例 如 从 1.00 到 9.99 每 隔 0.01 取 一 个 数 的 常用 对 数 ， 并 按 四 
舍 五 入 法 求 到 小 数 第 四 位 ， 那 么 这 样 构成 的 数 表 叫做 四 位 对 数 表 ， 
【 定 建 】 当真 数 的 增加 很 小 时 ， 与 此 对 应 的 常用 对 数 的 增加 与 真 数 的 增加 


成 正比 例 ， 
证 明 ” 设 真 数 为 0 


e=lg(a+h)—lg a—hligla+1)—iga] 


h $ 
=ie(144)-nie(1+7) 
e 
=]g e| 10g ef itŽ)-rloge 1+7) | 
h h h w. 
<ige| $- S a >= | | 


M- Ki- 0.43429 , 1 B 
Er 8 a° < 16 aš 


=(Ig e) 


在 四 位 对 数 未 中 ，o>>102， 因 而 e< 16 x 10r < Tor .误差 很 小 
【定义 ]3。 首 数 与 罗 数 ”通常 把 常用 对 数 的 值 表示 成 整数 与 小 于 1 的 强 小 


Š 6, 常用 对 数 (159) 
数 两 部 分 的 和 。 这 时 ， 整 数 部 分 叫做 首 数 ， 小 数 部 分 叫做 尾数 。 尾 数 一 般 
是 正 的 . f 
例 若 lgN=3.1014， 则 lgN 的 首 数 是 3， 洲 lgN=2.1014， 则 1gN 的 首 
数 是 一 2， 古 两 者 的 尾数 都 是 0.1014. 
注意 当 1lgN=n+a(n 是 整数 ， 而 [ 委 2z<1 ) H, në lgN 的 首 数 ，a 
是 1gN 的 尾数 。 因 而 昆 数 (不 是 近似 值 ) E, a= —n+lgN. 
例如 ， 在 lg300 中 ， 首 数 是 2， 内 此 
lg300=2+a, a= —2+1g300=1g3. 
首 数 的 求法 
(1) 大 于 1 的 真 数 ， 其 对 数 的 首 数 有 为 正 ， 其 值 比 真 数 的 整数 部 分 
的 位 数 m 小 1， 
R=m—1. 
(2) 小 于 ! HARZ, HHRH A k Hiu 它 的 绝对 值 等 于 真 数 首位 
有 效 数字 左边 “0" 的 个 数 m ( 包括 小 数 点 前 的 那个 零 ) : 
k=—m. 
风 数 的 求法 
若 两 个 正 数 只 是 小 数 点 的 位 置 不 同 ， 而 数字 的 排列 方式 完全 相同 ， 则 
这 两 个 数 的 对 数 具 有 相同 的 尾数 ， 


例题 OR lgx 与 lg 过 的 首 数 的 和 及 尾数 的 和 ， 
M . 邻 lex=m+a,， lg==n+ (m, ?是 首 数 ，c， 有 是 尾数 )， 则 


Igx+1g>=(m+n)+(a+£), 


.. (m+nì+(la+8)=0. 
由 此 得 a+ 8= —(m+n). 
但 是 o<a<1, C<A<1, m, n 是 整数 ， 故 
! ax 十 B=0 或 1 . 

X e+B6=0 时 ， 必 有 a=8=0, Xi} m+n=0. 

当 a 十 B=1 时 ， 得 m+n= —1, 
从 而 ， 首 数 的 和 是 一 1， 尾 数 的 和 是 1; 或 首 数 的 和 是 0， 尾数 的 和 也 是 
0. 
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自然 对 数 


【定义 J]1。 自 然 对 数 ” 以 e=2.7182818,… 作 为 底 的 对 数 叫 做 自然 对 数 . e 是 
按 下 列 方式 定义 的 数 ， 


e= tim( 1 二 T: 
noran 


: 1\ l L P02) Ly 
因为 (1+4) =1+n-—+ (+ 


21 


4 
-二 
+ 

而 (+a) =1+1+(1- +) 
EETAS 
如 果 比 较 一 下 这 两 个 式 子 ， 就 会 看 出 ， 后 一 等 式 右 端的 各 项 大 于 或 等 于 前 
一 等 式 右 端的 对 应 项 ， 且 项 数 多 一 项 ， 故 有 

(a (iss) 和 
并 且 从 

IHIH Hg +e HE<IHHS L piteet <s. 起 


也 就 是 说 ，( 1 十 二 ) 单调 增加 且 有 上 界 ， 因 此 具有 极限 值 。 这 个 极限 信 训 


8$87. 自然 对 数 (141) 
HeRR. 


(ti) Kitita tatt. 
PEE e E 


>a IE (p 
(ra) >it; L= ts, n tsa) 


EES) 
n>, N l 
e¿221-+1+2- EET TA + 
因为 p 是 任意 的 自然 数 ， 所 以 
eatit tetit) 
从 而 
e=lin( ttt teta ai). 


计算 出 数字 得 。 e=2.7182818… 
【定义 ]2， 双 曲 函数 ”下 列 形式 的 指数 函数 的 组 合 ， 叫 做 双 曲 函数 。 


_ shx 一 — $ chx= EEL, 
thx= shx ; cthx= chx 2 
ERA S5SZARRXUE. Fl 4 2: E 1532 9, 
ch2x 一 Sh2x 一 1; 1— th? a- 


sh(x+y)=shx:'chy+chx:shy; 
ch(x+y)=chx-chy+shx:shy; 
sh2x=2shx-chx; 

ch2x=ch'x+ sh’x; 
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thx+thy 


th(x+y)= 1 十 thx.thy $ 


2thx 
1 十 th2x ’ 
(shx) =chx, (chx)? = shx; 


th2x= 


(thx): = = 
【定义 5， 反 双 曲 函数 MHES RAHN. 
sh-Ix 一 In(x 填 V x’+1 ); 


ch-''x=+In(x+./x°—1 ) (x1); 


thtx= n >( seri 


t — e! : y | -多 
说 明 x=shy= s : x=chy= <, 
若 对 er 求解 ， 则 : PRR, 


2 一 X 土 /xz 十 1 。 : e=xt,/ x —1 (x21). 
因为 e>0， 所 以 : 
y=ln(x+//X2+1). : (x+ T )Xx—,/ xš—1 ) )=1; 
s us y=+l]n(x+. x°—1). 


er—e" ii 
把 x=thy= dpe” 就 e? SE, 


lL EOE ED i 
6 "一 1 一 2 因此 th-!x= lna > s: 


98. BAR ° 对 数 斥 和 计算 尺 


假设 给 定 变数 x 的 函数 x)， 则 对 于 变数 x 的 值 ， 函 数 JC) 的 相应 
人 由 下 表 给 出 ; 


$ 8， 函 数 尺 . 对 数 尺 和 计算 尺 (143) 


x | 1 2 3 4 5 6 7 8 s 


f(x) | 10) 1(2) fG) ICA) 1(5) (6) ICT) 1(8) w 
| 


若 在 一 条 给 定 的 直线 上 作 好 分 划 ， 使 在 原点 刻度 为 0， 并 规定 单位 长 
度 为 m, 在 这 条 直线 上 刻下 点 f(1)m, 1(2)m, 1(3)m, 并 在 这 些 点 
各 自 标记 1，2，3，…， 如 图 4-5 所 示 。 那 么 ， 这 样 得 到 的 尺子 叫做 函数 
尺 。 用 jx)=1gx 制作 的 函数 尺 ， 叫 做 对 数 尺 .计算 尺 是 由 对 数 尺 组 合 起 
来 的 ， 


1 = 3 
0 JQ) fn {C3)m 
4-5 


HAR I 
计算 尺 是 把 两 个 对 数 尺 组 合 起 来 ， 进 行 乘法 、 除 法 等 运算 的 工具 。 图 
4-6 是 由 AR. B R. C R. D REK C1 尺 组 成 的 计算 尺 。 在 这 些 尺子 的 


刻度 间 具 有 如 下 关系 : 
> `R š r RA ve We ` Kias >” 
t $ k š | Bn. pe tia, 


A hen. a F 
F: B Sd 


~- pit š ar 
了 
二 
人 k w pA Ae 
emi ` + z L 


z: 


$ 
4 
$ 
AA 
人 
A “ 
s 
r. 
T 
GH 
p 
OPa 
+ ' 
= 内 
7 rra 
4 o 
; 
r: wk E 
Ç t Hih 
UN Ga 
n ~ 
L, "F 
a 
` 
t y 


= 
` 


(1) c 尺 和 p 尺 是 相同 的 对 数 尺 ， 刻 度 从 1 到 10， 
(2) CI 尺 也 叫做 反 C 尺 ， 它 是 和 C 尺 反方 向 刻度 的 对 数 尺 . 
(3) 4 尺 与 B 尺 是 相同 的 对 数 尺 ， 其 单位 长 度 是 C 尺 ，、D 尺 单 位 长 


Eyt. 


_ 44) a a 指数 与 对 数 
CRADR | 
- 如 图 4-7 所 示 ， 置 C 尺 、 DRAR a Mb, c 和 4d 重合 。 因 为 重合 
的 两 个 刻度 间 的 长 度 相 等 ， 所 以 
lg c 一 lg a=lg d—lgb, 

移 项 得 
lg ca 一 lg b=lgc—lgd, 


isp =le. 

a.c 
kr; 
特别 是 ， 令 a=1， 则 得 d=bc, b=d/c. 
Cl 尺 和 D 尺 


如 图 4-8 所 示 ， 置 C1 尺 和 D R, EJE anb, ma R. 重合 的 
两 个 刻度 之 间 的 长 度 相 等 ， 从 而 
lg a—lg c 一 1g d 一 1gb， 
Iga+Igb=lg c 十 lg d, 
lgab=lgcd, ab=cd. 
这 两 个 尺子 用 于 作 乘 法 和 除法 
A 尺 和 D 尺 
如 图 4-9 所 示 ， 在 指示 线 上 读 出 刻度 a, b, 则 A 尺 的 单位 长 度 


R>, B 


Ë ga=lgb a=b’, 
这 两 个 尺子 用 来 求 数 的 平方 与 平方 根 


LL i Lib bn 


图 4-7 图 4-8 网 4-9 


§ 9 全 对 数 坐 标 纸 ， 半 对 数 坐 标 纸 和 计算 来 (145) 


$ 9. 全 对 数 坐 标 纸 。 半 对 数 坐 标 纸 
和 计算 图 表 


金 对 数 坐 标 纸 ”这 是 在 横 轴 和 纵 轴 上 都 具有 对 数 刻 度 的 坐标 纸 。 如 图 4 一 
10 所 示 ， 若 对 下 列 各 式 


~ 
= 
BA 
a 
< 
== 
= 
= 
= 


P, 
ra 
PLL 
' 
| 


y=2x' 
两 端 取 对 数 ， 则 有 
lg y=2 lg x, 
1 
lg ?> = lg x, 


9 lg y=lg 2+4 1g x. 
从 而 ， 若 令 lg x 二 X，1lg y= 二 Y， 则 


tae) O Amk jasa 


1 
Y=2 X, Y=7X, Y=4X+log2. 


于 是 其 中 每 一 条 都 成 了 直线 
半 对 数 坐 标 纸 ”这 种 坐标 纸 的 横 轴 具有 一 般 的 刻度 ， 纵 轴 具 有 对 数 刻 度 ， 
如 图 4-11 所 示 . 若 对 下 列 各 式 
?一 2 ， 
y=ka* (a>0, k>0) 
两 端 取 对 数 ， 则 有 
lg y=x log 2, 
lg y=lgk+xlga. 


m 
s 
š 
三 三 == 
En aya Li 
BS ES. MEM 
z TE 
Ë pE 
4 3 6 
图 4-11 
从 而 ， 若 令 1g y= 了 Y 了 ， 则 
Y=(lg 2 )%, 
Y=(lg a)x+lg R 
于 是 它们 都 成 了 直线 ， 


”计算 图 表 ”如 图 4-12 所 示 。 令 AB 的 中 点 为 C，Ax，By，Cz 是 平行 线 。 
假定 另 有 一 条 任意 的 直线 ， 与 4x，By，Cz 各 相交 于 P，&，R， 则 有 关 


t ' 
t 


Š ĝ 全 对 数 坐标 纸 . 六 对 数 和 坐标 纸 和 计算 表 (147) 


= — 

x z , y FINEN 
2CR = AP+ BQ, 
Š "a 90 力 外 ,以 A ,B,C 作 基 准 刻 出 对 数 尺 ， 
Ë 50 g Hik Ax 和 By 的 单位 长 度 相 等 ， 而 Cz 的 
7 7 ”单位 长 度 是 前 者 的 一 半 。 令 P,Q ,R 的 刻 
.6 s. 6 JE x,y,z, WJ 

5 AP=1g x, 
1 
CR=: ;]g z. 


因此 
log z=lgx+1g y, 
即 得 z=xy. 
为 了 求 xy 的 积 ， 只 机 在 4P，BO 上 


Ha 分 别 读 出 x, y 的 刻度 ， 再 把 直 尺 的 边 
1 ë 3 各 与 PQ 直线 重合 ， 在 直 尺 与 Cz 尺 的 交 
点 处 该 出 R 的 刻度 即 可 。 当 zz 与 x 给 

图 4-12 ZH, ITRY, RIRE CR, AP 的 


刻度 ， 再 用 直 尺 读 BQ 的 刻度 即 可 . 象 这 样 ，P，@，R 位 于 同一 直线 上 
的 计算 图 表 ， 叫 做 共 线 图 表 ， 
在 图 4-13 中 ， 由 =4，v=5， 可 以 设法 读 得 o=uy=20. 办 法 是 : 
在 xy=z 两 端 取 对 数 ， 
lg x 十 1g ?一 lg z. 
HHH, ES 
u=]g x, u=lg y, w=lg z, 
则 得 
u+u=o. 
把 @=2 ,3,4,…10,… 代 入 ,在 图 形 上 而 出 
utv=2, u+tv=3,. 
由 此 便 可 直接 读 出 两 个 数 的 积 ， 某 数 用 另 一 ' 数 除 后 所 得 的 商 。 
由 于 一 ws，V 一 U5，ow 王 oo。 三 条 直线 交 于 一 点 ， 因 而 叫做 共 点 图 家, 
注意 ”在 这 里 ， 仅 对 共 线 图 表 和 共 点 图 表 各 举 了 一 个 简单 的 例子 。 但 这 两 
者 是 图 算法 (Nomography ) 的 两 个 重要 内 容 。 共 线 图 表 是 法 国 数学 家 多 卡 


(148) 第 四 意 ”指数 与 对 数 


纽 ， 共 点 图 表 是 比利时 工程 学 者 马 索 发 明 的 。 两 韦 孝 产生 于 1884 年 。 
: ij A 
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$ 10 .函数 方 程式 


f(x+y)=f(x)1(y) 和 f(x,y)=1(x)+1(y). 
我 们 知道 ， 生 物 生 长 、 繁 殖 或 放射 性 物质 的 减少 等 在 -定时 间 内 ， 增 长 率 


或 减少 率 是 一 定 的 ， 这 叫做 生长 法 则 . 
在 具有 一 定 生长 率 的 情形 下 ， 因 为 从 x 时 刻 到 x 十 ? 时 刻 的 生长 率 与 


从 & KAE uty 时 刻 的 生长 率 相 等 ， 所 以 


A(x+y) __Alu+y) 
Aa)  AG(u) 


成 立 。 在 时 刻 y 的 生长 率 变 为 时 刻 x= 0 时 的 2 倍 的 情形 下 ， 令 w=y， 得 
AO) -= AG 
A(0) ` AG) ° 


由 此 得 到 
A(y)=24(0), 
A(2y)=2 A(y)=4.A(0)=22A(0), 


S 10. 函数 方程 式 (149) 


A(3y)=8A(0)=25 A(0), 


ACky)=2 A(O). 


i Alx+y) _ A(y) ` 
Alx) — A0)?’ 

得 A(x+y)= A 4D., 

两 端 用 A(0) 除 


Alx+y) _ Alx) A(y) 
AO T AG) ` AG) ` 


ESOL, METADE 


1(x+y)=f(x): f (y). 
现在 来 考察 由 此 方程 所 决定 的 连续 函数 蕊 x)。 我 们 有 
jf(xt+x)=1(2x)=[1(x))’ 
及 jf(x+0)=f(x)*1(0), 
或 1(x)=1(x) :1(0). 
3 f(x)=0, WH 
1(0)=1, 
I(x+(—x))=1(x) e 1{(—x), 1(0)=1(x) . f{(—x). 


从 而 

¿SUS Qa SN — 

fx 一 打字 二 F (+) (2)=-L (2) | >。 
当 克 是 整数 时 ， 有 | 


f(mx)= f(x)", | 


O 


(150) 第 四 章 ”指数 与 对 数 
用 nx 代替 x， 得 


(至 -feoeo FoF. 
若 令 —=r,Ml 


m 

f(rx)=[f(x)]. 
由 失 x) 的 连续 性 知 ，r 是 实数 时 上 式 成 立 。 
若 令 x=1，j(1)=a， 则 

1(7)=[1(1)]"=a’", BU f(x)=a’”. 
当 J(x)=0 时 ， 对 于 任意 的 y， 下 式 成 立 ， 

f(x+y)=f(x)f(y)=0, 
因此 Kx) 三 0. 


其 次 ， 在 J(x+y)=J(x):f(y) rh, # f URAR iO A s", 


1Cx)=X, J(y)=Y, WI | 
fl M(x+y)]=f a)i], 
x+y=f (XY), 
g£ WX)+f NY )=f XY). 
车 记 f-!=g， 则 得 
g(XY)=g(X)+g(Y). 
满足 上 述 方 程式 的 g( X)E a° 的 反 国 数 ， 即 10g。X， 
EREN, WERSJE 
1(xy)=1(x)+f(y) 
的 Jx) E 
1(x)=log,x 或 f(x)==0., 
男 解 (1) ti TẸ. 
1(x+y)=1(x).f(y), 
若 令 y=0, 则 f(x)=f(x) 1(0) ` 
3 i(x)=¥0, U 1(0)=1. 
两 端 对 x 求 导 
f (x+y)=1'(x)-f(y). 
$ x=0, BI 


1:(y)=1:(0).1(y), f=), 


且 令 


$10 函数 方程 式 (151) 
对 y 积分 
lnf(y)=f’°(0)yt+e, Hy)=ce ou 
$ y=0, Nj c=1. 
令 ef’ =a, WJ f(y)= a, 
即 j(x)=a* 3R f(x)=0. 
(2) f TẸ. 
f(xy)=f1(x)+f(y). 
EŞ x=1, M f(1)=0. 


两 端 对 x 求 导 ， 
yf? (xy)=f' (x). 
ES x=1, wj 
yi (y)=f:(1) ($ f (1)=a). 


车 y0, HJ 
x KOET Jo)= | Sayte=al y+c. 


ES y=1, MJ 1(1)=c=0. 
从 而 1(»)=alny, 
即 1(x)=alnx. 


第 五 章 三 角 学 


$1. 概述 


1.1 角 的 测定 方法 
DEX]. MEE UEC) SC), 2 C) 为 单位 来 测量 角度 的 方法 , 叫 
做 角度 制 . 
1 个 直角 二 90 度 (90")， 
1 =604 (602) 
145 =60¥b(80”) 
(EXI. AR ARH ”我 们 把 等 于 半径 长 的 圆 跌 所 对 的 圆心 角 ， 叫 做 1 
弧度 的 角 ,如 图 5 一 1 所 示 。 以 琶 度 作 单 位 来 度量 角 


的 方法 叫做 弧度 制 ， 
注意 ”角度 制 常 出 现 于 实际 应 用 中 ， 而 驳 度 制 多 用 全 
于 理论 研究 中 

【定理 ]1， 角 的 弧度 数 与 圆 的 半径 无 关 . 

证 明 假设 所 考察 的 网 的 半径 为 +-，! 弧度 是 角度 

制 的 & 度 ， 则 这 个 角 所 对 的 贺 弧 长 为 +， 而 整个 加 

周 所 对 的 圆心 角 是 360"， 所 以 图 5-1 


”a360=r:2xr, 


180 


^ a (=57.295779-..). 


也 就 是 说 ， 角 的 强度 数 是 恒定 的 ， 与 圆 的 半径 无 关 ， 
注意 ”角度 单位 的 数值 换算 


o IMET. 29578A 3437.7474 œ 2062R54), 
1 度 必 0.017453 弧 度 


(154) 第 五 章 三 角 学 
1240 .000290892 Er 


14b 0.000004848111 JE. 
[8] 假设 在 角度 制 中 的 x? 角 ， 用 弧度 制 表示 时 是 y ME, 则 下 列 等 式 
成 立 。 
x 一 -9， ya 


证 明 ”正如 在 [定理 11 的 证 明 中 所 见 到 的 那样 , 弧度 是 E, X y x 


成 比例 ， 因 此 容易 得 证 . 口 
注意 ”利用 此 关系 式 ， 当 某 角 用 弧度 制 (或 角度 制 ) 给 定时 ， 可 以 把 它 换算 
成 角度 制 〈 或 弧度 制 ) 的 角 、 按 照 弧度 制 表 示 角 时 ， 通 常 将 单位 名 称 上 略 
去 。 以 下 照 此 外 理 ， 

【定理 }2。 在 半径 为 1 的 贺 中 ， 长 度 为 1 的 弧 所 对 的 圆心 角 是 1/r. 

证 明 ” 设 长 度 为 1 的 强 所 对 的 圆心 角 为 6， 则 长 度 为 r 的 弧 所 对 应 的 圆心 
角 是 1， 因 此 | | 

biter, 2. 0=l/r. = 
lex]. 3638. 终 边 . 角 a 的 终 边 ”如 图 5 一 2 所 示 ， 一 条 有 向 半 直 线 
(射线 ) OX 绕 O 点 旋转 后 得 到 半 直 线 OP BF, OX HAD, OP 岂 做 终 
. 边 。 当 OP 只 转 过 a 角 时 ， 把 它 叫 做 角 a 的 终 边 或 动 径 . 
LEL. EM. AA. EEA ” 仍 如 图 5 一 2 所 示 . 动 径 反 时 针 方 向 旋转 
(左旋 转 ) 所 形成 的 角 叫 做 正 角 ， 磊 时 针 方 向 旋转 ( 右 旋转 ) 所 形成 的 角 叫 
做 负 角 . 不 把 角 限于 0" 到 360" 之 间 ， 一 般 地 ， 动 径 绕 0 点 旋转 而 得 的 角 
称 为 任意 角 ( 见 下 述 “注意 ”) 
【定理 13、 设 OX 为 角 a 的 始 边 ，OP 7338 
a 的 终 边 ， 这 时 以 始 边 、 终 边 作成 的 所 有 
角 ， 可 用 a 十 2nx (n 是 整数 ) 表示 。 
证 明 由 [定义]3 和 4, 很 明显 可 证 . DJ 
5-2 注意 ”这 些 角 atnr, MURIR TH OP 
的 角 ， 或 则 做 终 边 OP WERA 


12 该 形 
[EW]. nA 5 一 3 所 示 ， 设 在 半径 为 的 贺 中 有 -扇形 ， 其 圆心 角 为 9， 
弧 长 为 ,面积 为 s。 则 下 列 等 式 成 立 。 


61 概 述 (155) 


I=r0, = = Tr. 


证 明 从 【定理 ]2 立即 得 到 1=rb. 当 半 径 一 定 
时 ， 遍 形 的 面积 与 它 的 圆心 角 成 正比 ， 所 以 


simr2=01l2x, 


SE | 
.. j ze z". L] 


92. 任意 角 的 三 角 函 数 


2.1 三 角 函 数 的 定义 

[EX]. ZAKK ”如 图 5 一 4 所 示 ， 在 平面 上 取 直 角 坐 标 系 ， 假 设 以 角 

0 的 顶点 为 坐标 轴 的 原点 0， 它 的 始 边 OX 为 X 轴 的 正 半 轴 ， 而 终 边 的 位 
置 为 OP， 又 设 在 直线 OP 上 上 且 到 原点 0 的 距离 是 r(>0) 的 点 为 卫 ， 其 坐 
标 为 《x,?)， 则 六 个 比值 


— L. —— _ < _ < _ <. — 


都 与 了 的 值 无 关 ， 仅 仅 由 9 值 决定 ,也 就 是 
说 ， 都 是 0 的 函数 . 这 些 函 数 统 
称 为 三 角 函 数 ， 各 表示 为 ; 


sin 0=, cos 0=2, 
r r 
= . m 
tg 0 Ti ctg 0 一 
图 5-4 
sec 0 一 一 ; csc 0=—. 
x y 


它们 分 别 叫 做 0 的 正弦 (sine). Æ (cosine)、 正 切 (tangent), 余 切 
(cotangent)、 正 割 (secant)、 余 市 (cosecant)， 其 中 ,tg 6，sec 9 在 
x 夺 0 BT, ctg@, csc 0 A yo 时 才 有 定义 ， 

【定理 】1， 三 角 函 数值 的 符号 ， 根 据 角 8 的 终 边 所 在 的 象限 确定 如 下 ， 


《156) 第 五 章 = 角 学 
象 R 


aes 1 2 3 4 
sin, cscô 十 十 一 SS 
cos0, sec + | 一 一 + 
tg0, ctg 0 + | 一 Ë = 
ER H3 30 ASAS Ni, [1 


+E LA 的 终 边 位 于 第 四 象限 时 . 0 叫做 第 四 象限 角 ， RET 
二 、 三 象限 的 角 也 类 似 称呼 . 
【定义 }2. 周期 函数 .周期 .基本 周期 荐 了 数 f(x) 对 其 定义 域内 的 全 部 
x 及 常数 a 三 0 都 满足 1x 二 a) 二 1(x)， 则 f(x) 叫做 周期 函数 . a 叫做 它 的 
.周期 ， 而 所 有 周期 中 最 小 的 正 周期 叫做 基本 周期 ， 
【定理 2 三 针 函 数 都 是 周期 函数 

` sin, cos0, sec0, csc0 的 基本 周期 为 2x。 

tg 0， ctg 9 的 基本 周期 为 x. 

证 明 由 2.3 的 【定理 6 中 的 (1)，(5) 容易 得 证 ， " 
R italo), b 为 常数 ,， 角 a 0+bBBJ= 88 3% 


sin(a0+b) ,ços(a0+b),sec(a0+b),çsç 0(a0+b)88 JR 


tg (a0+b), ctg(a0+b) 的 基本 周期 为 ToT， 
证 明 ab 二 b 的 三 角 函 数 的 基本 周期 ， 与 abg 的 三 : 角 函 数 的 基本 周期 一 致 
由 此 及 上 述 【 定 理 】2 便 容易 证 明 . 
【定理 】3。 三 角 函 数 不 是 偶 函 数 就 是 奇 孙 数 ， 
RED sin0, tg 0, ctg 0, cse LÆRAR. 
cos 0, sec 0 ERK R. 
证 明 由 2.3 的 【定理 】6 中 的 (2)， 立 即 得 证 。 | T 


22 “特殊 角 的 三 角 函 数值 
【定理 4。 角 0 RT (n=6,4,3,2,1) 的 三 角 函 数值 按 下 表 给 出 ， 


_ $ 2， 任 意 角 的 三 角 函 数 (1573 
> # 0 | x x x E = x 
AL ANN a m E Sa 
sin | 0 + 7 o € 1 0 
cos 1 -A | r PE —1 
tg 0 > | 1 | V3 本 六 
ctg | 不 存在 | ¿s | 1 | 了 二 | ° | 不 存在 


证 明 ”等 腰 直 角 三 角形 的 三 边 的 长 度 比 是 1:1: WV 2 8333, WAA 
三 角形 的 三 边 的 长 度 比 是 1:2: 3 ， 因 此 ， 忆 ， 大 ， 取 的 三 角 函 数值 
如 上 表 所 示 。 至 于 0, $, ，r 的 三 角 函 数值 ， 容 易 由 三 角 函 数 的 定义 H 接 


得 到 .而 tg ; 


ctg 0, ctg x 没有 定义 ， 这 是 不 言 而 险 和 的 。 O 


注意 ”为 了 避免 繁琐 以 及 由 于 实用 上 的 原因 , # EB, sec, cse KER 


写 . 下 面 也 采用 这 种 方便 的 办 法 ， 


2.3 三 角 函 数 间 的 关系 
1 定理 】5。 在 同 角 的 三 角 函 数 之 间 ， 下 列 关系 成 立 ， 


el SE OA CENE. 
(1) csc 0= PIU sec 0 T ctg 0 tg 0 $ 
` a Sin 0 _ cos 0 
(2) tgo cos 0 ” ctg 6 = sin 0 ' 
(3) sin'0+cos20=1, 1-+tg20=sec20, 1+ctg20=csc20. 


证 明 (1), (2) JH Z= 485638 XPD ih. 


(3) 设 0 角 的 始 边 是 OX, HWE OP, OP 上 P 点 的 坐标 是 (x,y),， 


OP 的 长 度 是 r(>0)、 则 有 
x+y =r 


(158) SEF 
上 式 两 端 各 用 +r?，x*，Y? 除 ， 得 


j x V y\2 y: 2 x 3 

(z) +(2) Ea (2) - (z) i (z) + 人 i 
由 此 得 (3) RER. "> 
TE 【定理 】5 húJ& 2, ERZ Eg 2 h ski= fs bra apii, Æ 
经 常用 到 的 重要 公式 . 除了 n= 一 1 的 情形 外 ,通常 把 (sin06)” 表示 成 
sin’. 
【定理 ]6. 在 两 个 特殊 角 的 三 角 函 数 之 间 ， 下 列 各 等 式 成 立 。 

(1) sin(2nr+8)=sin 0, cos(2nxz=+0)=cos 0, 


有 有 村 


l 


tg(2nn+0)=tg 9, ctg(2nr 十 0) 一 ctg 0. 
(n 为 任意 整数 ); 
(2) sia(—0)= —sin 0, cos( —0)=cos 0, 
tz(—0)= —tg ð, ctg( 一 和) 一 一 ctg 0, 


(3) sia(£+0)=cos 0, cos( 于 +g)= 一 sin 0, 


te(£+0)=~ctg 0, ctg(4+0)=—te 0, 


(4) sia( 王 一 9)=cos cos( 开 一 0)=sin 0, 
N 


tg( 亚 一 0)= ct 0, ctg(£—0)=te 0; 


(5) sin(z=+0)= —sin 0, cos(z=+0)= —cos 0, 


tg(=+0)=tg0, ctg(x+0)=ctg 0; 
(6) sin(z=—0)=sin 0, cos(x—0)= —cos 0, 
tg(x—0)=—tg P, ctg(n—0)=—ctg 0. 


证 明 (1) 由 于 0 和 0 二 2nx(n 是 整数 ) 的 终 边 是 一 - 致 的 ， 故 立即 得 证 
(2) 0 及 (一 9) 的 终 边 与 单位 圆 (以 原点 为 中 心 、 半 径 为 1 的 圆 ) 的 交 
JA P, P” 的 坐标 各 是 (cos 9, sin 0)，(cos( 一 0)，sin( 一 0))， 而 且 P P - 
相对 于 x 轴 是 对 称 的 ， 如 图 5 一 5( A ) 所 示 . 因此 
cosl —0)= cos 0, sin( —0)= —sin 0, 
tg(—0)=—tg 0, ctg(—0)=—ctg 0. 


Š 2. 任意 Š BAZARA (159) 


PF 设 0 的 终 边 与 单位 圆 的 交点 为 P，OP 绕 O 点 旋转 2 后 ，P 的 新 


位 置 为 P*， 则 OP 变 成 (9 十 王 ) 的 终 边 ,而且 P，P* 的 坐标 各 是 
(cos 0，sin 8), (一 sin g，cos0)， 如 图 5 一 5(B ) 所 示 . 因此 


P(X,Y) 


PX zy) i 
na (A) (B) 


z 
QA 
A 


cos +0)= —sin 0, sin( 开 十 9) 一 cos 0, 


tg (T+0)=—cte 0, ctg m +0)=—tg 0. 


(4) 在 (3) h, 0 用 一 9 代 换 ， 再 应 用 (2)， 便 容易 得 证 ， 
(5) 两 次 应 用 (3) 便 得 


sin(x+0) =sin[ 2 S +(=+0))=cos(Z+0)= —sin 0. 
其 余 各 式 也 同样 可 得 - x 
(6) SAG), (4), 得 
sin(a—0)=sia(%4(%-0))=cos(%-0)=sin 0. 
其 余 名 式 也 同样 可 得 . = 


注意 若 任意 两 角 的 和 是 了 或 Ts 则 这 两 角 分 别 叫做 是 互 余 或 互补 (4) 
是 把 某 角 的 余 角 的 三 角子 数 用 原 角 的 三 角 洱 数 来 表示 的 公式 . (6) EER: 
角 的 补 角 的 三 角 函 数 用 原 角 的 三 角 函 数 来 表示 的 公式 ， | 
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24 三 角 函 数 的 图 象 
【定理 7. RERA x y 轴 正 半 轴 的 交点 名 为 4，B， 角 0 的 顶点 在 
原点 0, 始 边 与 x 轴 正 半 轴 -~-- 致 , 终 边 与 单位 
圆 的 交点 为 P, 出 P 向 x 轴 所 引 垂 线 的 垂 足 为 
M; 又 ， 在 4，B 点 作 单 位 圆 的 切线 ， 与 OP 
的 延长 线 的 交点 各 是 S，T; 在 P 点 作 单 位 
加 的 切线 ， 与 x,》 轴 的 交点 各 是 Q,R， 如 图 
5 一 6 所 示 。 则 下 列 各 式 成 立 ， 

sin 0=MP, cos 0=OM, 

tg 0= AS, ctg 0=BT, 

sec 0= OQ, csc 0=OR. 
jtrh, OM, BT, OQ (MP, AS, OR) 的 符 
号 ， 当 其 指向 与 x 8h OR) 的 正方 向 一 致 时 认为 是 正 的 ， 相 反 时 为 负 ， 

OR sin 0=OQ cos =MPcsc 0=OM sec 0 一 OP 一 1， 


图 5-6 


AS ctg 0=OA=1, BT tg Ç= OB=1, 
. sin 0 一 MP， cos 0= OM, tg 0= AS, 
ctg 8 一 BT ， sec 0=00, csc =OR. J 


【定理 18、 y=cos0, y=sec 9 的 图 象 ， 分 别 是 把 y==sin 0, y=csc 0 的 
图 象 沿 横 畏 的 负 方 向 平移 -> 后 所 得 的 图 象 、 又 y=ctg 0 的 图 象 是 把 y= 


tg 0 的 图 象 关于 纵 轴 作对 称 ， 然 后 再 沿 模 轴 的 正方 向 平移 也 后 所 得 的 
象 . 

”证 明 关于 y=cos9，,， y=sec 9 的 图 象 ， 由 2.3 的 [定理 16 的 (3) 款 容易 
得 到 。 而 对 于 y=ctg 6 的 图 象 ,由 y=ctg 0 一 te(9 一 至) 便 容易 得 


到 . R 
LER. &= 4655280019 3 图 5 一 7 至 图 5 一 9 中 的 各 图 给 定 ， 

(1) y=sin 9 及 y= 二 cos 9 的 图 形 (图 5 一 7); 

(2) y=tg 9 及 y=ctg 0 的 图 形 ( 图 5—8); 

(3) y= sec 9 及 y= 二 csc 0 的 图 形 ( 图 5—9). 
证 明 ”由 【定理 】7 容易 得 到 . Q 
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图 5-9 
TE 上 面 的 sin 0, tg 0, csc 0 的 图 象 ( 


割 曲线 ) 是 


正切 曲线 , 余 


而 cos 0, ctg 0, sec bg 的 图 象 (分别 叫 做 


` 


tg 0 


应 用 【定理 }7 画 出 的 ， 
IERI ERNIE sin 0、 


余弦 曲线 ， 余 切 曲线 ， 
【定理 ] 8 得 到 ， 


csc 9 的 图 象 并 应 用 
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【定理 }10， 设 y=J(0) 是 9 的 三 角 遂 数 . RF, y=J(0—a)+b 的 图 象 ,是 
把 y=J(0) 的 图 象 沿 横 轴 的 正方 向 平移 ag， 壬 沿 纵 轴 的 正方 向 平移 b 后 所 
得 的 图 象 。 又 y=c)J(d0) 的 图 象 ， 是 把 y=/)(0) 的 图 象 在 横 轴 方向 压缩 到 


二 ,四 在 纵 轴 方 向 增加 到 。 售后 所 得 的 图 象 ， 反 过 来 也 对 。 其 中 ,a,b,e， 
d 都 是 非 零 常数 : 
证 明 JAB. 


例题 试 应 用 y=sin 9 的 图 象 ， 画 出 y=2sin(29 一 竺 ) 的 图 象 ， 
W ”因为 y=2sin[20—Z-)=2sin (2(0-5)), 


所 以 要 求 的 图 象 @ 见 图 5 一 10， 是 把 y=sin 9 的 图 象 @ 沿 横 轴 的 正方 向 平 
移 宫 后 得 到 的 曲线 @， 再 在 横 轴 方向 压缩 一 半 ( 而 纵 坐 标 不 变 )， 然后 在 纵 


轴 方 向 扩大 到 2 f ( 横 坐 标 不 变 ) 而 求 得 。 如 图 5 一 10 所 示 。 
l 


图 5-10 


§ 3. 加 法 定理 


3.1 加 法 定理 
【定理 ]1。 对 于 两 个 角 a,8 的 和 及 差 的 正 纺 ， 余 粥 、 正 切 、 余 切 ， 有 下 列 
FARY: 


$ 3。 加 法 定理 (163) 
(1) sin(a+ 8)=sina cos +tcosa sin 8, 
sinļa— ß)=sin a cos f —cos a sin £; 
(2) cos(a+ 8)=cosa cos B —sin a sin 0, 
cos(a— 8 }=cosa cos B+sin a sin 0; 


.otgat+tgp 
(3) tg(a+8) s: 


Pd 
tg(a—Bp) l+tga:tgpB ' 


-Cteacte p= 
(4) ctgla+ 8) maA `Š 


ctg(a—p)™ Siga ets AE i 图 5-11 
证 明 (2) 设 单位 圆 0 与 角 gc， 有 的 终 边 的 交点 各 为 4,B， 如 图 5-11 所 
示 。 因 为 4,B 的 坐标 分 别 是 (cosa，sina), 《cos B, sin 8), 所 以 有 
AB:= (cosa —cos 0)°+ (sin a—sin 8Y 
一 2 一 2(cos a cos + sin a sin £). 
现在 把 4,B 绕 O 点 旋转 过 r 角 ， 设 旋转 后 得 到 的 点 为 A ,B* ， 同 样 地 有 
42B22 一 2 一 2 {cos(a+r)cos(B+r)+sin(at+r)sin (B+r)} ， 
FA, AB? = A:B**, 因 此 
cosacosB+sinasinB=cos(at+r)cos(B+r) 
+sin(a-rr)sin(8+r) 
式 中 ， 特别 是 令 r 二 一 8 时 ， 有 
cos(a— —8)=cosa cosß+ sina sinf. 
再 将 8 换 成 一 5 时 ， 人 得 


cos(a 十 B)=cosa cosB—sina sinf. 
(1) 在 (2) 的 公式 中 ,将 a 换 成 十 王 时 ， 便 可 得 到 (1) 中 各 式 。 
《3),(4) 应 用 (1),(2) 有 | 

tglat py Sarp _ Sinacosĝ + cosasinp 


cos(a+pB) ~ cosacosß Fsinasing ’ 


cos(a+ f) _ cOsacosp F sinasin 
ctg(a + 8)= Sin( 土 68) “ sinacos8Ícosasin8 ` 
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再 分 别 用 cosacosB， sinasin8 除 第 一 、 第 二 式 的 分 母 、 分子, SZ BD 
可 得 (3)，(4)。 其 中 ， 符 号 土 取 相 同 的 顺序 ， | [J 
注意 (1),(2) , (3), (4) 分 别 叫 做 正弦 、 佘 弦 、 正 切 、 余 切 的 加 法 定 
理 , 这 些 定理 在 三 角 学 中 起 着 重要 的 作用 . 


32 同 角 正弦 、 余 弦 的 合成 公式 
【定理 2. 设 a,b 是 不 同时 为 0 的 任意 的 实数 , 取 点 P(a,b), 并 设 属于 终 边 
1 OP (ORRA) 的 一 个 角 为 as MFAS 
P(a,b) 式 成 立 。 
a sin0+b cos0 
=V a+b sin(0+a). 
jFB WA 5-12 所 示 , 显 然 有 


g b oa à? 
| 图 5-12 sina= Fs r 
所 以 | 
asin0+bcos0= /at*+bš 
x (rr rA TOE A o) 
a KE ia Vat b? os j . 
= / a: +b: (oss si sinacos0) 
 =Vat+bisin(0+a). | D) 


33 三 个 角 的 和 的 三 角 函 数 
【定理 ]3。 关 于 三 个 角 a, p, v 的 和 的 正弦 、 余 弦 、 正 切 ， RU, 下 列 各 等 
式 成 立 ， 
(1) sin(a+ 8-+-y)=sinacosBcosy-FcosasinÁcosy 
十 cosa cos sin y—sin a sin f sin y; 
(2) cos(z+ 8++)=cos g cos B cos y —cos a sin ĝ sin p 
一 Sin a cos P sin y—sin a sin B cos y; 


; 


` 1 
. 


ee 


| _tga+tg8+tgy—tgatgBtgy_ 
$ _ i 
( ) tg(a+ 8+Y)=  1—tgñtgy— tgytga —tgatg ñ ! 


$ 3 加 法 定理 (165) 


<#— Fm nM'--.R-— 


__ctgactgpctgy—ctga—ctgp—ctgy_ 
(4) ctgla+8+y)= ctgfctgy+ctgyctga+ctgactg8—1 ” 
证 明 (1) sin(a+ P+ y)=sin(a+ 8)cosy+cosla+ 8)siny 
=(sinacosß + cosasinf )Xcosy+(cosacosßĝ—sinasing )sin y 
=sinacosĝcosy + cosasinf cosy + cosacospsiny 


— sinasin fsiny: 


(2) 用 与 (1) 同 样 的 方法 可 得 ， 
(3),(4) 先 把 (1),(2) 分 别 改写 成 . 
sin(a+ B+i+y)=cosacosBecosy(tgattgp+tgy~—~tgatgpbtgy), 
cos(a+ 8++)=cosacosBcosy(1—tgBtgy—tgytga—tgatg B), 
由 此 便 容易 得 证 ， = 


【定理 ]4。 关 于 角 a 的 二 倍 角 的 正弦 、 余 弦 、 正 切 和 余 切 ， 下 列 各 等 式 成 
x. 


(1) sin2a=2sinacosa; 
(2) cos2Ga=cos*a—sin*ta=1—2sin2a=2cos*a—1; 


2 tga 
(3) tg2a = 


tg a 
tg2a—1 
(4) ctg2a=— seiga 
证 明 在 关于 c 十 的 正弦 、 人 余弦 、 正 切 和 余 切 的 加 法 定理 中 , 令 a= p, 
便 可 立即 得 证 . g 
注意 〈1) 一 (4) 叫 做 二 倍 角 公式 . 由 (2) 可 得 
S ATAS, em z 1 ot eosze 
Slimn 0 一 9 (COS C 一 9 § 


这 两 个 公式 也 是 经 常 应 用 的 重要 公式 ， 
【定理 】5。 关 于 角 a 的 三 倍 角 的 正弦 、 人 余弦、 正切 和 余 切 ， 下 列 各 等 式 成 
立 。 

(1) sin3a=3sina—4sin’as 

(2) cos3a=4cos'a—3cosas 


` 


【166) = FER 三 角 学 


3tga—tgo 
(Q). aaa = t LA 


3ct *a—l1 
证 明 (1) 如 果 在 3.3 的 【定理 ]3 中 ， 令 a= =, MA 
sin3a=3sinacos*a —sin°a 
=3sina(l—sin’a)—sin’a 
= 3sina —4sin?a, 
(2) 与 (1) 同 样 地 可 得 
cos3a=costa—3cosasin’a 
= cos'a —3cosa(!—cosš*a) 
= 4cos`'a 一 3cosai 


(3),(4) 由 (1),(2) 容 易 得 证 . x D 
注意 《1 一 (4) 叫 做 三 倍 角 公式 .由 (1),(2) 可 得 
3sinw 一 Sin3C 3 _ 3cosa +cos3a 
sin a COS a E 
这 两 公式 也 是 重要 的 公式 。 


【定理 16， 关 于 角 a 的 半角 的 正弦 、 余 弦 、 正 切 和 余 切 ， 下 列 各 式 成 立 。 


. 48 l—cosa 
(1) sin Sm 


22 _l+cosa 
(2) cos 7 一 一 7 4 


1 一 coSC 


1 十 cosa ’ 


(3) të š 


|z _ 1+cosa 


(4) ctg 2 一 1 一 cos7 ， 


证 明 (1) 在 3.4 的 [定义 ]4 第 (2) 款 中 ， 若 将 a 换 成 <， 则 有 


a 
cosC 一 1 一 2sin: r 


$3. piim (1655 


出 比 得 
. 18 _ 1—cosa_ 


(2) 与 (1) 同 样 地 可 证 . 

(3),(4) 由 (1),(2) 立 即 可 得 . 口 
注意 〈1) 一 (4) 电 做 半角 公式 . 
DEAN. 角 a 的 正弦 、 余 弦 、 正 切 ， 都 可 用 tg 的 有 理 式 表示 。 也 就 是 


一 一 = 一 一 一 


其 中 gc 拟 (2n 十 1)r(n 是 整数 ). 


= 


. . a a 3,2 
证 明 sina=2sinç cos =2tg > cos P 


2 tg 2tg 


=— m pati 
a 2C 1 十 t? 
sec, 1 十 tg > 
_ 
cos a=2co Ele =+ 
Da E 
显然 有 
2t 
sin a tt _ Ao 
cosa 一 1 =f? 1 一刀“ U 
1-+# 


注意 ”由 此 定理 可 知 ， 角 a 的 三 角 函数 的 有 理 函数 都 是 teo =t 的 有 
理 函数 ， 这 是 一 个 极其 重要 的 结果 ， 应 用 很 广 ， 特 别 是 可 以 有 效 地 用 于 三 
角 函 数 的 有 理 函 数 的 积分 计算 中 《 俗称 万 能 代 换 ). 


3.5 三 角 函 数 的 和 、 整 、 积 的 变换 公式 
【定理 ]8， 两 个 角 a, 8 的 正弦 、 余 弦 的 积 ， 可 按 下 列 方式 表示 成 a+ B, 


KON 第 五 章 三 角 学 
a— . WER, 余弦 的 和 或 差 


(1) sin a cos B=- {sin(a+ 8)+sinla—f)} ， 
(2) cosa sin 8=— (sin(a+ BB)—sin(a—p)} e 


(3) cosa cos p=} {cosla+ 8)+cosla—8)} ; 


(4) sin a sin B= > (cos(a+0)— cos(a 一 5)}》 。 


证 明 根据 正弦 ， E 
a a a a cos 0, 
sin(a+ 8)—sin(a—B)=2cos asin £, 
cosla+8)+cosla—8)=2cosa cos B, 
cos(a+ 8)—cosla—8)=—2sin a sin 0. 


由 此 可 立即 得 证 . ' 
【定理 ]9。 两 个 角 c ,8 的 正弦 、 余 纺 的 和 ， 可 按 下 列 方式 表示 成 
a+ a-p 
有 2 
WE., RIZR. 
(1) sin a+ sin B=2sin TË cos < 二 


(2) sin a—sin p=2cos. tÊ sin 2 一 人 ， 
(32) cos a+ cos p=2cos 21 B cos 42E, 
(4) cos a—cos B=—2sin tÊ sint . 


Ta, p, BP 


s 


证 明 在 前 面 [ 定 理 ) 8 的 各 式 中 ， 令 a+ 8=0, a— =o, É oR 


aa A Š 


$ 3。 加 法 定理 (169) 
一 .0 十 op _ aa p. 
a= 2 , 8 2 , 
两 端 乘 2， 再 把 0, p 分别 换 成 ,8， 便 可 得 证 . DJ0 
注意 前面 [定理 】8,9 的 各 公式 是 十 分 重要 的 公式 ， 它 们 在 三 角 涵 数 式 的 
变形 中 起 着 重要 的 作用 .， 


53:6 三 角 恒 等 式 

【定义 11. EAER, EMAER, KEIMER ZIMER S 
式 对 于 包含 在 其 中 的 角 的 一 切 值 ( 有 时 ， 要 除 掉 基 些 特 丈 值 ) 都 成 立 ， 则 
此 等 式 叫做 三 角 恒 等 式 ， 否 则 叫做 三 角 方程 式 . 


amaka ma A L SRE, 
isa s au ZA a 
例如 


sin? 0+cos?0=1, tgb=sSing 
cos 0 


是 三 角 恒等式 ， 前 者 对 全 部 0 OR AART b= (mn + 去 ) x (n 是 


任意 整数 ) 外 ， 对 一 切 9 值 都 成 立 。 再 有 ， 在 下 面 【 定 理 】10 中 所 见 到 的 
和 恒等式， 对 于 满足 a 十 十 y= 的 一 切 a,B,y 都 成 立 ， 这 类 恒等式 叫做 条 
件 恒等式 . 

【 定理】10. 对 于 满足 gc 十 8+?= 关 的 一 切 Q,B,y， 下 列 等 式 成 立 。 


(1) sin a+sin 有 十 sin 一 4cos 于 cos 全 cos 也， 


(2) cos c 十 cos B+cos p=4sin 和 sin sin 世 十 1i 


(3) tga+tg 8+tgy=tga tg 2 tgy; 

(4) sin2a+sin 28+sin2 y=4sin a sin £ sin Ys. 

(5) cos2a+cos28 + cos2y=—4cos a cos £ cos y—1; 

(6) sin? atsin? 8+ sin? y=2+2cos a cos B cos y; 

(7) coat cos’ P+ cos? y=1—2cos a cos Ë cos y; 
证 明 (1) sina-sin p+siny 
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= 2sin- atE cos 2A +2sin-—cos-+- 


= sin TY cos =Ë +2sin Te „iea Cate). cos% 


=2eos cos 47 pb 十 2cos at co s” 


i 一 at 
= 2c0s (cos -a B. T BO 


B 


g Y 
=4cos y cos", COS i 


(2) cosa 十 cosB 十 cos? 一 2cos TË o < “一 十 1 一 2 sin 


. a~ a 
=1+2sin 7 (cos: p — cos 


2 2 


B. > 
=1-F4sin— 2 sin 2 Sin 


6) 根据 3.3 的 [定理 ]3 中 第 (3) 款 ， 立 即 可 得 证 ， 
(4) sih2a +sin28+sin2> 


一 2sin(c 十 B)cos(c 一 B) 士 2sinycosy 
一 2siny(cos(a 一 8B) 十 cosy) 


一 -一 e] — 一 一 
hsinycos Zt eos | -A 


= sinasin sin; 
(5) cos2a +cos28 + cos2y 


=2cos(a+ f cos(a —ß8)+2cosy=! 
= —1 +2cosp(cosp— cos(a —8)) 


Si wan. a s 
= —1 —4cosrysin- sft y eet. 


m™m—1l—4cosacoshcosys 


| $3. 加 法 定理 (171) 
(8) sin?a 十 sin268 十 sin2? 


1 
m 1 fs —(cos2a+cos28+ cos2y)| 


一 2 十 2cosacosBcos?; (根据 (5)) 
(7) cos*a+cos28--cos"y 


1 
= aE +(cos2a + cos28+cos2p)} 


=} —2cosacosßcosy. (根据 (5)) 口 
注意 ”为 了 证 明 三 角 恒等式 ， 可 以 象 在 上 述 【定理 ]10 的 证 明 中 见 到 的 那 
样 ， 由 三 角 函 数 的 基本 公式 ， 辑 法 定理 ， 以 及 和 、 差 与 积 的 变换 公式 等 等 
直接 导出 ， 或 者 利用 这 些 公 式 ， 从 待 证 明 的 恒等式 的 一 端 出 发 导出 男 一 
端 ， 或 者 将 左右 两 端 和 名 自 变 形 ， 导 出 相同 的 表达 式 ， 
【定理 ]2. 简 谐 扰动， 振幅 、 初 相 、 周 期 、 频 率 ”质点 在 一 条 曲线 上 作 往 
复 的 周期 运动 ( 每 经 过 一 定时 间 重 复 同 一 的 运动 )， 叫 做 振动 .特别 是 ， 如 
质点 P 在 一 条 直线 ( 令 为 y Sh) E, 在 定点 O( 设 为 原点 ) 的 上 下 作 振 动 ， 且 
在 任意 时 刻 t, P 点 的 坐标 果 下 式 给 定 

y=7sin(wt+a) (7>0), 


则 此 振动 叫做 简 谐 振动 ， 式 中 ，y, o, a 都 是 常数 ,7, a, +=- 和 y= 
Jol 分 别 叫做 此 简 谐振 动 的 振幅 ， 初 相 ， 周 期 和 频率 . 


【定理 ]11。 以 原点 0 为 中 心 , ?为 半径 作 一 贺 ， 由 此 圆周 上 的 一 点 4 
(Ycosa, 7sina) 出 发 ， 以 恒定 的 角速度 o 转动 , 则 动 点 Q@ 在 >》 轴 上 的 投影 
人 E. 
y=rsinlot+a) (r>0). 
反 过 来 说 也 对 ， 

证 明 如 图 5-13 所 示 . 设 在 运动 t 秒 钟 后 ， 
动 点 Q 的 坐标 为 (x,y) , 则 此 时 P 点 的 坐标 
变 为 (0,>). 另 一 方面 , 终 边 08 的 角 是 
wt 十 a,， 因 此 有 

y=rsinlot+a)}). 
JA P 点 作 简 谐振 动 

y=ysin(ot+a), 图 5-13 


(172) FEE = fg 3 
反之 ， 若 P 点 作 简 谐振 动 ， 
y=rsin(ot+ a) (r>0). 
那 末 ， 当 考察 以 原点 为 中 心 、7 为 半径 的 圆周 时 ,t=0 所 对 应 的 P 点 的 位 
置 P 变 为 此 圆周 上 的 点 A(rcosa ,rsina) 在 >》 轴 上 的 投影 .同样 ，t=t 时 P 
点 的 位 车 P 变 为 此 圆周 上 的 点 Q(rcos(ot--a),rsin(ot+a))# y $ EB 
投影 .此 时 ， 动 径 OQ 的 角速度 是 


Hotta) 


二 (常数 )， 


从 而 ,P 点 的 运动 与 圆周 上 从 4 点 出 发 以 与 角速度 四 运动 的 @ 点 在 y 轴 上 
的 投影 P 的 运动 是 一 致 的 . 


注意 (1) 点 Q@ 在 x 轴 上 的 投影 P 的 运动 也 是 简 谐 运动 ， 


*=rsin( otra +=) (7>0). 


(2) 34 OQ 绕 原 点 回转 一 周 所 需要 的 时 间 是 -村 ， 这 与 作 简 谐振 动 
的 点 P，P*， 的 周期 一 致 . 

(3) 简 谐 振动 的 周期 与 其 振幅 无 关 . 这 个 性 质 叫 做 简 谐 振动 的 等 时 
性 . 
【定理 ]5. 同一 直线 上 的 简 谐 振动 的 合成 ”假设 在 -- 条 直线 y 轴 上 有 两 个 
质点 ， 都 以 原点 为 中 心 作 简 谐 振动 ， 它 们 在 任意 时 刻 t 的 y 坐标 各 是 y,， 
yz2， 那 么 在 >》 AE, y 坐标 为 yi 十 ys 的 点 的 运动 ， 叫 做 《 此 直线 上 的 ) 这 
两 个 简 谐 运动 的 合成 . 
【定理 ]12。 同 周期 、 同 直线 上 的 简 谐振 动 的 合成 运动 ， 也 是 简 谐 运动 ， 其 
振动 周期 与 原来 的 周期 相等 。 
证 明 在 》 轴 上 取 两 个 质点 Pl, Pz 它们 者 以 原点 为 中 心 作 同 周期 的 简 注 
振动 ， 在 任意 时 刻 t 的 y 坐标 各 为 yj, yz， 令 

ËF i=risin(ot+a,) (ri>0)， 
| y,= r.sin(ot+a,) (r,>0), 

W RBRF,y=yi+y,=risin(ot+a,)+r,sin(ot+a;) 

. 一 Sinot(Ficosai 十 racosaz) 十 cosat(7isinal 十 rasinc2)。 | 
由 于 yi, 72, ay, az 都 是 己 知 常数 ， 所 以 上 式 两 个 括号 内 的 量 也 是 常数 ， 它 
们 可 以 用 两 个 另外 的 常数 r, a 来 表示 ， 其 间 满 足 如 下 的 关系 ， 


ricosa-+r;cosa;=rcosa, 


ULN H >L 


S3. 加 法 定理 Sate 


risinayT+Tr+ssina,;=rsina. 


这 样 表 示 之 所 以 可 能 ， 是 因为 我 们 可 以 从 上 两 式 把 + ,a 确定 出 来 . 由 上 两 
式 平方 相 加 ， 及 求 二 式 之 比 ， 可 得 


| r 一 w r+ r+ 2rirzcos(a—Ga;), 


从 而 ， y=y+y;=rsinotcosa+rcosotsina 
=rsin(ot+a). 
也 就 是 说 ，P1i,P; 的 合成 运动 仍然 是 相同 周期 的 简 谐振 动 . 
注意 ”合成 运动 的 振幅 r 和 初 相 a ,可 以 由 最 初 的 两 个 分 运动 的 振幅 r1，r， 
和 初 相 aiaz, 按 下 列 几 何方 法 求 得 ， 如 
图 5-14 所 示 。 此 法 在 处 理 三 个 以 上 的 
( 同 直线 上 的 ) 简 谐 振动 的 合成 时 也 和 违 
Fñ. 
在 图 5-14 中 ， 令 
ZSOP=a,, OP=r;, 
RPQ=a;:, PQ=r;, 
则 ASOQ0=a, OQ=r. 


3.7 三 角 级 数 的 和 
【定理 ]13. 对 于 正 整 数 n， 下 列 等 式 成 立 ， 
(1) sinc 十 sin(c 十 B) 十 sinf(c 十 2B) 十 ， “+sin(at+(n—1)p) i 


' n—1 
P: 7 


Q 


B)sin "$ 
- (Bp 寺 2mz ,m 是 整数 时 )， 


a | sins 
nsina (B=2mr mÆ% ). 
(2) cosa+cosla+ 8)+coslat28)+- '+cos(a+(n—1)8) 


[eos(at 3 B )sin h- 
| SssSSss (Bb 夺 2m7 ,m 是 整数 时 )， 


losa (8=2mz ,m 是 整数 时 ) 


(174) 第 五 章 = 角 学 
证 明 (1)(i) ps2mz 的 情形 “” 念 左 端的 和 为 S.. 假 议 R 是 任意 的 正 整 数 ， 
则 
zsinlatkp)sinț=cos[a+ (k-z )A}—cos{a+(k+7)e} é 

Ç k=0, 1, ,n 一 1 ,再 把 两 端 分 别 相 加 得 - 


2sinf Sa = cos(a - Ë) -cos[a+(n- +)8J 
=2sin(at Fp)sin "i. 
因为 8 守 2m Pisin 如 se0 ,从 而 有 


n—1 . np 
sin(a+ 7 B )sin ° 
uw AIEE muu 5:39 


Ê 
f sins | | 

(ii) 8B=2mzr 的 情形 tk 是 任意 的 整数 ， 这 时 只 要 注意 到 

sin(a+kB)=sina, 

便 可 立即 得 证 
(2) 在 (1) 的 公式 中 , 若 将 a 换 成 a 二 地, 便 可 立即 得 证 ， 口 
IR) 对 于 正 整 数 m, TEANS: 

(1) sinc 十 sin2C 十 sin3C 十 … 十 SinC 


. (n+i)az . na 
sinz sin 


— i——— lamn ,m 是 整数 时 )， 
sins | 
eq da A (a=2mxz,m 是 整数 时 )， 
(2) cos a 十 cos2c-Hcos3a 十 … 士 cosHNa 
jes eta Ses s 


(a2e2m T+, m 是 整数 时 )， 


| n: (a=2m <, m 是 整数 时 )， 


$3. 加 法 定理 (175) 
证 明 在 前 面 的 [定理 】 13 中 ， 考 令 p=a 便 可 立即 得 证 ， 口 ] 
例题 1。 连 接 正 n 边 形 的 外 接 圆 周 上 的 任意 一 点 ,与 各 顶点 的 弦 的 长 度 的 平 
方 和 是 nR’, Hh R 是 外 接 圆 的 半径 . | 
解 ” 如 图 5 一 15 所 示 ， 设 正 n 边 形 的 顶点 为 Pl,P*,…,P。， 其 外 接 圆 的 中 
心 为 0， 在 弧 P.P, `Ë, 任意 选取 P ARSIM 弧 PP; 对 应 的 回 心 角 为 2a, F 
Zeg, MSPP, PPP}, PP,Ps, * , PPiP, 对 应 的 圆心 角 分 别 为 
2a, 2(a+ B), 2(a+28), =, 2(a+(n—1)086. BIB, 5% PP,, PP;, 
PP:，… PP, 的 长 度 的 平方 和 是 
' S=(2R): [sin’atsin:(at+ 0) 
十 sin2(c 十 2B) 十 … 
| +sin1(a+(n—1)0)]. 
可 是 ， 因 为 
2sin20=1—cos20, 所 以 
S=2n R2—2R2[cos2a 
+cos(2a +2 8) 
十 cos(2a 十 46) 十 … 
' +cos(2a+2(n—1)80)]). 
应 用 [定理 ]13 中 的 第 (2) š, 并 注意 到 图 5-15 
sin n p=sin z=0, 
则 得。 S=2nR*. 
例题 2 设 以 点 O 为 中 心 画 一 个 半径 为 也 csc 的 贺 ， 由 此 贺 周 上 的 一 点 
Ps 依次 作 长 度 为 1 的 纺 PoP: PiP;， PP,, … ，P,-1P,， 过 Po 引 一 直线 1， 
它 与 继 P IP, 构成 a 角 ， 再 过 P03 引 | 一 垂直 于 4 的 直线 化 , 试 求 折 线 PoP1P… 
P. ZERI, V 上 的 投影 的 长 度 . 
解 如 图 5—16 所 示 。 因 为 与 弧 PoP, I, PiP,, PP, s, P,-1P, 对 应 的 四 心 
角 都 是 8 ,直线 上 与 弦 PoP1,PiP;s ,PzP3,…, P.- P, 的 夹 角 分 别 是 aa + B, 
cc 十 28,…,a 十 (一 1)8 AI, ESHER PoPiP:…P, 在 直线 1 关上 的 投影 
的 长 度 各 为 L，L* ， 则 有 


L=cos a 十 cos(c 十 B) 十 cos(a 十 2B) 十 … AN 
m ee J 


w nA a 
sin 
¿ 


( 176) S T SE 
+. +sin(a+(n—1)8) 


N 


: ni . h 
Halata z 有 J 
天 -一 一 一 一 一- 一 一 一。 


¿ia 
2 
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【定义 】] 1 三角 福 程 的 解 、 特 解 、 通 解 ” 满足 三 角 方程 的 未 知 角 的 t, m 
做 这 俱 方 程 的 根 或 解 。 求 根 的 过 程 叫做 解 方程 。 如 果 知 道 三 角 方 程 一 个 特 
殊 的 解 ， 则 常常 就 能 求 得 满足 此 方程 的 其 他 一 切 解 。 这 个 特殊 的 解 叫做 特 
解 . 包含 全 部 特 解 的 解 ， 叫 做 通 解 (或 一 般 解 )。 

【定理 }1。 设 下 列 三 角 方 程 的 一 个 特 解 为 ag， 则 其 通 解 x 可 按 下 列 方式 给 


定 ， 
. (1) sinx=a (lal/<1), x=nr+(—1)'a; 
(2) cosx=a (ja[ <1), — x=2nm+a; 
x. (3) tgx=a, X 一 了 HT 十 C。 


其 中 ， 是 任意 整数 。 
证 明 (1) 如 图 5 一 17(A) 所 示 . 设 直线 ?一 0 与 单位 圆 的 交点 为 P,P” ,这 时 
若 设 终 边 为 OP 的 一 个 角 为 as， 则 终 边 为 OPS 的 一 个 角 就 是 x 一 a， 因 此 
终 边 为 OP，OP? 的 一 般 角 分 别 是 | 
m nta, 2m m+ mxr—a (m 是 任意 整数 ). 

显然， 这 些 角 的 正弦 值 都 等 于 a， 因 而 将 上 面 两 式 归 结 在 一 起 ， 所 求 的 一 
RERE 
nx 二 +( 一 1)a (是 任意 整数 )。 

(2) 如 图 5 一 17(B) 所 示 ， 设 直线 x=4a 与 单位 圆 的 交点 各 为 P,P* 这 
时 车 设 终 边 为 OP 的 一 个 角 为 a， 则 终 边 为 0P: 的 一 个 角 便 是 一 a。 因 此， 
终 边 为 OP, OP 的 一 般 角 分 别 是 


Š 4. 三 角 方 程 .三 角 不 等 式 (1775 


2nm+a, 21 一 C (n 是 任意 整数 ) 
很 明显 ,这 些 角 的 余弦 值 都 等 于 a， 因 而 所 求 的 一 般 解 是 
”2nx 土 a (n 是 任意 整数 ) . 
(3) 如 图 5s 17(c) 所 示 , 假 让 过 接点 T(1,0) 与 原点 O 的 直线 OT 与 
单位 贺 的 交点 为 P,P*， 这 时 车 令 终 边 为 OP 的 一 个 角 为 a， 则 终 边 为 OP? 
的 一 个 角 便 为 x 十 xa。 因此 ， 终 边 为 OP, OP 的 -- 般 角 分 别 是 


mirta, mn 十 Xx 十 a (m 是 任意 整数 )、 


(178) . = f = 


一 一 -一 — .— —.—Š .t.T-—A.— ¿ . ` _ A 


很 明显 ， 这 些 角 的 正切 值 都 等 ， 办 而 所 求 的 一 般 解 是 
nr+a (n LEBE, = 
注意 (1), (2), (3) 这 三 类 方程 ， 叫 做 基本 三 角 方程 ， 
[K] 两 个 角 a,B 的 正弦 、 人 余弦 和 正切 值 分 别 相等 的 充分 必要 条 件 如 下 ， 
(1) sina=sin f, a=2nr+8 或 a=(2nt+1)7~—f; 
(2) cosa=cosß, a 二 2nn 十 B 或 a=2nxz— B; 
(3) tga=tgp, a=2nx 十 B 或 a=(2n+1)r+ß. 
证 骨 根据 前 面 的 {定理 11， 是 很 明显 的 、 


例题 1。 解 下 列 三 角 方程 
(1) cos2x= cosx; 
(2) sin3x= cos2x; 
(3) asinx+bcosx=c. 


解 (1) 由 前 面 的 【 系 】 可 知 ，2x==2nx 土 x, 从 [而 x=2nm=, LA (n 是 任意 


整数 )， | 
(2) sintx=cos2x=sin( 5—2 ), 从 而 贝 前面 的 { 系 } 可 知 ， 


x=nz+( 一 1》 (于 一 2x). 
由 此 ， 当 $8%==2m B, 3x=2mr+- —2=, 
| s == i @ 
Má n=2m+1 时 ， 3x=(2m-+1)z—[ Z —2x), 


并 
as x=2mzx+ v. @ 


因为 全 包含 在 中 中 ， 所 以， 所 求 的 解 是 


| 一 十- (m 是 任意 整数 ) 


$4. ZATE ATAT o (179) 


其 中 ， š 


b | 
Jarr = cosao, WEEET = s1inago, 


则 前 式 变 为 


i c 
sinxcosao 十 cosxsinao 一 Sin(x 十 co) 一 Arias pa 


从 而 得 到 


O 当 g+P<e l, IR. 
© Hettecth, x 二 nx 二 (一 1) a 一 Qo 


(其 中 ,n 是 任意 蓝 数 ，a 是 sinx= pr 的 一 个 特 解 )， 


(ii) a=0 的 情形 
© bok, t>, A 
Æ eL, x=2nrta 
《其 中 ， n 是 任意 整数 |a 是 cosx=- 一 个 特 解 ) 。 


@ b=0 时 ， Ec), 无 解 
车 c=0， 则 解 的 值 为 任意 实数 ， 


注意 ”如 凸 例 所 示 , 为 了 解 给 定 的 三 角 方 程 ,只 要 把 它 归结 为 解 基本 三 角 广 
| 程 就 行 了 .为 此 ， 对 于 给 定 的 方程 ， 可 以 


| 式 ， 
例题 2 I asha 1, 


(H) 变形 为 仅 含 某 一 个 三 角 函 数 的 表达 式 ， 


(Z) 应 用 加 法 定理 ， 


(S) 应 用 同 角 的 正弦 、 余 弦 的 合成 公式 (3.2【 定 理 】2); 
(T) 应 用 正弦 、 余 弦 的 和 、 差 与 积 的 变换 公式 ; 


OR) 用 tg 关 一 t 的 有 理 式 表示 等 等 ， 导 致 《 数 个 因 式 之 积 ) =0 的 形 


人 人 cosx 十 cosy 一 1。 


(180) BRE = j s 
W 由 第 一 、 第 二 式 ， 分 别 有 
sinx=1—siny, Q) 
cosx= 1 — cosy, © 


将 由、@ 两 端 平方 ， 再 各 端 分 别 相 加 ， 得 


siny+cosy=1, 


Jt 1 
ee cos(y 一 至 ) Er 


由 此 得 ?一 于 一 204 z+, 
即 y=2nx+- 或 ?一 2nz， 


(i) #y=2nz+, 则 由 名 得 cosx=1, 


. x=2mz. 
(ii) #y=2nz, IRO cosx=0, 


x=2mz t>. 
可 是 ，? 一 2nz，x 一 2mxr 一 二 不 满足 所 给 定 的 方程 式 ， 因 此 ， 所 求 的 解 是 


x=w=2m zm, x=2m z+, 
Í — 2 ”(m,n 是 任意 整数 )， 

y=2n z+, y=2nz i paw 
注意 ”为 了 求解 联 立 三 角 方程 ， 象 在 上 例 中 看 到 的 那样 ， 可 根据 下 列 方法 
使 之 归结 成 一 个 未 知 角 的 三 角 方 程 的 解法 ， 

(F) 代入 

(Z) ”两 端 平方 再 相 加 ， 

(A) 应 用 正弦 、 余 弦 的 和 、 差 与 积 的 变换 公式 等 等 
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[EX]. 绝对 三 角 不 等 式 ， 三 角 不 等 式 及 其 解 、 &MPRZf0TSXG 在 关 


$ 4. 三 角 方程 ,三角 不 等 式 (181) 


—— eame 


于 三 角子 数 的 不 等 式 中 ,车 其 中 的 未 知 角 取 任 何 值 时 《个 别 特殊 的 角 除 
外 ) ,不 等 式 都 成 立 ， 则 此 不 等 式 叫做 绝对 三 角 不 等 式 ， 不 是 这 样 的 情况 ， 
亦 即 不 等 式 只 对 未 知 角 的 某 个 范围 的 值 成 立时 ， 叫 做 三 角 不 等 式 ， 此 未 知 
角 的 值 的 范围 叫做 该 三 角 不 等 式 的 解 。 求 解 三 角 下 每 式 的 过 程 ， 叫 做 解 三 
角 不 等 式 ， 
关于 三 角 函 数 的 不 等 式 分 成 

(EERTE, 

三 角 不 等 式 . 
例如 jsin 9| <1, [sec 0|Z21 是 绝对 三 角 不 等 式 。 前 者 对 一 切 的 9 值 都 


RE, 后 者 除去 0 二 2 Tl. (n 是 任意 整数 ) 的 一 切 9 值 者 成立 。 X, 


sin 9<tg 9 对 于 满足 0 <0 < T-hu— 1) 0 值 都 成 立 , 但 这 类 绝对 三 角 不 等 
式 往往 叫做 条 件 三 角 不 等 式 . 


[E8]. 当 0<c< 了 时， 下 列 不 等 式 成 立 ， 
(1) sina<a <tg a; 


(2) cos a< Sing <i. 


WAO) MERR RANN fa (0 < a <T) 的 终 边 OP 的 交 


-ÄH P, H PAR x AFE R, TB É 73j 
Q; 单位 圆 与 x 轴 的 正 半 轴 的 交点 为 4， 
由 4 点 作 单 位 圆 的 切线 ， 与 终 边 OP 的 延 
长 线 的 交点 为 T， 则 由 图 显然 有 

(A POA 的 面积 )<< (JJ POA 
的 面积 )<( 入 TOA 的 面积 ). 
因此 


1 . 1 1 
> sina < 72 < tg a, 
sina <a Ktga. 


(2) EK O) 中 最 后 一 个 不 等 式 各 端 
用 sina (20) 来 除 ， 则 得 
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~ 


=== -e w n 


1 
TE a sm 
sin g cos g 


从 而 
cosa < SES. <1. D 


注意 ”对 于 满足 一 卫 <c<0 fa, (2) 也 成 立 .由 (2) 可 导出 三 角 函 数 极限 
值 计算 中 的 基本 公式 . 


=], 
CER a I 
由 此 可 知 ， 当 |a | 充分 小 时 ， 有 sin a= a, 
例题 1 当 0 <a <t, a- £- < sina RÙ. 
E FÉ, Miia 的 第 (1) 款 成 立 ， 因 此 


C 
sin < < tgy-. 


. 四 a [#4 L a 2a a ° 2 z 
| 一 2sin 一 cos 二 一 2tg — 一 一 2 a = Tje 
而 ， sina=2sin—cos ç g cos =2tg 7U sin % 


于 是 ， 应 用 不 等 式 和 <tg 号 ， sinZ <2， 便 得 


a 2y) a? 
°. — i= (=) = = e 
sin a> 2 : ( | 2 C 


注意 ， 由 前 面 【 定 理 ]2 的 第 (1) 款 及 例 1 的 不 等 式 ,得 ， 


aš ; 
rae a—-y <sina <a 
°. aš 
~ ` 0<a— sin a< S 


À - 3 
因此 ， 当 a(>0) 充分 小 时 ， 令 sin a=a MIRRE g 小 。 


8 4. 三 角 方 程 . 三 角 不 等 式 (183) 
H2. 当 0<c<r，0<pB<r 时 
sina--sin 8 e p A. 
2 w. 


解 sina+sin B=2sin ste cos sA 
! i 
| KZ s - 
| 2 | 2 2 
故 sint >0, 0<cos < 二 人 <t 


sina+sin p<2sin tE, 
【定理 15. 满足 三 角 不 等 式 
(1) sin(x—y)>0, jxj<r， |y|[<x; 
(2) cos(x—y)>0, jxl<x, [yl<x. 
的 (x,y) 点 的 集合 , 在 坐标 平面 上 可 分 别 用 图 5 一 19 中 带 阴影 的 区 域 (1 ) 
与 (2” ) 表示 ， 


y 
NN 
, < 
cn n. (不 包括 边界 ) 
图 5-19 | 
证 明 (1) 由 于 |xj<x, lyl<x, t| x—y|<2=, 又 因为 sin(x—y)>0, 


所 以 
f —2z<x—y<—x,0<x—y<n=. 
若 用 图 形 表示 合 于 这 些 条 件 的 x、y， 就 得 到 图 5-19(1“ ) 中 阴影 部 分 ， 
(2) 考虑 到 |x 一 yj<2x， 及 cos(x 一 y)>0， 便 得 
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一 2r<x 一 ?< 一 本 mr, 一 并 <x 一 ?< 王 ， =< -y <2x., 
若 用 图 形 表 示 它 们 ， 就 是 图 5-192: ) 中 阴影 部 分 . Ey 
注意 对 于 含有 两 个 变数 x, y 的 三 角 涉 等 式 ， 我 们 常 把 满足 此 不 等 式 的 
x, y 与 坐标 平面 上 以 这 些 x、y 为 坐标 的 点 (x,y) 的 集合 《 亦 即 解 的 区 域 ) 
对 应 起 来 . 
例题 ”试用 图 形 表 示 下 列 不 等 式 所 确定 的 解 的 范围 . 


(1) sinx 十 Sin y<sin ŽE, 0<x<xr,0 Ky Kr; 


(2) sin2(x 十 y)>>sin2x 十 sin2y,0<x<2r,0<y<2r; 
(3) sinX(x+y)Zsin (x-y) x Sa, yr. 


解 (1) 应 用 sinx 十 siny 一 2sin-x3 cos > ,将 所 给 的 不 等 式 改写 ， 
整理 后 得 


£ pas (1=2c0s* 7> )sin 277 >0. © 
IR 0O<x<x,0<y<=, | @ 
所 以 si E >o, | 
Aü, HOXE 

gean <. | @ 


. ZA E " EATEN (185) 


@5@ñJ3k[J302y EIRIGH, ania 5-20 中 带 阴 影 部 分 (不 包括 边界 )， 
(2) 由 所 给 的 不 等 式 ， +f 
9sin(x+y)cos(x+y)>2sin(x+y)cos(x—y), 
2sin(x+y) {coslx+y)—cos(x—y)} >90: 
sinl x+y)sinx sin y<). 0; 
但 是 ， H 0<x<šzx, 0<y<2x ní; 
0<x+y<4x, EIE 
(i) 当 sin(x+y)>0 时 ,证 
0<x+y<x, 2w<x+y<ix. @ 
这 时 ， 如 要 人 @ 成 立 ， 只 有 有 下列 两 种 情形 ; 
sinx>0 H. sin y<0, BO<x<r Hr<y<27, @ 
sinx<0 H sin y>0, FJ z <x<°x jl. 6 <y<x=. © 
© 


(ii) 34 sin(x+ y)<0 if, Fy 
mz<x+y<2x, Sr Lx y<ix. 
kW, 如 要 四 成 立 ， 只 有 下 HS SGhiq 
sinx>0 H siny>0, BJ6<x<x B 0<y<rx, @ 
sinx<0 H. sin y<0, E z <x<2?zxz H z< <y<2<x. @ 
Am. FroR08J Bl @5Q@, O50, O50, @5 OB 6JJE|RJPEZy ËJ 
并 集合 ,如 图 :5-21 中 带 阴 影 部 分 ( 趟 包括 边界 ) 
(3) sinXx+y)—sin2(x—y) 
= (sin(x+y)+sin(x—y)) : (sin(x+y)—sin(x—y)) 
Saqi Fb 一 (2sinx cos »)(2cosx sin y) | 
= sin2xsin2yZ0. 
从 而 sin2xZo0 B. sin2yZ0,Bj 


5 一 22 
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TXT AT Zt zt 
-aL 0 <x< HB—-z<y<—-z>,0<y<>, @ 


或 。 sin2x=0 H. sin 2y=<ç, Bp 
T An 
— + <x=o, + <x<x= HE —<y=<0,7<y<. @ 


从 而 ， 所 求 的 范围 是 中 与 @ 各 自 确 定 的 集合 的 并 集 ， 如 图 5-22 中 带 阴 影 
部 分 (包括 边界 ) . 


45 三 角 函 数 的 最 大 值 ` 最 小 值 
【定理 1]4.sinb ,cosg 有 最 大 值 !， 最 小 值 一 1!:， 而 tgl 既 没 有 最 大 值 也 没 
有 最 小 值 . 
证 明 ”由 三 角 函 数 的 定义 ， 这 是 明显 的 . Gg 
【定理 】5. sinl 与 cosb 的 一 次 式 ， 二 次 式 

asin 0+b cos 0, asin20+2bsin 0 cos 9 十 c cos?) 的 最 大 值 ， 最 
小 值 分 别 由 下 式 给 定 ， 


A 0 十 5 ， 一 Wo: 十 b2 


ate _—a—c \zyp SEC _ // a—c \sr2 
Ñ +/( ¿s A 


Hh, a,b,c 是 常数 . . 
证 明 (1) $ P=asin0+b cos 0. AA a, b |]8F2g0, M, WAA P 
(a,b), E$ a 是 属于 终 边 OP 的 一 个 角 ， 则 由 3.2 的 [定理 】2 可 得 
P 一 wa5 十 bz sin(0+a). 
从 而 ，P 在 sin(0+a)=1 HRE 大 值 Waz+b ， 了 本 在 sin(b+a) 一 一 
时 取 最 小 值 一 wa 十 bz . 
(2) $ P=asin? 0+2b sin 8 cos 0+ccos 0 , 则 


(1 一 1 
1 cos 20); Suai c( teos 20) 


2 
= ste +m cos 20+b sin 20 
a 
(其 中 Ts 


(i) m, b 不 同时 为 0 的 情形 这 时 选取 点 P(m ,b) ,车 令 ac 是 属于 终 边 _ 


$4. EPHE EATER (187) 
OP 的 一 个 角 ， 则 


pa- EO /mT sin(20+a). 


(ii) m,b 同时 为 0 的 情形 因为 a=c,b=0, 所 以 P=a. 
这 与 在 (i) 的 公式 中 令 m=b==0 所 得 的 结果 是 一 致 的 .因此 P 常常 可 变形 
成 


P= + mtb sin(20+a), 


FE, PÆ sin(20+a)=1 hf, WEK ate +A mito, 而 当 sin(20 


+a)=—1BF, MME Ami FO. = 
注意 ” 求 最 大 值 、 最 小 值 的 一 般 方法 是 实施 下 列 的 步骤 ， 求 出 所 给 三 角 函 
数 式 可 能 的 取 值 范围 ， 再 仔细 考察 此 范围 的 边 神 值 。 

(F) 变换 成 一 种 类 型 的 三 角 函 数 ; 

(Z) 应 用 同 角 的 正弦 、 余 弦 的 合成 公式 

(A) WA sin 9 十 cos 06=t 的 函数 ， 

(T) 画 出 图 象 ; 

(JR) 应 用 定理 , “车 两 数 的 和 ( 积 ) 一 定 , 则 这 两 数 的 积 ( 和 ) 在 两 数 
相等 时 变 为 最 大 (最 小 ); 若 两 数 不 相等 ， 则 差 最 小 时 ， 积 ( 和 ) 变 为 最 大 
(最 小 )”. 
例题 1、 试 求 y=cos’x 十 2sinx 的 最 大 值 、 
最 小 值 . 

NN ”车 令 sin x=t, 则 |t| 1， 且 原 来 的 
函数 变 为 

9 一 一 妇 十 2t 十 1 一 一 (t 一 1)2 十 2， 
从 和 而， 如 图 5-23 所 示 ， 

当 t=sin x 二 1 时 ， 函 数 取 最 大 值 2. 

当 t= 一 sinx= 一 1 时， 函数 取 最 小 值 
一 2 
例题 2。 试 求 x 十 y=a( 定 值 ) 时 苇 数 图 5-23 
cos x cos ?的 最 大 值 、 最 小 值 . 


"yo—(1—1)+2 


Fr- - — — — — — 
> 


l. — æ m Å — 


l 
解 cosx cos y=y (cos(x+y)+cos(x—y)) 
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1 
= {cos a+cos(x—y)) . 


从 而 
当 cos(x—y)=1 Bf, cosx cos y 取 最 大 值 


x. | 
了 cosa+1 )=cos( + ). 
当 cos(x—y)= —1 ij, cosx cos y 取 最 小 值 
1 、 
4 (eosa—1)=—sin*( + ). 


44 消去 法 
【定义 ]3. 消去 式 . 消 去 法 ”由 给 定 的 一 组 方程 式 ， 消 去 其 中 的 某 个 字母 ， 
叫做 消去 这 个 字母 ， 在 消去 这 个 字母 后 所 得 的 关系 式 叫做 消去 式 。 存 在 消 
去 式 是 给 定 的 一 组 方程 式 ( 联 立 方程 组 ) 有 解 的 必要 条 件 。 求 消去 式 的 方 
法 叫做 消去 法 。 作 为 消去 法 ， 一 - 般 有 

(H) 视 为 联 立方 程 组 求解 ， 

(Z) 组 成 平方 和 ,平方 差 ， 

`C: CT) 对 字母 系数 求解 等 等 . 
但 不 少 的 情形 不 能 按 一 般 的 方法 来 作 ， 而 要 求 用 特殊 的 技巧 、 
例 趾 1.〈 视 为 联 立方 程 组 求解 的 方法 》 

tg 0 十 sin 0 一 0， 

AAB [ts 0—sin0=b 
消去 0. 
8 人 与 @@ 相 加 、 减 ， 分 别 得 


! iis atb `. _a—b 


@ @ 


1+(- 与 SE -=1+te0= =sec20= 


a < 
于 是 ， 所 求 得 的 消去 式 是 
(a’—b’)’=16ab. 


例题 2. (组 成 平方 和 、 平 方差 的 方法 ) 


§ 4， 三 角 方程 :三角 不 等 式 (189) 

试 由 sin0+sing=a, 

cos 0+ cos p=b, 
cos(0 二 op) 一 5c 


消去 0, p. 
R IRiny s) QE n. FHA, mM 
\2 0s(8 一 D) 一 入 十 太一 2 ， 
cos 20 十 cos 22+2cos(0-- z) 
=2cos(0+p)cos(0—g)+2cos(0+ g) 
=2cos(0+pe)(Xcos(0—g)+1) 
一 1 一 02. 


KO., ORAO, EFIKAR 


2p? I 
zc ~1+1)=b’—a’, 
即 (a: 十 b2)c 一 5 一 02. 
例题 35。( 对 字母 系数 求解 的 方法 ) 
A sec 0=3 
2sinf 8 +y csc 0=3 
消去 0. 
WW HO. OSR 
| x=3cos 0—2cos’ 0, y=3sin 0—2sin: 0. 
从 而 
x 二 y=3(sin 0+cos 0)—2(sin’ 6+ cos: 0) 
=(sin 0+cos 0)°, 
x—y=3(cos 0—sin 0)—2(cos’ 0—sin° 0) 
=(cos 0—sin 0)°, 
B x, y 是 实数 ， 所 以 
(x+y) ?=sin bg 十 cos 0,(x 一 y)IM3=cos 0—sin 0. ` 
于 是 得 消去 式 | 
(x+y) +(x—y) /=(sin 0+cos 0) (cos 0 一 Sin 0) 
=2, 


例题 4。( 其 他 方法 ) 试 由 


OO — 


@ Ə 
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(1) ento" 


cte0+ctep=b, 
0 十 0 一 Ca 


(2) acos 0+bsin 0=c, 
acos 0 十 bslin g=c, 
tg gtg p=m( <0) 
消去 9, p. 
解 G) 0+0 
a_ tg0ttgp _ 
b ctg0+ctg p ‘8 ltg9。 
tg 0+tg 9 
1—tg0tg ç ° @ 


将 四,@, 罗 代入 @， 便 得 下 列 消 去 式 


0o00 00O 


© 


而 tg(0+o)= 


_— b 
tga= b—a . 


(2) 将 @ 两 端 除 以 cos 8， 再 平方 得 
023 十 2abtg 0+b`'tg2 0=c2sec2 0. 
因为 1 十 tg20 一 sec20, 所 以 
. (b'—c2)tg2 0 十 2abtg 0 十 (az 一 c2) 一 0。 © 
同样 ,由 @@ 可 得 ` 
(b'—c2)tg2 p+2abtg p+ (a2—c2)=0. @ 
ERE, WR b-t hO ON tg 6=tg p， 从 而 tg 0tg p=tg*0> 
0, 这 与 @ 矛 盾 ， 因 此 b'—c2Əe5. 
于 是 ，tg 0，tg 9 是 二 次 方程 式 
(b?—ce*)x’+2ab x+(a2—c2)=0 
的 根 ,。 从 而 ， PIR tg0 :tgg 的 积 是 
tg? tg p= F. 
把 四 代入 @@ 便 得 消去 式 


m 人 
= —— 3 
bh? —c? a 


Š 4， 三角 方程 :三 角 不 等 式 (i91) 
45 反 三 角 函 数 
【定义 ]14. 反 三 角 函 数 及 其 主 值 =A y=sin ð, y=cos 89, y=tg ð, 
?一 ctg 0,y=sec 0,y=csc 0 的 反 函 数 ， 总 称 为 反 三 角 函 数 ， 分 别 表示 为 
y=sin-10 或 y=Arc sinb; 
y=cos"10 B y= Arc cos 6; 
?一 tg-10 I y= Arc tg 0; 
一 ctg-10 X y= Arc ctg ð; 
y=sec"10 W y= Arc sec 0; 
?一 csc-10 或 ?=Arc csc 0. 
这 些 反 三 角 函 数 分 别 叫做 反正 弦 (Arc sine). 反 余弦 (Arc cosine), 
正切 (Arc tangent)、 反 余 切 (Arc.cotangent)、 反 正 割 (Arc secant), 
反 余 割 (Arc cosecant)。 很 明显 ，sin-10，cos-10 定义 于 10| =< 1, 
sec-10, csc! O EX F/[ 012 1, tg"10,ct 10 对 任意 98 都 有 定义 . 在 反 
三 角 函 数值 中 ， 如 果 只 限于 在 下 列 学 围 取 值 


对 于 y=sin"! ð, = cse"10, << 


P 
对 于 y=cos-10, y 一 Sec-10， Lyr; 


对 于 y=tg ð i 
对 于 ?一 ctg-:!0 0<y<=x=. 


那 末 这 些 值 就 叫做 反 三 角 函 数 的 主 值 ， 分 别 用 


sin-10,. cos-10，tg-10， ctg-10， sec-10， csc-10 


【定理 6. 各 类 反 三 角 函 数 都 是 (无 限 ) 多 值 函 数 ， 但 其 主 值 都 是 单 值 函 数 。 
证 明 - 由 反 三 角 涵 数 及 其 主 什 的 定义 自然 明日 ， LI 


【定理 】7 下 列 各 等 式 成 立 . 
sin(sin-10)= sin (sin-10)=0; 
. cos(cos-10)=cos(cos-!0)=60; 
tg(tg-10) 一 tg(tg-10) 一 0 
ctg(ctg-10)=ctg(ctg"10)=0;,; 
sec(sec-10)= sec(sec-10)= 0; 
cse(csc-10)=csc(csc-10)=0. 


ZA 由 反 三 角 函 数 及 其 主 值 的 定义 立即 可 证 。 = 
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【 定 环 }8， 反 三 角 函 数 与 其 主 值 的 关系 由 下 列 各 式 决 定 ( 其 中 nn 是 任意 整 
数 )， 
sin-10 一 mr 十 (一 1) sin“! 0; 
cos-10=2n=m- cos-1 0; 
tg-l0=n =+tg' 0. 
EA 先 证 明 第 一 式 , 令 sin-10=y, M 0=siny, NIH 4.1 的 【定理 】 
1 ,作为 特 解 可 取 sin-1 69， 因此 
y=nn+(—1) sint, 
于 是 — sinl0=nz=+(—1)'sin-10 (n 是 任意 整数 ) 
第 二 、 三 式 也 同样 可 证 . O 
【定理 j9。 反 三 角 函 数 的 图 象 由 图 5—24 给 出 。 图 中 的 实 线 部 分 是 它们 主 


一 一 一 一 一 一 一 一 一 ee —— oe ep 


Wi — — — — 


J ERT seg 


= 2 U=csc10 
f- 


— p  - ee s- "v pm = — — Se We a 


— a e m — — — — — — — 
ZF 


、~~ 


(A) (B) (C) 

(A) y=sin-10 与 y=cos-10 的 图 象 | 

(B) y=tg-10 5 y=ctg 0 的 图 象 

(C) y=sec-180 5 y=csc`10 的 图 象 

图 5 一 24 

证 明 E= 84 E= figs h sk. 所 以 反 三 角 函 数 的 图 象 可 直 - 
三 角 函 数 的 图 象 作 关于 直线 y=x 的 对 称 移动 而 得 到 。 由 此 便 可 直 按 得 出 
图 5 一 24 中 的 各 图 象 ， Ju 


$ 4. _ 三 角 方 程 * 三 角 个 等 式 (183) 


Wm s 通常 对 于 反 三 角 函 数 ， k, RZE 它 的 主 值 ， 因 而 不 用 记号 sin 10, 
s~, e ,而 只 简单 地 采用 sinp, cos-10,-2-, 下 面 规定 sin™! 0(arc 

pii 0), cos"10 (arc cos 0), REREH. 

【定理 ]10. 下 列 等 式 成 立 : 


(1) sin-10 十 cos-10 一 工 >: 


(2) tgl — l m No r= 


(3) aitete 
证 明 (1) $ sint 0=y, ill 


siny 一 0 ， >š cos (Z —y)=0. 


但 是 <y, 所 以 <” y <. 


"U _ x 
s sin tlt cos th=. 


2 
(2) tgi =x, tg =y, 
则 tgx=—, tgy= 5. 
EEE ES ü 
从 而 CSO rr MEE 
2 3 
因为 <<<, 0<y< 工 ， 


(3) $€ tgi=x, tg 2=y, tg 3=z], 


(194) RLE 三 角 学 
则 tg x=1, tg ?一 2， tgz=3 


e ° tC ym tt ttg —. —Ss+s _ 


1—tg(x+y)tg z ey ee N 


zt JV J 
但 0<x< 了 ， 0<y<, 0 < <, 
所 以 0o<x+y+z <Ë 


由 于 在 区 间 | 。， 3. | 内 只 有 一 个 角 = 的 正切 信 等 于 零 ， 故 
tg~11 十 tg-12 十 tg-13 一 X 十 y 十 z 一 7。 
即 “ 角 地 一 (tg-22 十 te-13) 在 te-: x 的 主 值 区 间 ( 一 到 ， 芯 ) 内 ， 因 而 


一 (tg-12 十 tg-13) 一 tg-!1 
由 此 (3) 得 证 。 D 


$ 5、 三 角形 与 三 角子 数 


51 直角 三 角形 与 三 角 函 数 
【定理 ]1。 设 有 直角 三 角形 ABC, C 角 是 直角 . 角 A, B, C 的 对 边 长 各 为 


a,b,c, 此 直角 三 角形 的 内 切 加 、 外 接 圆 的 半径 各 是 +, R， 三 角形 面积 为 
8S， 则 下 列 各 式 成 立 ， 


(1) a:+b2= c, 


G b 
2 = 一 -一 一 一 一 二 二 
(2) sin A sin B 3 


(3) R= 


(4) r 一 5 一 ci 


$ 5. 三 角形 与 三 角 函 数 (195) 
(5) S=- ssr, 


其 中 25=% 十 b 十 6， 
证 明 如 图 5-25 所 示 . 

(1) 由 勾 股 定理 ;(2) 由 三 角 函 数 的 定 
义 ;(3) 由 斜 边 AB 是 外 接 圆 的 直径 ， 结 论 
是 显然 的 ; 

(4) 设 内 切 贺 的 中 心 为 O， 内 切 圆 与 
AB, BC ,CA 各 边 的 切 点 分 别 为 P,Q,R， 


m} . 

AP= AR, BP=BQ, CQ=CR(=r), 
因此 

s—c=(AR+RC+BQ)—( AP+PB)=RC=r; 

(5) AABC 的 面积 是 Ao4B ,人 AoBC,Aoc4 面积 的 和 ， 因 此 
Tar+ T br+ 了 cr= Sr。 

而 iwan 口 
5.2. 正弦 定理 


【定理 ]2。 ZA ABC 中 ， 设 顶 角 的 大 小 各 为 4,B,C, 其 对 边 BC，C4， 
AB 的 长 度 各 为 a, b,c，, 三 角形 外 接 贺 的 半径 为 R， 则 下 列 等 式 成 立 ， 
a b 
sin A sinB sinC 


=2R. 


; a _ 
(i) A=, a=2R，sin4=1， 故 显然 成 立 ， 


(ii) A< ,H + A ABCRJ2bEBIBJrh bor FB ACB9 488. Fi 


HOBIT B AKEE BOD H D r Fa É AQ 上 ， 如 图 5-26(.4) 所 示 . 因 而 
A= / BDC. 


又 因 £BCD= -z 'BD= 2R, BC=a, 


(196) Thi = # 3 
a=2R sin Á. 


Gii) 4278, ngBW5-26(B)BrUR, 在 外 接 圆 上 取 一 不 位 于 弧 BA4C 
上 的 点 4A?. 令 人 BA’C= A?， 


图 5-26 
Jlj sinA=sin(z=— A” )=sind’. 
H + A <>, 所 以 根据 (ii 得 
6 a ; 

Sind ~ sinA’™2R. 0 
当 意 ”这 个 定理 叫做 正弦 定理 ,凡是 在 三 角形 的 三 个 角 .4, B,C 与 三 个 边 ， 
b，C 之 间 成 立 的 等 式 ， 痢 可 由 这 个 定理 导出 .在 下 面 ,对 于 符号 A,B,C, 
a, b,c, 如 未 事先 特别 说 明 ， 部 按 此 定理 中 的 意义 使 用 . 
(ERN. 存在 以 a, b,c 为 三 边 ， 以 4,B， c 为 三 角 的 三 角形 的 充分 必要 
条 件 是 ， 在 这 些 角 与 边 之 间 有 下 列 等 式 成 立 ， 

(1) 4 十 B 十 C 一 mi; 

(2) —— == 


sin À sin B sin C ° 


其 中 ，A4, B,C,a,b,c 都 是 正 值 . 

证 明 (1) 与 (2) 是 必要 条 件 的 证 明 ， 由 前 面 { 定 理 ]2 是 明显 的 . 现在 来 证 
明 (1) 与 (2) 是 充分 条 件 . 假设 选取 长 度 为 a 的 线段 BC ,在 直线 BC 的 同 侧 ， 
BIRR BA, CA", C115 BC RJ CBA =B, :Z BCA" =C. IJ 
“出 (1) 知 B+C<x， 故 两 条 射线 相交 . 设 交 点 为 A, 则 由 已 证 明了 的 必要 性 


f ZBAC=x—(B+C)= A. 现 作 和信 ABC HAEA, ESRB R, N 
由 正弦 定理 ， 有 a=2Rsin 4， 因 而 由 (2) 有 


b=2Rsin B, c=2Rsin C. 
于 是 容易 导出 AC=2Rsin B=b, AB=2Rsin C=6， 


.三 角形 与 三 角 函 数 (197) 


换言之 ，A 人 4BC 是 以 外 b,c HEW, A,B,C 为 三 个 角 的 三 BA F 
【定理 4. 在 人 A4BC ih, # A=<B=<C, i) ach 入 ec, 反 过 来 也 对 。 
证 明 假定 A< B=<C. 


(i) A<ESCK3 时 ， sin A sin Bsin C; 


一 一 


(ii) A<B<C= s Bf, sin ASsin B<sin C; 
(iii) ASB<C, my <c<x 时 ， 因 为 0<A+B=z—C<Z,B0< 


A<. 0<B<= ,Erblsin A<sin B<sin( A+B)= sin C. 
于是， 在 任何 情形 下 二 是 sin A<çssin B<sin C. Am, H EEM 
得 a <b=< 
RZ, PEIE 这 时 由 正弦 正 理 得 sin ASsin BSXsin C ,从 而 
“(i》* A, B, C 中 的 任何 一 个 都 不 大 于 了 时 ， 很 显然 4 和 B<c. 


Gii) A,B, C 中 的 一 个 (例如 C) K+ B, 由 C=x 一 (4+B)>>， 
有 二 > A+B>0, ^n A<5.B< Aii, Hsin A<sin B 4<B. XN 
B<-Ž<C, 所 以 4 委 B<<C. 

于 是 ， 在 任何 情形 下 都 有 ASB. L] 


pals. 对 于 ABC， 下 列 的 (1)，(2)，(3) 是 相互 等 价 的 ， 

(1 a<b+c, b<c+a, c<a+b; 

(2) Tb 一 cl <a<b 十 c; 

(3) [sinB—sin C| <sin A<sin B+sinC, 
征明 ”显然 (1) 与 (2) 是 等 价 的 .至 于 (2) 与 (3) 等 价 , 可 由 正弦 定理 得 到 . 
因由 正弦 定理 ，a=2Rsin 4, b= 二 2RsinB8,，c 二 2RsinC， 把 它们 代入 (2)， 
并 用 2R(>0) 来 除 ， 便 得 (3), 反 之 ， 右 用 2R 乘 (3) 的 各 端 ， 并 用 a, b, c 代 
蔡 所 得 的 结果 ， 便 得 (2). = 


5-3 余弦 定理 
[EA]. ZAA 中 ， 下 列 等 式 成 立 ， 
(1) a=bcos C+ccos B; 

(2) b=ccos 4 十 acos C; 

《3) c=acos B+bcos A. 


(198) FER 三 角 学 
证 明 (1) 因为 A+B+C=xr, fk 
sind=sin {xr—(B+C)} =sin(B+C) 
=sinBcosC+cosB sinC. 
应 用 正弦 定理 
a=2Rsin A, b=2Rsin B, c=2Rsin C, Ë 
a=bcos C+ccos B. 
(2),(3) 也 辣 理 可 证 明 . C] 
IR 这 个 定理 叫做 第 一 余弦 定理 (或 称 射影 定理 ) , 
【定理 ]7. 在 八 ABC 中 ， 下 列 等 式 成 立 ， 
(1) ašz=b2+c2—2bc cos A; 
(2) b’=c’+a’—2ca cos B; 
(3) c:=a2+b2—2ab cos C. 
证 明 (i) 由 第 一 余弦 定理 的 (1) 乘 以 o， 减 去 (2)xb， 再 减 去 (3)xc， 
即 得 I 
a’=b’+c’—2bccosA. | 
《2),(3) 也 间 理 可 证 . 口 
注意 ”这 个 定理 叫做 第 二 余弦 定理 ， 通 常 简称 余弦 定理 ， 
[R] 在 八 ABC 中 ， 
(1) 当 且 仅 当 4 KHAR, a2<b2+ c; 
(2) 当 且 仅 当 4 为 直角 时 ，a?=b? 十 c?; 
(3) 当 且 仅 当 4 Kf, >be. 
证 明 (1) 在 余弦 定理 的 (1) 式 中 ， 由 于 4 是 锐角 ， 因 此 cos 4>0， 从 而 
@*<b? 二 c*. 反 之 ,， 若 a 一 ?一 c*<0， 则 由 同样 的 (1) 式 有 cos 4> 0. 但 因 
0<A<x, 所 以 0<A< 地 ， 即 4 是 锐角 。 
《2),(3) 也 同样 可 证 明 . | D 
[838]8. 下列 三 条 是 相互 等 价 的 ， 
b C 


a 
(1)'A+B+C=rx, sin A sinB sinC! 


(2) 第 一 余弦 定理 的 (1)，(2)，(3) 式 ; 

(3) 第 二 余弦 定理 的 (1),(2),(3) 式 . 
证 明 由 前 面 【定理 ]3,6 可 知 , 从 (1) 可 导出 (2), 又 由 【定理 ]7, 从 (2) 可 导 
出 (3). 现 在 证 明 由 (3) 可 导出 (2)， 把 第 二 余弦 定理 的 (2)，(3) 相 加 , 再 用 
2a 除 两 端 , 便 可 得 到 第 一 余弦 定理 的 (1) 式 ;其 他 式 子 也 可 用 同样 方法 得 到 . 
下 面 证 明 由 《2) 可 导出 (1)， 从 第 一 余弦 定理 的 (1)，(2) 消去 cos C, 便 


.三 角形 与 三 角 函 数 (199) 


— í. .—- —— a rT L CG 一 一 一 


a2—b2=c(acos B—bcos A). 

再 将 第 一 余弦 定理 的 (3) 式 代入 上 式 ， 又 得 
a2—bti=a?2cos?B—b°*cos2 A, 
a°’(1—cos?B)=b?(1— cos? A). 

即 a2sin2B=b°sin2 Á. 

因为 0<A<x, 0<B<x, FU 


asin B=bsin À, ËJ) ep ee 


完全 同样 地 有 
l a b 
sin A ian gint (ORR) © 


其 次 ， 假 定 4 不 是 4, B, C 中 最 大 的 角 ， 由 由 有 

4 一 Rsin A, b=ksin B, c=Rsin C. 

再 把 它 代 入 第 一 余弦 定理 的 (1) 式 ， 两 边 用 R 除 ， 得 
sin A=sinBcosC+cosB sin C=sin(B+C). 

但 是 o<4+B+C<3x,, ATU 
A=nxz+(—1)'(B+C) 

其 中 ， n 必须 是 0 或 1. 也 就 是 说 

A=B+C 或 4+B+C=x. | 

因为 4 不 是 最 大 角 ， 所 以 A4 志 B+C， 从 而 4+B+C=7。 口 


5.4 正切 定理 
【定理 ]9. 在 人 .4BC 中 ， 下 列 等 式 成 立 


(1) (b+c)sin 2 (b—c)cosZ 


G= = ; 
B-C B—C 
cos 7 sin— 
(2) (c+a) sind (c—a) cos 
p ss l 
cos C 一 4 Hae A 


2 2 


(200) 第 五 章 三 角 学 


C C 
(a+b)sin-> (a—b)cos-- 


(3) c€ = oA-B AB ° 
` 2 2 
证 明 (1) 由 正 弦 定 理 得 , 
I Et. NE 
sin Á sin B+ sinC sinB—sinC ` 


将 上 式 最 左 端的 分 母 化 为 半角 的 表达 式 ， 其 余 两 分 式 的 分 母 化 为 积 的 形 
式 ， 则 得 . 


a b+c b—c 
2 a F£: Hri _ Dv B+C OTe. 
sin > cos 5 2sin > COS 5 2cos 2 sin 


(b+c)sin (b—c)cos 
Q= — —- = — r r rna -一 -一 一 一 一 一 一 一 。 
cos aE sin =e 
(2), (3) 也 同样 可 证 明 ， 
注意 ”上述 定理 叫做 莫 尔 韦 德 (Mollweide) 定理 ， 用 于 解 三 角形 。 


【 定理 ]10. EA 4BC 中 ， 下 列 等 式 成 立 ， 


A—B 
(1) a—b e tg 2 
a+b ， AtB i 
€ 2 
TEE 
b+c t B+C 
8 2 
C—A 
=. 
一 _ _ 2 
ee T 


证 明 (1) 由 前 面 【定理 ]9 的 (3) 式 ,有 


$ 5, 三 角形 与 三 角 函 数 (201) 


RE E : 
a—b `. sin 9 sin P _ A—B C 
ar G S pusi ste: 
a cos 一 
A—B 
"u Sus 
~ , A+B 
AtB 
(2), (3) 也 问 样 可 证 明 ， Ci 


注意 ”这 个 定理 叫做 正切 定理 ， 当 三 角形 的 两 边 及 其 夹 角 给 定时 ， 可 用 于 
解 三 角形 ， 


5.5 ”确定 三 角形 形状 的 问题 

【定义 ]1。 确定 三 角形 形状 的 问题 “ 当 三 角形 的 各 要 烷 ( 三 条 边 ， 三 个 角 ) 

和 三 角形 的 其 他 量 ( 例 如 内 切 圆 、 外 搁 圆 半径， 面积 等 等 ) 之 间 的 几 个 关系 
给 定时 ， 我 们 把 确定 相应 三 角形 的 形状 (正三 角形 ,等 腰 三 角形 ， 直 角 三 角 

形 或 三 个 边 ， 三 个 角 的 比 等 等 ) 的 问题 ， 叫 做 确定 三 角形 形状 的 问题 .不 言 

而 喻 ， 若 三 角形 的 要 素 ( 三 个 边 ; 三 个 角 ) 都 给 定时 , 则 三 角形 的 形状 就 完全 

确定 . 但 这 种 问题 ， 作 为 解 三 角形 的 一 部 分 问题 ， 需 特别 处 理 ， 

【定理 111. 在 人 4BCc 中 , # sin? A+sin2 B=sin:C, I) A ABC 是 直角 三 

AÉ, CHEAH. 

证 明 ”由 正弦 定理 可 得 


7 b 
人 _— c=-— 
sin A= sin B R sin R 


把 它们 代入 定理 中 给 定 的 式 于 ， 人 得 


a y an “q: C 
(Z) + F. VƏR Z * 
š oe q 十 b 一 ， 


" 5.3 [E8]7 的 [ 系 ] 知 ， c=, AT A ABC 是 以 C 角 为 直角 的 直角 
三 角形 ， D 
例题 在 A4BC 中 ， 当 下 列 等 式 之 一 成 立时 ， 试 决定 A ABC 的 形状 
-1°(1) sin A=2cosB sin G; 
(2) ctg A+ctg B+ctg v= š A 


(202) 第 五 但 三 角 学 


解 (1) 2cosBsinC=sin A=sin (z=—(B+C)) 
=sin(B+C)=sinBcosC+cosBsinC, 
“. SinBcosC-—cosBsinC=sin(B—C)=0. 
如 果 注 意 到 ， 由 0<B<xr。0<C<r， 可 得 一 r<B 一 C<r， 则 又 有 
B—C=0. 
AT, A ABC 是 满足 B=C 的 等 腰 三 角形 ， 
(2) (v3 )?=(ctg 4 十 ctg B 十 ctg C)? 
一 ctg? 4 十 ctg2 B+ ctg2 C 
十 2(ctg A ctg B+ctg B ctg C+ctg C ctg 4). 
但 是 
ctg Actg B+ctg B ctg C+ctg C ctg A 
==(ctg B+ctg A)ctg C-rctg A ctg B 


= 人 (2 cos A cos C q cos Á cos B 


sin B sin A/, sin C sinA sinB 


= Sin( A+B) , —cos( A+B) 二 cos Á cos B 
sin A sin B sin( A+B) sin Ásin B 


`N 


=n sinB -1， 
sin Á sin B 
因此 
l ctg? A+ ctg? B+ctg2C=(,/3 )!—2==1 
=ctg A ctg B+ ctg B ctg C+ctg C ctg A, 


= {(ctg A—ctg B} + (ctg B—ctg C)+ (ctg C—ctg A)}}=0. 


» ctg A=ctg B=ctg Ç. 
如 果 注 意 到 o< 4<x, OBLA, 0 <C<x, 
则 有 _A=B=C. 
Am, A ABC 是 正三 角形 . 
注意 为 了 决定 三 角形 的 形状 ， 原则 上 可 以 对 三 角形 的 边 与 角 施行 下 列 步 
忠 , 以 导出 简单 的 关系 式 。 

(i) 如 果 给 定 的 式 子 只 包含 o,b,c, 则 可 应 用 正弦 定理 导出 4,B,C 的 
关系 。 

Cii) AT ERE A E ENSI 则 可 用 正弦 (余弦 ) 定 理 导 
出 e, b, ç 的 关系 。 


Š 5. 三 角形 与 3= 三 角 函 数 (203) 
(iii) 如果 给 定 的 式 子 只 包含 正切 、 余 切 ， 则 用 


换算 成 正弦 、 余 弦 的 关系 等 等 . 
最 后 ， 看 看 能 否 化 为 ,《 几 个 因 式 的 积 )=0 或 (平方 和 )=0 的 形式 ， 


5.6 三 角形 的 半角 公式 
[定理 }12. me 下 列 等 式 成 立 
O) singe EED., eof J BE, 


po COS 
tg A (s— 一 8)(s 一 -c) 
s(s—a) ` 


(2) sin = .( s, z = J 55 VE 


e2- JAED, 


s(s—b) 
(3) A 
C u CO b 
tez = s(s—c) ` 


Jtrih, 2s=a+b+o. 
证 明 (1) 应 用 余弦 定理 


1 I b’+c?—a? Y 
sin: 基 -~ 半 (1 一 cos4)= 卫 (1 一 一 及 人 ) 
-4 一 bts 一 ec) 
bc 


H 于 0< 攻 < ,从 而 
sin Us 


同样 , 由 cos = -于 (1+cos4) = 0), 可 得 


(204) 第 五 章 三 角 
c 8 = / 6-0. 
从 而 又 有 
tg = — = GG), 


《2),(3) 也 完全 同样 地 可 证 明 ， 


注意 (1),(2), (3) 叫 做 三 角形 的 半角 公式 。 


5.7 


三 角形 的 面积 


【定理 115. 在 八 ABC 中 ， 假 设 它 的 面积 为 S， 外接 圆 、 内 切 圆 的 半径 各 为 
R, r, A,B, C 内 的 旁 切 贺 的 半径 各 为 re ri re BAR22s=a+b+o, M 


(1) S= Fbcsin A= casin B= sabsin C; 


(2) S= a'sin Bsin C ` ° sin Csin A _ 


— <e a ë = —- —ə 


2sin( B+C) 2sin(C+A) 一 
(3) S=. s(s—a)(s—b)(s—c) 3 


(5) S=rs; 
(6) S=r,(s—a)=r,(s—b)=r.(s—c). 


Csin Asin B 
2sin( A+B)?’ 


证 明 (1) HAABC 的 顶点 4 向 对 出 BC (或 其 延长 线 ) 作 垂 线 ， 设 自足 
为 H， 则 此 时 有 AH=csin B， 因 此 


1 
S= > ac sin B, 


其 他 式 子 也 同样 可 得 . 


(2) 由 正弦 定理 可 得 
_ asin C 


 sinAÁ `° 


将 上 式 代入 也 , 便 得 


asinBsinC a’sin Bsin C 


S= 2sind “ 2 sin(B+C)° 


@ 


x $ 5. 三 角形 与 三 角 函 数 (205) 


其 他 式 子 也 同样 可 得 . 
(3) 把 @ 中 的 sin B 变 换 成 半角 的 下 达 式 ,再 应 用 三 角形 的 半角 公式 ， 
便 得 


1 B: G 
S= 2 ac 2sin > Sin 


i eof 0 z0) [s= 


ca 


| =A s(s—a)(s—b)(s—c) 。 
(4) 由 正弦 定理 可 得 
ETETA a 
sin B= IR ? 


KERRAO, ER 


(5) 如 图 5-27(.A)PR3z, RZ A ABC 的 内 切 圆心 为 1， 内 切 圆 与 三 边 
BC, CA, AB 的 切 点 各 为 DD， P. F, Hu 
A.ABC= AIBC+ AICA+ ALAB, 


图 5-27 
Se 2 br 十 二 Cr 一 Sr。 
(6) 如 图 5-27(B) 所 示 ， 假 设 位 于 角 A 内 的 旁 切 圆 的 圆心 为 也 ， 此 旁 


切 圆 与 BC, CA, AB 或 它们 的 延长 线 的 切 点 各 为 D,BE,E, 则 sa 
AABC= ALCA+ AI, AB— ALBC, 


(206) 第 五 章 | = f F 


— m 


1 1 1 
S=y%br,+%cr,— ar. = (s—a)r,. 


其 他 式 子 也 同样 可 证 . 口 
注意 ”上述 定理 中 的 (1),(2)，(3) 式 分 别 是 在 两 边 及 其 夹 角 ， 两 角 及 其 夹 
边 , 以 及 三 边 给 定时 所 用 的 公式 .(3) 式 特别 地 叫做 海伦 *(Heron) 公 式 . 下 
面 ， 如 未 特别 事先 说 明 ， 记 号 R,r,r,,rs, re S,s 都 按 上 述 定理 中 的 意 
义 来 理解 ， 


58 三 角形 的 内 切 圆 ,外接 圆 、 旁 切 加 
【定理 114. 在 人 4Bc 中 ， 下 列 等 式 成 立 


=S /G—a)Xs—b)(G—c) 
(1) 7=~ a /Se eo) 
= (s—a)tgA =(s—b)tg 7 =(s—c) tes 


A.B C 
,一 4R sin, siny Sin; ; 


abc a b c 
(2) R=-is = sin 4 2sin B” 2sin Ç ' 


(3) ra =- s(s— s—b)(s—c)- c) _ 


s—a 


B C 
=4R p cosg COS ，? 


S —c)(s—a B 
nei G=: esa) st 


. B C A 
=4R sin; COS; cos , 


n N s(s—a)(s—b) -st 


sce 


sja 


„C A B 
=4Rsins COS y COSy 。 


证 明 (1) HUZEFE]113 的 (5) 式 知 ， 一 5/ 再 应 用 海伦 公式 ， 得 
# 也 则 海伦 一 秦 九 韶 公 式 一 一 译注 ， 


§ 5. 三 角形 与 三 角 函 数 (207) 
_ /(s—a)Xs—b)(s—c) 
r= se 


现 设 入 ABC 的 内 切 圆心 为 1， 内 切 圆 与 BC, CA, 4B 的 切 点 各 2 D, E, F 


如 图 5-28 所 示 ， 则 S-- A 
AE= AF=s—a, \ 
BD=BF=s—b, 


CD=CE=s—c, 
因此 ， 对 于 直角 三 角形 AFI, 


IF 一 4Ftg7， © r 一 (5 一 0)tg 了 。 
同样 有 
B Ce 
r=(s—b)tgy =(s—c)tg> + 
B B 
x BD=Dictg> 一 rctg2 » 
k € 
CD=DIctg > —rctg ç > 
把 它们 代入 BD+DC=BC 中 ， 得 
B C 
r(ctez +ctgz )=a, 
B Ç ! . B. C 
i Sing sin = _ asin sin A sin — 
u oi sin cos l 
2 2 2 
但 是 
a a 


4 SEF AA ” uman —a aaa: 
sin 2 COS 2 一 7 sinA ,2R= SRI = 
因此 


7 
一 4R sin -一 - sin —— sint 一 一 。 
r i 2 si 2 


= 


(208) BLH = f 2 


(2) 是 很 明显 的 . 
(3) 由 5.7 中 【定理 ]13 的 (6) RA, 


S 
r a= 
£= 0 


再 应 用 海伦 公式 ， 得 


rm J =n —b)(s—c) S 一 c) 
s—a 
min 01), 有 


— — ——  — ——. U UU  .—— aaa 


, 


_ s _ A. 
ra . stg > ` 


FB, ZEB15—27(B)íiB, BD+DC=BC, EFJ 
r. (qS )=a, 


E E Sa 
_ G@cos- cos 
r=—— Q] 


A 
ka a 
AH, # | 
a=2R sin A=4R sin 4 COS £, 
HJ ` 
r. e: 8 B: Ka 
r|,|= 4R sin 2 cos 2 cos > ° 
对 于 ri, re 也 同样 可 证 明 . | 口 


59 三 角形 的 中 线 。 角 平分 线 
【定理 ]15. 在 人 4BC 中 ， 设 通过 顶点 4 的 中 线 与 边 AC 所 夹 的 角 为 8， 
顶 角 4 的 平分 线 与 边 BC 所 成 的 锐角 为 0, ， 则 下 列 等 式 成 立 


(1) a: Ü: si 


$s. 三 角形 与 三 角 函 数 
(2) tg = PES. A 


tg > ， 
其 中 ，b>c. 


证 明 (1) 如 图 5 一 29 所 示 ， 设 AD, .4L 各 是 通过 4 的 中 线 及 顶 角 A 
的 平分 线 ， 由 于 b>c， 因 此 工 点 位 于 线 及 BD 上, 令 LLAD=0。 则 
g= 4 


= “< —p ; 
9 1 


(209) 


而 若 令 “ 人 ADB=a, WÉ A ABD, 
AACD 中 ， 用 正弦 定理 得 


2 
c = 2 一 一 
sa 二 0 ) 
i: 
= P. 22 C 22 
sin(x—a) ! ( A ,) ° 
sin( -一 - 一 [0 
2 
由 上 列 二 式 又 得 


` 
` 


c sin (4 +0” )=b sin ( 4g 三 g). 
将 两 端 应 用 加 法 定理 展开 ， 并 用 cos Æ cos 0 来 除 ， 得 


\ 
c (tg 4 十 tg g )=b tg A -tg 0’), 


> iael 4 )= ETE g4 
Tw tg? tg( P 0, 6 tg > ' 
yi = A \ x _ B-C 
(9) 01=# (B+ jet- BS6-. 
从 而 ， 应 用 正切 定理 


(210) | 第 重音 = 角 学 


【定理 }16. # A ABC 中 ,假设 由 项 A,B ,C 向 对 边 所 作 的 中 线 之 长 分 别 为 
MaMe mi, 顶 角 A,B,C 的 平分 线 之 长 分 别 为 f,fi ,fc, 则 下 列 等 式 成 立 ， 


(1) m= DT Ic or 一 03 =V FoF bee +2bccos Å ; 


——— 1 ——=— 
m= Io Ta = oF aF Rea cos B ; 

1 sss st Sms Í /一 一 一 5 一 一 - 一 -- 一 一 
了 一 /20 十 2 外 一 CE =- at +b --2abcos C ; 


S= VR h-m, Rm) hm). 
其 中 ， 2h=m,+m+m.-. 


A 
2bc cos 2 


@) fs Ve G—a) 
B 
2ca cos 有 
f= 人 cas (s—b) š 
S. 
fac "i -一 -一 一 aip V abs (s—c) ü 


证 明 (1) 如 图 5 一 30 所 示 ， 设 BC 边 的 中 点 为 D， 则 
-44B? 十 4C: 一 2(4D2 十 BD2) 


ce 十 太一 ?me |.) N À 


rp p 
as m= V 2b H2 —as 


C 
AR, £F =b +c —2bccosA, WJ D 
H 
We b*+c°+2bc cos A. 
图 5-30 


mi, m. 的 情形 也 同样 可 证 ， | 
为 了 证 明 最 后 一 式 ， 设 入 ABC 的 重心 为 G, 在 GD 的 延长 线 上 选取 一 


$ 5. = : 角 函 数 (211) 
点 五， 使 GD=DH， IJ ABHD= AGC, 因此 AGaH AGBC. 但 AGBH 
的 三 边 GB， BH, HG ¿j yH) 是 ms， < Sm, 因而 ， 应 用 海伦 公式 ， 


3 
得 


——. —[H.,. 


S=3. 人 BGC= WW (2 ice- RC(R—mo)(k—m,)(k—m.) 


= VER—m (hm) hme) . 


(2) 5-31 所 示 ， 设 角 A 的 平分 线 为 4L, WJAABL+ A ALC= A.ABC. 


因此 efa sint > bl. si 4 =3be sinA, A 
A J 
. bc sin A 2 bc cos , f 
.. 机 “a °. q 
(b+c)sin- B { 
在 上 式 中 应 用 三 角形 的 半角 公式 ， 便 得 图 5-31 


f=- teaa) . 
fi, fe 的 情形 也 同样 可 证 。 I g 


5:10 四边形 的 性 质 
[定理 117: 在 四 边 形 ABCD H, 设 在 顶点 A,B,C, D 的 角 的 天 小 各 为 A, 
B,C,D, 边 4B，BC，CD,D4 的 长 度 各 为 a,b,c,d, HA R AC=m, 
BD==n， 各 边 的 和 a 十 bc 十 4 二 2s, AC, BD 的 交角 为 0 ,四边形 面积 为 8， 
则 下 列 等 式 成 立 ， 
(1) A+B+C+D=27; 
(2) mn= Vaici+bidi—2abcdcos( 4 十 C) ; 


(3) s=mnsin0= J (s—a)(—b)(s—e)G—a) —abcdcos' Ate 


证 明 O) 是 很 显然 的 . 
(2) 如 图 5-32 所 示 ， 过 四 边 形 ABCD 的 各 顶点 作 两 对 角 线 的 : 平 f. 


(212) 第 五 家 三 角 学 


GG 
— ——N -—- 


线 ， a O 65 s 而 平 
行 四 边 形 两 边 的 长 度 各 是 如 ，n， 交角 为 9， 因此 


1 
S=-mnsin 0. @ 


又 因 S EA ABD 55 ABCD 的 面积 之 和 ， 所 以 
2S=adsin 4 十 bcsinC. @ 
XA ABD 与 ABCD 应 用 余弦 定理 ， 得 
1 一 02 十 42 一 20dcos A=b*'+c2—2bccos C, 5—32 


i (b+er—a—d?)=be cos C—ad cos A. @ 
TE@25 @BJ3F2 f, 43 


aS’ + (bio —at—d2)!= abies —2abcd cos(4+C)， © 


. z. a m 
e 10S2=4(ad-+rbo)2— (b+c? —a—d?)?— 16abcdcos 4 


=16(s—a)(s—b)(s—c) (s—d)—1i6abcdcos:’ Are, 


只 


ka s=. (s—a)(s—b)(s—c)(s—d)—abcd cos Ate E 


(2) V: AC, BD 的 交点 为 0, 则 f 
2 AO-BOcos 0= AO’+BO’—a’, 2AO.DOcos 0=d*— A02—DO2, 
; 2CO.DOcos 0=C0?+ DO°—c2, 2BO-COcos 0=b°—BO?2—CO', 
将 上 列 中 式 相 如 ， 得 | 
2mncos0=b*'+d2—a —c2, @ 
从 @ ,@ 两 式 平方 后 ,消去 9， 得 
4mint=16S2+(b2+ d2— a —c2)2, 
青 把 @ 代 入 上 式 ， 得 
mn= vV aic 十 bd —2abcd cosl A+C). O 
注意 在 下 面 ， 对 于 四 边 形 所 用 的 符号 A,B,C,D,0,b,c,d,m,n 5.0, : S, 
如 未 特别 事先 说 明 ， 都 按 这 个 定理 中 记述 的 意义 来 理解 . 
【定理 】18。 对 内 接 于 圆 的 四 边 形 4BCD， 下 列 等 式 成 立 ， q 


—n -<FF- — 


—— — ——O 


(1) A+C=B+D=x; 

(2) mn=ac+bd; 

(3) S=.//(s—a)(s—b)(s—c)(s—4) , 
证 明 (1) 是 很 明显 的 . 
n= 《2),(3) 在 5.10 的 【定理 117 的 (2) ,(3) 式 中 , $ 4 十 C=r, 便 可 立即 
IHE. [1 
注意 (2) RUREK tolemy yE. 
DESI. 在 外 切 于 加 的 四 边 形 ABCD 中 ,下列 等 式 成 立 ， 

(1) a+c=b+á=s; 


' (9) S= abcd sin 4 +€ = 


其 中 ，r 是 内 切 圆 的 半径 ， 

证 明 (1) 如 图 5-33 所 示 ， 设 内 切 圆 与 边 4B，BC，CD，D4 的 切 点 各 
为 BE,F,G,H, 则 AE=AH，BE=BF,CF=CG,DG 二 DH ,因此 (1) 式 容易 
FRE. 


(2) 由 (1) 得 (s—a)(s—b)(s—c)(s—d)=abcd, MM, F Hj 5-10 的 
【定理 】17 的 (3) 式 得 


s= Jaa 1—cos -和 1—cos’ AC. 


由 于 0<4<r，0<C<r， 所 以 0< ATC <r。 
从 而 有 


$ 5. 三 角形 与 三 角 函 数 (213) 


= A+C 
S 一 w abcdsin — š 


图 5-33 
又 设 内 切 圆 的 中 心 为 0， 则 8 是 Ao4B，AoBC, AOCD, AODA 的 面积 
之 和 .因此 


s=-ra+-+rb+-rc +7rd=rs. I “€ 
【定理 120.。 在 平行 四 边 形 ABCD 中 ， 下 列 等 式 成 立 ， 
(1) G==c, b=d; 
(2).A=C, B=D; 
(3) m’ +n’ mia +b?), 


m= TAT la =. gtp — “+b —2abços B ; 


(214) 第 五 章 三 - 角 学 


| P GG sasa 
n= = a°2+ b°+ 2ab cos B: 
(4) S=absinB=-ymn sin ð. 
证 明 ”结论 是 很 明显 的 ， 故 证 明 从 略 。 . EE: 
5:11 正 多 边 形 的 性 质 
【定理 ]21， 设 边 长 为 a 的 正 n 边 形 的 内 切 辕 ， 外 接 圆 的 半径 各 为 r, RR, 该 
多 边 形 的 面积 为 $, 0= 2 下 ， 则 下 列 等 式 成 立 


0 0 
(1) a=2R sins =2rtg>'; 


na° 0 0 
(2) S= P p 4 ctgy=nr'tgy. 


wA 如 图 5-34 所 示 . 设 正 n 边 形 的 顶点 为 P,，P，:， | 
… ,P.， 其 内 切 贺 的 中 心 为 0, 由 0 向 边 P,P, FER, 图 5-34 
垂 足 为 B， 则 显然 有 

Z P.OP.=0, 0B=7, OP,=R. 


0 0 
(1) PiP;E=2P B=2PiOsins =2BO iF 


=2R si LA t LA 
a=2Rsiny=2rtg;. 


OP ` P P. 0 0 
(2) AOP, P,=—ç —sin0= T ctg> = OB’ tg7。 
nR’ na? 0 0 
S=n-AOP, P; = 2 sin0 一 一 人 一 ctg y =nr°tg. 口 


5.12 三 角形 的 解法 

[EX]. 三 角形 的 六 要 素 . 解 三 角形 ”三 角形 ABC 的 三 个 角 4,B, CRZ 
个 边 a, b, c ,叫做 三 角形 的 六 要 素 . 在 这 六 个 要 素 之 中 ,由 给 定 的 三 个 要 束 
《给 定 三 个 角 的 情形 除外 ) , 求 出 其 余 的 要 素 ， 叫 做 解 三 角形 ， 

【定理 }22. 在 C 角 为 四 角 的 直角 三 角形 ABC 中 ， 如 果 给 定 六 要 素 中 的 两 


$ 5. 三 角形 与 三 - fü ESI (215) 


个 (其 中 至 少 一 个 是 边 ) MERNEK 都 可 由 它们 唯一 地 决 定 。 
证 明 假如 注意 到 A+B= 3 a 十 b? 二 c?, 则 容易 看 到 


(1) B 和 a 给 定时， A= —B,b=csinB, 


a 
cosB ` 


c=- 
(2) B 和 cc 给 定时 ， A= —B, a=ccosB,b=csinB, 


(3) a 各 b 给 定时 ， c= ato ,B=cos-1— , A= —B 


a 
(4) a 和 cc AEN, b= oa ,B=cos'1—-, => —B. 


因为 可 能 的 情形 都 包含 在 上 述 四 种 情形 中 ， 故 定理 得 证 . u 
【定理 ]235. 在 人 .4BC 中 , 如 果 给 定 六 个 要 素 中 的 三 个 〈 给 定 三 个 角 的 情形 
除外 ) , 则 其 余 的 要 素 都 可 由 它们 求 出 . I 
证 明 (1) 若 给 定 两 角 夹 一 边 ， 例 如 A, B K c, 则 
csind ，_ esinB 

sin C ? sinC 


(2) 车 给 定 两 边 及 其 中 一 边 的 对 角 ， 例 如 a,b 及 A, W 
G) 在 4 之 的 情形 ,由 sinB= ° sin 4 yapaspa. ` 


C=x—(A+E), a= 


Busini bsin A 


Gi) 在 4< 下 的 情形 , 对 于 sinB= L, 


bsin A 


(m) 汝 于 全 ~!1 时 ， B=, 


(Z) ï ri BS 2 
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ıb sind 
a ° 


B<, B= sin 


= B> ,sinB= sin(x —B)= sin A è 


Bo <z—B<7, Hi 


bsi 
m—B=si SA， 
B=z— sin! 2A 
a 
总 之 
B=sin-! -2 sin -4 
a 
或 
B=x—sin-! -sin A 
a 
由 此 可 知 
C=x—(A+B), 
,asianc 
sin A 


(3) 若 给 定 一 角 及 其 两 边 ， 例 如 4，b 及 c， 则 
4 一 bz 十 cz 一 2bc cos A. 
对 于 了 积 C 中 的 锐角 (这 可 用 5.3 的 【 系 】 来 判断 ) ， 例 如 了 


Ba sin-! bsin A 4 
g 


=x—(A+B). 
(4) rp 5, c， 则 对 于 A, B, C 中 的 两 个 锐角 ， 例如 .4 和 


oto-l | 8-0) (一 co) 
aA™2te w, s(s—a) 7 


K w pu 


———.  -— - 一 ER 


$ 5， 三 角形 与 三 角 函 数 (217) 


wisa (s—c) (3 一 a) 
Hegi =Ë Ga ? 


由 此 得 C=x—(A+B). 
因为 可 能 的 情形 都 包含 在 上 述 四 种 情形 中 ， 故 定理 得 证 . 口 
注意 ”除了 (2) 的 情形 外 ， 其 余 几 种 情形 都 是 唯一 决定 的 。 详 言 之 ， 在 (2) 


(Z) 中 ， 如 果 除 了 a<b 的 情形 ， 则 (2) 的 各 种 情形 是 唯一 决定 的 , 在 
(2)G(ü) (Z) H, ab, Mh 


š b si ! 
sin B= - HB sin A, 


得 BS A < z . 


.ib sin Á 
B= De 
从 而 sin I 


š6. = fA RR 2 F l| Ec .中 的 应 用 


6°1 测量 的 窜 义 | 
(EX. NE ”测定 地 球 表面 上 诸 点 的 相对 位 置 ， 并 进行 必要 的 计算 和 
绘图 ， 叫 做 测量 ,在 这 里 ， 所 谓 地 向 ， 不 只 是 真正 的 地 球 表面 ， 也 包括 水 
里 ， 地 下 ， 空 中 等 等 需要 实测 的 一 切 部 分 。 为 了 决定 诸 点 的 相对 位 置 ,: 疲 
基本 的 是 测量 水 平 距离 ， 高 度 差 ， 水 平角 和 铅 直 角 . 
LENI. WAR. 铅 直 面 ， 水 平 线 . KEE. KEM. WAA. 
在 任 一 地 点 ， 和 重力 方向 一 致 的 直线 叫做 铅 直线 ， 包 含 铅 直 线 的 平 
面 ， 岂 做 铅 直面 。 与 铅 直 线 正 交 的 直线 、 平面 
水 平面 、 锅 直面 上 的 角 分 别 叫 做 水 平角 、 铅 直 
LEXI. KEEB, BRES, mA, wA 
在 图 5 一 35 中 ， 设 4,B 是 地 面 上 的 两 点 ,AC unay 不 的 铅 
直面 上 ， 分 别 由 4，B 所 作 的 水 平 线 . 又 设 由 了 向 AC 所 作 垂 线 的 垂 足 
为 C， 则 线段 AC, BC 的 长 度 分 别 叫做 4,B 二 点 间 的 水 平 距离 (习惯 上 将 
它 简称 为 AB 一 点 间 的 距离 , 下 同 ) 和 高 度 差 . 从 一 测 点 4 (测量 的 基准 点 ) 
观测 比 它 高 的 测 点 B 所 得 到 的 铝 直 角 Z BAC 叫做 在 4 点 对 B 点 的 自 角 ， 
由 B 点 观测 比 它 低 的 测 点 4 所 得 到 的 铝 直 角 人 BBA4， 则 做 在 B 点 对 A 点 
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6.2 三 角 函 数 在 测量 上 的 应 用 
例题 1. (在 距离 测量 上 的 应 用 ) ”为 了 测定 位 于 对 岸 的 二 测 点 4,B 之 间 的 
9 距离， 我 们 选 定 二 个 测 点 C,D, 如 图 5 一 36 a. MWEC, D 间 的 距离 为 


a, 水 平角 ACB=a,， /BCD=p，ACDA=y， 人 ADB=6， 试 求 这 时 
A, B 间 的 距离 ， 


解 AACD, ABCD 应 用 正弦 定理 ， 得 


~ sin(B+y+6) ° 


再 由 AB=\ 4C2 十 BC2 一 24C.BC cosa. 


将 前 两 式 代 入 ， 便 可 得 到 所 求 的 距离 . 

例题 2. (在 高 度 测量 上 的 应 用 ) 如 图 5 一 37 所 示 。 为 了 测定 在 P 点 直立 
的 杆 PQ 的 高 度 ， 选 定 测 点 A, B, HE A, B, P 三 点 位 于 同一 铅 直面 上 ， 
在 4，B 点 安 设 经 纬 仪 ， 测 得 4, B 间 的 距离 为 a， 仪 器 高 度 ( 从 所 选 的 测 
点 到 望远镜 视线 的 铅 直 距 离 ) 的 差 4”B"=b， 铅 直角 L080A:A"=a， 
LAA P=B, ZQB'B'=y., 试 求 这 时 PQ 的 高 度 ， 

解 ” 在 图 .5 一 37 中 ， 延 长 QB ， 设 与 4 和 A” 的 交点 为 R， 这 时 


图 5-35 图 5-36 


A‘*R=a— b Bp 
tg Y 


{B (A R+RA”)tga=RA”7 tg y= A”Q, 


$6. 三 角 函 数 在 测量 中 的 应 用 (219) 


Leesa Sia 


q — — —): at 
p La s C e i 


tgy—tga tgy—tga ° 
x A"P=(AR+RA”)tg p= (G tg y—b)te b ， 
tgy—tga 


PQ=4"Q+ A"p= (dtgy—b) (tgatte f) 
tgy—tga 

例题 3. (在 视 距 测量 上 的 应 用 ) 如 图 5 一 38 所 示 . 为 了 测定 4,P 间 的 距离 
D 及 高 度 差 H, 在 测 点 4 安 设 经 纬 仪 , 对 准 在 了 点 直立 的 标尺 上 的 M 点 
(PM=s)， 测 得 上 下 视 距 线 所 夹 部 分 QR 的 长 度 为 1， 仰 角 为 a 仪器 高 度 
为 及 。 求 这 时 的 D 和 互 . 其 中 ， 假 定 此 经 纬 仪 的 视 距 乘 数 常量 和 视 距 加 数 
常量 分 别 为 hk, c. 

解 ” 设 通过 M 点 而 正 交 于 .4*M 的 直线 , 与 QR 
A:Q，A:R 的 交点 分 别 为 Q* ,Rs ， 这 时 有 

QR EX QR cosa 


=ļĮ cosa, £ 
而 且 ii L 
=kl cos a+ c. Lh EE iai 
.因此 a 
D= A M cosa=kl cos a+ccosa, 图 5-38 


H= A: M sina+k—s=RIsin a cos a+c sinath—s,. 
注意 A M=Q R .K+c 叫做 视 距 基 本 公式 。 上 列 D, 五 的 式 子 叫做 视 
距 的 一 般 公 式 。 在 计算 cosa, costa, sina cosa 等 等 时 , 应 用 视 距 表 ， 
视 距 尺 ， 视 距 计 算 仪 等 等 是 方便 的 
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$1. 复数 的 基本 性 质 


1.1 虑 数 单位 


【定义 ]1。 ARAN. BR ”我 们 来 引进 一 个 不 同 于 任何 实数 的 新 数 , 它 的 
平方 为 一 1!， 并 用 + 表示， 这 个 数 让 叫做 虚数 单位 , 故 
zi 一 一 1. 
一 般 地 ，a> 0 时 ， 规 定 w 一 a =V ai. 象 1 十 21， 3i 这 样 含有 了 的 数 ， 
叫做 虚数 . | 


注意 s= /上 一 < 在 o>0，b<0 时 不 成 立 .因为 , 36 b= b (b” > 


0), mtd -€ -= 5i, 而 


Va wa _ va_ ai _ aya: 
Vb Vb (bl JYE vo 


其 他 情形 ， 即 a >0, b>0;a<0, b<0; a<0, b>0 的 情形 ， 上 式 也 
RA. 


12 复数 的 定义 
1 定义 ]2. 复数 、 实 部 、 虚 部 、 纯 虚数 ” 设 a,b 是 两 个 实数 ， 则 形式 如 a+ 
bili 是 虚数 单位 ) 的 数 叫做 复数 .a 叫做 此 复数 的 实 部 , b 叫做 此 复数 的 虚 
部 .我 们 把 复数 e 十 丰 用 一 个 字母 ， 如 c, B, yro w, e FERRE. 

令 z==a 十 bi， 则 它 的 实 部 、 虚 部 可 分 别 用 R.(z) ,Im(z) 来 表示 ,特别 
地 ， 当 b=0 BF, 复数 a 二 bi 表示 实数 ;而 a=0,b 半 1 时 。 它 变 为 Bi， 这 种 
形式 的 复数 叫做 纯 虚 数 。 
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注意 a+bi 是 实数 单位 1 的 a 倍 与 虚数 单位 i 的 b 倍 的 和 .于 是 ， 复 数 具 
有 1, i 这样 两 个 独立 的 部 分 ， 这 就 是 复数 这 一 名 称 的 由 来 . 


13 "复数 的 四 则 运算 
【定义 ]3. 复数 的 四 则 运算 设 下 面 出 现 的 c, b, c, d 是 实数 .复数 的 四 则 运 
算 规 定 如 下 ; 

(1) 相等 a+bi=c+di 4 HI a=c,b=d 时 成 立 .特别 地 , a+bi= 
0 当 目 仅 当 a=0,，b=0 时 成 立 ， 

(2) 加 法 (a+bi)+(c+di)=(a+c)+(b+a)i; 

(3) 减法 (a+bi)—(c+di)=(a—c)+(b—d4)i; 

(4) RÈ (a+bi)(c+di)=(ac—bå)+ (ad+bc)i; 

a+bi ac+bd pc 一 ad . 

(5) 除法 ota = epe T cotari (c*'+d'3e0), 
注意 1. 对 两 个 或 两 个 以 上 的 复数 进行 四 则 运算 所 得 到 的 数 ， 仍 是 复数 。 

2. 两 个 非 实 数 的 复数 不 能 比较 大 小 . 
【定理 )1. 对 于 三 个 复数 zi=ai 十 bii， z;=a, +b, zs 一 0s 十 bsi ,下 列 法 则 成 


Y, 
(1) Zi 十 X22 二 ZX2 十 Z1， ` 《加 法 交换 律 ) 
ZZ: = Z221; (乘法 交换 律 ) 
(2) (zi+-z;/)+z,=z+(z,+zs), (加 法 结合 律 ) 
(ziz;)z = z(zz;); (乘法 结合 律 ) 
"5... (分 配 律 ) 


证 了 明 ” 设 对 于 实数 ， 交 换 律 、 结 合 律 和 分 配 律 已 经 成 立 ， 
(1) 由 【定义 }3 中 (2)， 得 
zi+z; = (a,+a,) + (b; +b.)i, 
z,+zi=(a,Ñ+a)+(b;+bi)i, 
.。 Zi+z;=z;+Z,. 
其 次 ， 由 【定义 】3 中 (4)， 得 
ZiZ2= (a,a, —bib;) + (a,b; + bia,)i, 
z,yzi= (aza, —b;bi) + (a;bi T b20, i, 
.. ZíZ;= ZI. 
(2) (zi+z;)+z;= ((a,+a,)+(b,+b,)i) +(a;+b;)i 
二 (Qi 十 Qs 十 a3) 十 (bi 十 bs 十 bs)i; 


Š 1. 复数 的 基本 性 质 
z+ (z; -z,)= (a +bii) + { (azta) + (b:+b;)i} 
= (aitaz: +a;)+ (bi 十 bs 十 b3)i， 
(zi+z,)+z;=zi+(Z,+zs). 
FK ,(ziz;)z | = ((a,a;—b,b,)-- (a,b;+a;b,)íi) (astbsi) 
一 《(aiaz 一 bibz)as 一 (aibz 十 biaoz)bs》 + ((a,a; —bib;)b; 
T (a;b: +b,az)as} i, 
Zi(22723) = (ai +bii) ((a;a;—b;bs) + (a:b; + baas)i} 
= (a,(a;ja,—b;b;) —b,(a;b; +b;as)) + (a,(a;b;+- b;as) 
+b:(a:a3—bzb:)} t, 
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— v o l l l . 


由 于 这 两 式 的 右 端 相等 ， 所 以 
(ziz;)z = z((zz;). 
(3) zi(z? 十 zs) 一 (ai 十 bii) 《Caz 十 as) 十 (bz 十 bs) 认 
= (a,(a;+a,)—b,(b,+b,)> + (a,(b;Ñ+b,)+b(a, +a)? i, 
2122+ z iz = (a,a, —bib;)+ (aibz+b,az2)i+ (a)as—bib;) 
+ (ab; +b,a,;)i 
= (aa; —bib;T-a,a; —b,b;) +(a,b;+ bia; +a bs + ba)i, 
上 两 式 右 端 相等 ， 因 此 
Zi(X2 十 2Z3) 二 2Z122 十 Z123。 
其 次 ， 根 据 乘法 的 交换 律 ， 得 


《z: 十 23 )21 一 Zi(Zz2? 十 z3) 一 ziz? 十 Z123 一 Z221 十 Z3Z1。 > 


注意 RERHOZHR, #(b+oD(0+i)=(0+i(b+oi), BE bi=ib. 
又 ， 由 【定义 】〗3 及 【定理 1 显然 ， 在 复数 的 四 则 运算 中 ， 可 以 把 i 视 为 表示 
普通 数 的 字母 ， 但 须 记 住 六 = 一 1. 


14 RHAH | 
(Æj. HEA atbi 5 a 一 下 叫做 互 为 共 斩 的 复数 . 即 a+biB jt 
复数 是 a 一 bi，a 一 bi HRR RE atb. AA r 的 共 斩 复 数 用 三 表示 
IAR]. (1) z =z; 

(2) 2 十 2 一 2 十 zz，21 一 2 一 入 一 Za 


(3) zz, 一 2122 ; 


(6) (z )=P Gun z0). 
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oo ee 


证 明 设 z=atbi, z,=a,+biíi, z,=a,+bi. 
(1) z=a—bi=a+bi=z. 
(2) zı +z,= (a, +a) T (bi tbi 
=(a,+a;)—(bi+b.)i 
一 (qi 一 bii) 十 (az 一 bzi) 
二 Z| 十 2,， 
zı—z,= (a, —0:) + (bi —b.)i 
=(aj—g)—(bi—b))i 
一 (al 一 bi 一 (as 一 D2i) 
=Z,—Z,. 
(3) zi2: 一 (aiq 一 bib2) 一 (aib: 十 bidz)i， 
zz = (ai —bii) (az—b:1) = (a.a.—bib;) — (abı + bas)i, 
S. ZZ= Zz. 


(4) ay 
` z; atb? Ga2 十 b ! 


F. pad a, —b.ii — 2 bib; _ bay —ab. , 
Zz as—bi a+b? a+b ° 


t? 


[2:2K]2. ik z=a+bi, M 
N E a NE: S "BE, 
a=— (+z), b ° (z—z). 
证 明  z+z=(a+bi)+(a—bi)=2a. 
a=+G+2. 
同样 地 ， 
z—z=(a+bi) —(a—bi) =2bl, 


. b= 5 (z 一 z)、 


一 一 一 一 --  — —— e — — — 一 -一 一 一 or 一 一 一 一 一 一 一 一 一 


D 


@ 当 z 是 实数 时 ， 有 z=z, 即 z 一 z=0. 反之 也 对 ， 当 4 是 纯 虚数 时 ,有 


— — 
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— - 一 一 -一 一- 


“十 ges0。 反 之 也 对 ， 
LERN. APT x 的 实 系数 二 次 方程 式 

ax2z 十 bx 十 c 一 0 
浩 复数 z 是 它 的 一 个 根 , 则 RCR. 
证明 < fx)=ax2 二 bx 十 c， 则 fz)=az2 十 bz 十 c=0。 因 为 各 端 取 共 斩 
复数 时 仍 是 相等 的 ， 所 以 有 f(z) 二 az? 十 bz 十 c. 但 是 

f(z2)=f(2), 0=0, 
所 以 上 一 式 变 为 

1(z) 一 az2 十 bz 十 c 一 0。 
这 表明 z 仍然 是 所 给 定 的 二 次 方程 式 的 根 ， 口 
注意 G) 的 系数 是 复数 时 ， 不 一 定 有 e=), amh EEn 
及 下 述 【 定 理 13， 一 般 不 成 立 ， 
【定理 】3。 对 于 x% 的 实 系 数 的 1 次 方程 式 

QnX 十 dn-1X -1 十 … 十 ax 十 ao 一 0， 
若 复数 z 是 它 的 一 个 根 ， 则 z 也 是 它 的 根 。 
证 明 【定理 2 的 证 明 方 法 也 适用 于 此 定理 的 证 明 . 令 

1(x) 王 Gawx 十 Ga-1X -1 十 十 ax 十 ao ， | 
则 f(z)=0. ARREA RAF, B f(z)=f(z) 二 0， BREZ, zl 
是 f(%)=0 的 根 ， E 
[R] HF x 的 实 系数 的 方程 式 ， 若 有 虚 根 ， 则 必 为 偶数 个 虚 根 ， 
证 明 在 jx)=asx" 十 ar-ix"-! 十 … 十 qix 十 ao 中 ,车 z=a+bi 是 1(x)=9 
的 一 个 虚 根 ， 则 根据 [定理 33，z=a 一 Ui 仍然 是 此 方程 式 的 根 。 从 而 有 

1(z2)= {x—(at+bi)} {x—(a—bi)} g(x) 

= {(x—a)’+b’} g(x). 
g(%?) 仍 然 是 实 系数 的 n 一 2 KEAR. 如 此 作 下 去 f(x) 可 分 解 成 苦于 个 实 
系数 二 次 因 式 与 若干 个 实 系数 的 一 次 因 式 的 积 。 由 于 这 里 的 二 次 因 式 的 根 
是 共 罗 的 两 个 复数 根 ， 一 次 因 式 的 根 是 实数 ， 所 以 f(x) 的 虚 根 的 个 数 必 
为 偶数 ， 口 
(RN, WT x 的 实 系数 的 奇 次 方程 式 ， 至 少 有 一 个 实 根 . 
证 明 假设 奇 钦 方程 式 的 全 部 根 都 是 虚 根 ， 则 虚 根 的 个 数 〈m 重 根 算 作 m 
个 根 ) 等 于 方程 的 次 数 ， 则 为 奇数 ,这 与 【 系 】]1 子 盾 。 因 此 至 少 有 一 个 实 根 ， 
Ú 
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15 复数 的 模 
【定义 ]5. 模 对 于 复数 z=a+bi, V +b 叫做 z 的 模 ， 用 |z| 表示， 


当 3=0 时 ，z= 一 ga， 这 时 1z|= / d =|al, BB 与 实数 的 绝对 值 一 致 . 
【定理 ]4. z=0 与 1zj=0 两 者 是 等 价 的 . 
证 明 若 z=a+bi=0, N] a=b=0, Mf |z|=v a +0 =0. 


反之 ， 若 jz|=0， 则 a=b=0, Mf z=0. = 
IARI. (1) R.G)=< :|, I,G)=<!;z]; 
(2) Jz|= jz]; | 


(3) zz = |z |; 
(4) |zizz| 一 」 zi | | zz | 


(5) |= ] (Sp 20). 
z; EA 
WW z,z1, z 的 含 尺 与 【公式 11 的 相同 . 
` (1) 根据 定义 ，R.(z)=a 委 va 十 好 一]|z|， - 


1,(z2)=b< V / + = |z|. 
(2) |z]=V +b , [e] =vV Fo,  |z|=|zi. 
(3) zz= (a+bi) (a 一 bi) 一 az 十 b2 一 | z 
(4) | zizz| = | (alias 一 bibz) 十 (aibz 十 bias)i 
= W (aia: 一 bib?)2 十 (alibz 十 biaz)5 


= (F aT bi ll) 


al03 十 bibs ， biaz —ab ， 
aitb? aitb ' 


_ (aya; +bib,)2+ -(ba,—a,b;)?* 
(a: + b b 


(a+ b?) (a2+ b2) 
《az 十 b?) (a?+ b3) 


a+b? [2] | 
= . 1 ”1 一， ° 
k. |z; | Ü 


m: s 


注意 (4) 式 可 按 下 列 方式 证 ! 式 证 明 ， 
| zz |? 一 2423X122 一 2 zzsza =a|n ||] z, 12, 
|ziz,|=|zil | zz}. 
(5) 式 也 同样 地 可 证 ， 
WO 证 明 |z: 十 zz 十 | zi 一 zz 一 2(|zl 2+ zP). 
解 |z+z;j |?!=(zi+z;(zi+z,) 
一 24 Z: +z; zı +Z, z; +2: 22 ， 
同样 [zz P= (zi—z;) (z, —z: ) 
= Z 21 —72 71 一 21 Z, TZ, 
| 2 十 za 十 | 2 一 22 E=2(zz, +z; z; ) 
一 2(| Zi F+] 之 2 2). 


16 复数 的 极 坐 标 形 式 ( 复 数 的 三 角 表 示 式 ) 
【定义 ]6， 复 平面 (高 斯 平面 )、 实 轴 、 虚 轴 ”如 图 6-1 所 示 . 过 平面 上 的 一 点 
O 作 正 交 的 坐标 轴 xox, y Oy, 并 让 复数 z=a+bi 对 应 于 点 (a,b) ,因而 平 
面 上 的 全 部 点 与 全 体 复数 成 为 一 一 对 应 . 故 平面 上 的 点 (a,b) 表示 -- 个 复 
数 .这 时 ,此 平面 叫做 复 平面 或 高 斯 平面 ，x 轴 叫 做 实 轴 ，? 轴 叫 做 虚 轴 
[EX]. 极 坐 标 形式 . 模 . 辐 角 在 复 平面 上 取 0 点 为 原点 , 设 书 点 表示 
复数 xz=a 十 bi， 设 OP 的 长 度 为 >，OP 与 实 轴 正方 向 构成 的 夹 角 为 6， 则 
a=rcos 0, b=rsin 0. n f 
当 用 上 列 二 式 表 示 a,b 时 ,x 二 a 十 bi 可 表 为 Ey 
z=r(cos 0 十 isin 0). 
复数 的 这 种 表示 形式 ， 叫 笋 复数 的 极 坐 标 
形式 (或 三 角 式 ).r 是 z 的 模 ,与 【定义 15 中 
的 模 |z| 是 相同 的 ,而 9 叫做 ?的 辐 角 , 用 


0 一 arg2Z 图 6-1 
表示 ,为 了 把 复数 z=a 十 bi 用 极 坐标 表示 出 来 ， 只 要 由 
r= (a: + bš: (r>0), @ 
cos0=, sin0=— @ 
确定 出 r, 0 即 可 .在 这 种 情形 下 ，0 不 是 唯一 确定 的 .而 人 


一 个 0 值 , 则 有 
gb 一 0 十 28r (n= 二 0, 土 1, 土 2,…)。 
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但 是 ，0 多 半 在 0 委 和 0 委 2z 或 一 r 委 0 委 z 的 范围 内 取 值 . 
在 z=0 的 情形 下 ，r=0,0 可 以 是 任意 角 , 但 一 般 不 用 z=0 的 极 坐 标 
形式 . 
ERI. a 十 bi 有 时 也 写成 a+ ib, 这 是 因为 在 上 述 极 坐标 形式 下 写 sinbi 就 
很 有 可 能 与 sin( 外 混同. 


2. 令 cos 9+isin9=e" 是 方便 的 ， 但 指数 函数 目前 只 在 实数 的 情 


形 下 被 定义 ， 因 而 暂 不 怎么 使 用 , 
3. REOR, BEMIR IE tg9= 卫 求 出 0, 但 这 时 因为 一 x<9<n， 

9 有 两 个 解 .所 以 必须 根据 (a,b) 处 于 哪 一 象限 决定 出 0 的 一 个 解 ， 

【公式 ]4。 设 z==ri(cos 01-Fi sin 01)，z; 二 rs(cos gs 二 isin 0;)， 则 


(1) |ziz)|]=rirz, 
arg(ziz2) 一 arg zl 十 afg zz; 


rı 
(2) ja =y OHP mase), 


Zi 
č? 


z 
arg =argzi— argz:. 
2 


十 明 (1) 应 用 三 角 函 数 的 加 法 定理 ， 得 
2122 一 ri(cosgbi 二 isin 0,)r;)(cos 0,+i sin 0;) 
= rir; {(cos bs cos 0 一 Sin 0, sin 0;)+i(sin Oicos Y+ 
十 cosgisin 0;)) 
=rir; (cos(0;+0;,)+isin(0,+0,)> ， 
EE (ziz: | 一 riry， arg(z;z;)=0,+ 0;=argzi+ argz;. 


(2) RS 
Z; ra(cos 0,+isin 82) 
cos 0,—isin 0; 


= rocos Otisin 0, (cos 0,;—isin 0) 


(cos 0;—isin 02) =I cos(-0;)+íisin (-9;) 5 
r2 r2 
Ži mz, x sedis (cos 0,+isin 0,) | cos(-0:)+isin(-0:) 


z: 


3 
/ =f cos(0,—0,)+isin(0,—0;) je 
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一 一 一 一 -一 一 一 一 一 一 一 一 


从 而 

= t, arg! 一 站 一 9 一 argzi 一 argza。 口 
注意 ”在 计算 复数 的 积 ， 乘 寡 及 商 时 ， 用 极 坐 标 形 式 是 方便 的 。 
17 复数 的 旋转 


【定理 】5，( 旋 转 ) 把 复数 z 围绕 原点 0 旋转 g 角 所 得 的 新 的 复数 @o 是 
OO 一 z(coso 十 isinp) 一 ze 。 

证 明 ”如 图 6 一 2 所 示 ， 设 zz 一 r(cos 0+isin0), Uo 的 模 是 fo =r, m 

辐 角 是 0 十 w， 因 此 


o=r[ cos(0+9) +isin(0+9) | 


=r(cos Otisin 0)(cos p+isin g) 
=z(cos p+isin g). 
根据 1.6 的 注意 2， 上 式 可 用 oo=ze 表示 。 门 
[838] 6. 把 复数 z 围绕 z. 恰恰 旋转 p 角 ， 新 的 复数 o 是 。 
w=z, +(z—z.,)(cosp +ising) 
=z,+(z—z,)e'? 。 
证 明 ”如 图 6 一 3 所 示 ， 将 坐标 轴 平 移 ， 得 到 以 zx。 为 原点 的 新 坐标 
系 ， 则 z,w 相对 于 新 的 坐标 系 各 变 为 


6-2 图 6-3 
乙 一 2 一 Z。，. 
W =o, 

把 Z 绕 新 原点 z. 旋转 p 角 时 ， 得 到 W， 因 而 根据 【定理 ]5， 有 
W=Z(cos p+íisin g). 

再 把 新 原点 移 回 到 O 点 ， 得 
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—— ..——FY. 一 


加 一 2 。 w (ys —z,)(cos p+isin 9) 
即 w=z, + (z—z,)(cos p+isin g) 
或 O 一 Zz。 十 (z 一 2。)699 O 
IR] (相似 旋转 ) 设 把 复数 z 围绕 z。 旋转 o 角 后 ,所 得 的 复数 为 2, 将 
RBR zz 在 z 到 方向 上 延长 至 尺 倍 后 ， 端 点 表示 的 复数 是 o， 则 


OO 一 2Z0 十 R(Z 一 20)(cos p+isin g) 
=z + R(z—zo)e'° , 


例 把 复数 z 围绕 原点 在 正方 向 ( 反 时 针 旋转 方向 ) 转 过 直角 时 ， 所 得 的 复 
$X o J 


@=z(cos— +i sau 
在 负 方 向 ( 顺 时 针 方向 ) 转 过 直角 时 ， 所 得 的 复数 o 是 


| cos ( 7 )+isin( -全 )=-. 


S2. 复数 与 图 形 


2.1 复数 的 四 则 运算 的 图 示 
【定理 】1. (z,-z,z ,-z 的 图 示 ) 对 于 复数 z， 表 示 -z 的 点 是 z 关于 原点 O 
的 对 称 点 ， 表 示 z 的 点 是 z 关于 实 轴 的 对 称 点 ， 表 示 坟 的 点 是 z X: THE Sh 
的 对 称 点 。 如 图 6 一 4 所 示 。 
证 明 iz=a+bi, MH 
-x 二 -a—bi, 
z=a—bbi, 
| -z=-a+bi 
可 直接 得 证 。 口 
【定理 】2.《 和 的 图 示 ) 表示 两 个 复数 
Zis% 的 和 (x1 十 zs) 的 点 ， 是 以 0z1, Oz,(O 图 6-4 
为 原点 ) 为 两 边 的 平行 四 边 形 的 第 四 顶点 ， 如 图 6 一 5 FW Zç. 
证 明 ¿iZ zi=a+büi,z=a,+ bi, z=zi+z;, 则 
z=(a,+a,:)+ (bi +b;)i, 


52. 复数 与 图 形 (231) 


s £b BU 3 E. 79 5 则 有 
OP=z,Q= a;, zQ=zN-—QN=b;=z;P , 
因此 AOPz,=Az,Qz, 


Oz,ZXz,z. 
从 而 ,四 边 形 Ozizz, 为 平行 四 边 形 。 因 而 ，z=Z 十 zz Æ Oz, Oz; 为 两 边 
的 平行 四 边 形 的 第 四 顶点 。 O 


【定理 】35. (SKEAF) ”表示 两 个 复数 za ，22 的 差 (?1 一 22) 的 点 ， 是 以 oz, 
KHAR, Oz: 为 一 边 的 平行 四 边 形 的 第 四 顶点 。 如 图 6 一 6 所 示 。 

证 明 因为 2=z1 一 z= 二 z1 十 (-z2), 所 以 由 【定理 ]2,z 是 以 Oz, 与 0(-z2?) 为 
两 边 的 平行 四 边 形 的 第 四 顶点 .但 Ozz, Aie, AI 0zzizz 是 平行 
四 边 形 .从 而 ， 表 示 ZX 一 六 一 和 的 点 是 以 Oz, 为 对 角 线 ，0z; 为 一 边 的 平行 
四 边 形 的 第 四 顶点 。 O 
【定理 1〗 4.( 积 的 图 示 ) 设 E 点 表示 实数 1， 则 表示 两 个 复数 z1，z; 的 积 
?二 Zi%z 的 点 ,是 与 人 OEz1 同 向 相似 约 Aozsz 的 顶点 z， 如 图 6 一 7 所 示 。 


6—5 图 6-6 


证 明 ”把 两 个 复数 xz!，z， 用 极 坐 标 形式 表示 ， 
z,=r,(cos 0,+isin 01) , 
z,=r,(cos 0,+isin 0,) , 


MUH 8 1. 【公式 }4 的 证 明 (1) ,得 
| ¿G ETE E E DA 


因此 fz1| ;1=|z| :|z,| @ 
又 因 Z/EOz=0,+0,, Z°EOz,=0;, 
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一 一 一 一 一 一 一 


所 以 Zare 0 m ZEOz,, © 
Am, HO, @s 31, A0Ez c AOz;z, J 
【定理 】 5. (WHARF) 设 E 点 表示 实数 1， 则 表示 两 个 复数 Z, z 的 商 


:去 2) 的 点 ， 是 与 AOEz, 同 向 相似 的 Aozzi 的 顶点 z, 如 图 6 一 8 


所 示 。 

证 明 由 于 z z=z!， 故 根据 [定理 14， 
ANOEz, AOzz,, J 
注意 借助 8 1. 【公式 14 的 证 BB(2), 并 


把 zs 写作 z==z1X -一 ， 则 也 可 以 应 RIU E 


理 ]4 来 证 明 本 定理 。 

例 |z —z [表示 两 点 zi。2z? 之 间 的 距离 。 

原 居 是 ,根据 【定理 13 ， 图 6 一 6 的 四 边 形 

Ozzizs 是 平行 四 边 形 ， 因 而 z, 与 z: 的 距 
离 等 于 zj 一 | zi 一 zz1。 

【公式 1 对 于 两 点 zi ，22， 下 列 不 等 式 成 立 : 


| A as: |Z: | Katz z |+ z| . 
此 不 等 式 叫做 三 角 不 等 式 . 
uA 首先 ， 当 0O0, zl， Z 不 在 一 直线 上 的 情形 下 ， W z=z,+z,;, 则 由 【 定 
理 ]2 知 ,以 0, z, zs, 7 为 项 点 的 四 边 形 是 平行 四 边 形 .由 初等 几何 学 已 知 ， 
“三 角形 的 二 边 之 和 大 于 第 三 边 ， 二 边 之 差 小 于 第 三 边 "。 因 此 ,在 八 0z13 
中 便 有 

zl . 


其 次 ,如 果 0，, zi,zs 位 于 一 直线 上 , 则 当 zz 位 于 O 的 一 侧 时 ,不 等 式 
的 右 方 两 端 变 为 相等 ,而 当 z1, z, 位 于 O 的 两 侧 时 , 左 方 两 端 也 变 为 相等 ， 
从 而 ， 综 上 所 述 ， 有 


latas] daha 


Ë [EAmEA < z; +a |< < 


al ç 
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2.2 复数 的 性 质 
【定理 1]6。( 内 分 点 ) iz 点 把 连接 二 总 ?1，z; 的 线段 划分 成 mi;n(m，, n> 
0) 的 两 段 ， 则 
mz;j+ nZ, 
m+n 


证 明 ”如 图 6-9 所 示 ， 在 坐标 平面 上 ， 设 点 (x, y) 把 连接 点 (al, b)) 与 点 
(as，b;) 的 线段 划分 成 min, N 


_ matna 
T m+n ' 


_ mb -+nb 
~ m+n 


现 设 2 一 al 十 bii,z: 一 az 十 bi， 则 把 线 妇 z1z， 
划分 成 m 和 的 点 是 


"A m(a,+b,;i) + n(a,+ bi) 
mtn 


| mzs+ nz; 

= m+n O 
注意 m:n<0 时 ，z EDIM N m=0 h ,z=z;; n=0 Rf, z=z;, 
例 设 z 点 是 两 点 n, z 连 线 的 中 点 ， 则 

-. Z:+ Z; 

z= > Š 
因为 min=1. 
EMN. (三 角形 的 置 心 ) 设 三 角形 的 三 顶点 为 z1, 22, 23, 重心 为 8, 则 


z+ Z+ Zx 
SERBE Spo w 


证 明 n RUR n 连 线 的 中 点 是 忆 士 生 gl r nik n MEN 
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线段 划分 成 2;1 的 点 ， 因 此 


Ta 


2 x +z _ ZI 十 zz 十 2Zs. D) 
zi 3 
例 一 般 ， iz H: n 个 点 Z|, Z2 ,Zn 的 重心 ， 则 


i Zi 十 2 十 … +z, 
K . 


“= 


【定理 ]8， 当 aseo 时 ， 线 段 oa 的 垂直 平分 线 的 方程 式 ， 可 表示 为 


证 明 ¿Z z 是 线段 0Oa 的 垂直 平分 线 上 的 任意 一 点 ， 则 线段 Oz 的 长 度 与 线 
忆 2 2 的 长 度 相 等 ， 因 此 ，!z1*=|z 一 aj”, 即 
zz= (z—a) (z —a) 


成 立 .把 上 式 化 简便 符 ， 


z. P 
—+-=1. 
z 


反之 ， 也 容易 证 明 ， 满 足 该 方程 的 点 z 必 在 线段 Oa 的 垂直 平分 线 上 。 


【定理 ]9。 (直线 方程 式 ) 通过 两 点 n 的 省 线 方程 式 是 
(z, 一 22 )z—( z — z;) z +z, z; —Z1 z; =0. 
或 用 行列 式 表示 时 ， 即 


%4 1 
z Z, 1 |=0. 
zi 


z z 


证 明 ”如 图 6-10 所 示 . 设 所 求 的 直线 为 1， 原 点 0 关 6--10 
于 直线 1 的 对 称 点 为 <z， 则 由 前 一 个 定理 知 ， 直 线 1 上 的 点 # 满足 方程 - 


zz = (z—a)(z—a), 


Bp  az+az=aa, 
由 于 z, 2: 都 是 此 直线 上 的 点 ， 因此 有 


GZ 十 azı =a a, 
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“az, + a Z> = a a $ @ 
HQ, ©, @ 消 去 a，a ， 可 得 
(zi —22 )z— (zi—z:)Z +Z 2 一 2122 一 0 。 


若 将 上 式 用 行列 式 表示 时 ， 即 得 


z zZ 1 
z, z, 1 | =0. 
z z 1 
〖 定理 110.( 贺 的 方程 式 ) 
(1) Uz 为 中 心 ，r 为 半径 的 圆 的 方程 式 是 
z 一 Z0| =r 或 (z 一 2Z0)( z 一 2 )= r2; 
(2) 以 zo 为 中 心 ,r 为 半径 的 圆 的 内 部 是 
|z—z |<r 或 (z 一 z0)(Z 一 2 )<r2°; 
对 于 还 包含 圆周 的 情形 ， 有 
| z 一 2 [Sir 或 (z—z)( z —z ) Sr? 
S (3) 贺 的 一 般 方程 式 是 
| azz +ß8z+ßz+c=0. 
其 中 ，a 专 0 且 a 与 ec 是 实数 . 
证 明 (i) 因 圆心 z 与 圆周 上 任意 一 点 z 之 间 的 距离 是 *, 故 由 【定理 】5 后 
面 的 例子 得 | 
EF {z= | =r. 
将 两 端 平方 ， 并 应 用 8$ 1.【 公 式 】3(3)， 得 
(z—z)(z 一 20 =r, 
(2) 设 z 为 圆 内 一 点 ， 因 圆心 z 与 z 的 距离 小 于 >， 故 
|z—z | <7. 
其 他 表示 式 也 容易 证 明 . 
(3) 一 般 ; 圆 的 方程 式 可 表示 如 下 ， 
a(x2 十 92) 十 2bx 十 2dy 十 c 一 0. 
Rh a0 且 a,b,c,d 是 实数 . 
现 设 z=x+yi, Nz =x 一 yi, 因 而 对 x，y 求解 得 
+z z—z 
2 Y= ° 
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把 以 上 两 式 代 入 前 面 的 方程 式 ， 改 写 后 得 
azz +b(z-+ z)—id(z—z)+c=0, 
即 azz+(b—di)z+ (b+ di) z 十 c 一 0。 
在 上 式 中 ， 令 b 十 Qi==B， 则 化 为 
azz +B z+ P z +c=0. D 
注意 ” 圆 的 方程 式 ， 当 a=0 时 ， 变 为 直线 的 方程 式 。 


2.3 Bh 射 

【定义 】 映射 (函数 ) .定义 域 。 值 域 . 象 . f YTES X 的 每 一 元 素 
x, ERAY 中 都 有 唯一 的 元 素 ?y 与 之 对 应 ， 则 把 这 个 对 应 叫做 由 XX 到 Y 
的 映射 或 ( 单 值 ) 函 数 ， 表 示 成 


f. XY #mxXÍ V. 
也 经 常用 了 简单 地 表示 .在 这 个 映射 中 ， 集 合生 叫做 定义 域 . 若 Y 的 元 素 》 
根据 映射 对 应 于 XX 的 元 素 x， 则 y 叫做 x( 在 了 下 ) 的 象 ， 写 成 ?= (x). 
一 切 象 的 集合 叫做 值 域 .而 x 叫 做 ?的 原 象 ， 用 x= 信 !(y) 表 示 。 
在 本 节 中 ,考察 1:Z 一 W 时 ， 假 设 2 及 W 都 是 复 平面 上 点 的 集合 ， 
Z 的 元 素 用 z，W 的 元 未 用 W 表示 。 
【定理 ]11. 映射 w==z 十 & 使 点 z 描绘 的 图 形 对 应 于 点 mW 描绘 的 图 形 ， 其 中 
w 点 是 由 z 点 出 发 , 在 oa UTEKE], a| 后 得 到 的 ， 如 图 6-11 所 示 。 
又 ， 这 个 映射 使 圆 对 应 本 四， 
证 明 由 【定理 】2 ER. r] 
【定理 }12. ky w=az,a %0 使 点 z 描绘 的 图 形 与 它 围绕 原 点 旋转 arga, 
再 伸 长 (缩短 ) | c | 倍 后 所 得 的 图 形 对 应 .如 图 6-12 所 示 ， | 
X, KARRE T BI. 
证 明 ”根据 【定理 1]4， 由 图 6-12 有 有 ° 
AOEaco AOzw, 


— — — — . — Ñt 
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由 此 容易 得 证 ， E 
【定义 ]2. EN. 反 演 中 心 。 反 演 半 径 . RAE ”以 定点 O(O 点 不 一 定 是 
承 点 ) 为 中 心 ，R 为 半径 作 圆 ， 在 连接 圆 所 在 平面 上 一 点 P 和 O 的 直线 上 
取 Q 点 (图 6 一 13) ,使 
| OP -OQ=R:, | 
P 与 Q 的 这 种 对 应 叫做 反 演 ，O 叫做 反 演 中 心 ，R UARRA. 
现 设 P 所 描绘 的 图 形 为 FF，P 的 反 演 Q MRR F, Mpe’ 叫 
做 F 的 有 反 演 形 。 
【定义 ]5. 单位 加 ”以 原点 为 中 心 ，1 为 半径 的 圆 ， 叫 做 单位 四。 


【定理 ]13。 映射 o= -使 点 z 所 描绘 的 图 形变 成 它 关 于 单位 圆 的 反 演 形 


且 对 于 实 轴 的 对 称 图 形 。 

又 ， 这 个 映射 使 贺 对 应 于 圆 。 
证 明 如 图 6 一 14 所 示 ， 设 P 点 表示 点 z=r(cos9 二 isin6), Q 是 P 关 于 
单位 图 的 反 演 ， 则 表示 Q 的 复数 是 


1 
一 (cos0+isin0), 


| 图 6-13 图 6-14 
点 Q 关于 实 轴 的 对 称 点 Q' 的 复数 表示 式 为 


zi cos(-0)+isin(-0) |, 
因此 根据 $ 1, (2:014(2)WJuEBH, (í 
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1 
+! cos(-0)+isin(-0) j= 


定理 的 前 半 部 分 得 证 。 在 同一 平面 上 ， 为 了 由 点 2 求 点 @， 可 以 按 下 面 的 
方法 进行 .表示 z 的 点 P 位 于 单位 圆 外 (lz| >1) 时 , 由 P 向 单位 回 引 切线 
PA, PB, V: AB 与 OP 的 交点 为 8。 若 令 @ XX x 轴 的 对 称 点 为 @ ， 则 


0 表示 o= 一 。 如 果 表示 z 的 点 了 位 于 单位 加 内 ， 那 未 把 前 一 情形 的 P 
与 Q 交换 来 考察 ， 从 P 向 OP 作 垂 线 ， 与 圆 相交 于 两 点 ， 通 过 这 两 点 作 加 
的 切线 ， 设 其 交点 为 9， 则 9 关于 x 轴 的 对 称 点 Q' RR- 


其 次 证 明 ， 当 z 描绘 出 一 个 加 时 ，o 也 描绘 出 一 个 园 。 根 据 【 定 理 】10 
(3) ,一 般 地 ， 贺 的 方程 式 是 


az z+ B8z+ BP z+c=0, 
在 a=0 时 ， ii 所 以 直线 也 可 当 作 M M IR 32, AE o 
=, m r 一 一， 则 上 述 方程 式 变 为 


coo 十 po 十 po 十 a=0， 
这 表示 贺 或 直线 。 若 直线 都 当 作 半径 为 无 限 大 的 娘 ， 则 定理 的 后 半 部 得 


证 。 O 
【定义 ]4. 线 性 函数 〈 线 性 变换 ) ta pyi 为 常数 ， 且 a6 一 By 关 0， 形 
式 如 
az+ ß 
QQ” z+ ó 


POP, DBYIDPER RK RAEN, Eh, a8- py EE o KH H 
的 条 件 。 


[ 定 通 }14， 经 过 线性 函数 0= -全 二 6-，cd 一 By 二 0，z 平 面 上 的 加 被 觅 
身 成 w 平 面 上 的 加。 这 个 性 质 叫做 加 图 对 应 . 
EA tyo, z 不 通过 一， 这 时 所 给 函数 变 为 


8 2. 复数 图 形 (239) 


oe i a 一 CG 
Wk, E$ asy. a = fiza, 6 


二 i 十 Q1, G = a:032, o= E M= z+ as, 
这 些 映 射 的 组 合 就 得 到 线性 函数 w。， 恨 据 [ 定 理 l11，12，13, 它 们 都 将 加 
映射 为 园 ， 所 以 z 与 o 形成 圆 圆 对 应 。 O 


2.4 二 直线 的 夹 角 
【定理 ]15。 如 果 连 接 z K z, 的 直线 与 连接 % 及 zs 的 直线 之 间 的 夹 角 为 
0, WI 


22 一 20 
2Z1 一 Z0 ° 


0 一 arg 


证明 ”如 图 6 一 15 所 示 。 若 平行 移动 线段 zz, 及 zz, 以 使 z 到 达 原 点 O, 
则 z, 及 z, 分 别 映 家 成 21 一 ?0。，2zs 一 Zu。。 因 而 ,线段 zozl 与 ZoZz WIK H 0, 
与 连接 o、zi 一 2 RRR o, z;—z, 的 线段 之 间 的 夹 角 相等 。 因 此 

0 一 arg(z: 一 2o) 一 arg(z1 一 20) 


_Z2 一 20 _ 


一 arg 2 二 2 [J 
[SK] 如 图 6 一 16 所 示 ， 若 连接 z. z 的 直线 与 连接 Zan 2 的 直线 之 间 的 
Z? 
之 4 
z; P 


图 6-15 ËJ 6-16 


i 
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3248230, wW 


Z ¿zs 
Z2 一 ZL ° 


证 明 仿照 前 一 定理 的 证 明 ， 将 线段 zz 及 zz, 平行 移动 以 使 zi 与 #3 到 
[0 


0 一 arg 


达 原 点 即 可 。 

[ER]. (FRH, EKRA) 
由 两 条 有 向 线段 zz; 与 Z2 所 确定 的 一 直线 ， 
(1) 平行 的 充分 必要 条 件 是 


au 一 一 二 一 实数 ; 


2Z4 Z3 
(2) 垂直 的 充分 必要 条 件 是 


Z2 一 ZL _ 
Z Z3 =A. / 


证 明 (1) 必要 条 件 


z 


$ 了 -站 一 r(cosb+ising)， 则 由 [定理 115， 


š a z, — %2; =0 
rg Z,—Zs . 


因此 ，6=0 R 0= + x=. r 
sin0=0, cos0=-+1. 
将 它们 代入 r(cos 6 二 isin 0), 4% 


-2 一 一 圭一 实数 


Z z; 


充分 条 件 若 汪 二 + 一 实数 ， 则 必须 有 
sin0=0, Bp 0=nz(n=0, 土 1 ,…), 因 此 二 直线 平行 
(2) 必要 条 件 应 用 与 (1) 同 样 的 符号 ， 因 为 二 直线 垂直 ,所 以 人 = 
土 六 ,从 而 cos9=0,sin9== 土 1. 于 是 有 


z+ — Z Bi 
H-7 r(cos 0 十 isin 0) 


— n —— — - -— 一 -一 一 = 一 一 


“一 士 ri 一 纯 虚 数 (7 所 0)， 
充分 条 件 和 二 纯 虚 数 ， 六 必须 有 


§ °. 复数 与 图 形 ú (241) 


cosĝ=0 E] 0=2nz+->, 从 而 ， 二 直线 垂直 。 O 


25 在 图 形 上 的 应 用 
【定理 ]17. (三 角形 的 相似 ) 两 个 三 角形 人 Az1 z ddi j Aowa] 75 ARA 
的 充分 必要 条 件 是 


Z327 _ 03-0 
Z;—Z, Om, ? 


Zí WI 1 
Z; @> 1 |=0, 


Z3 @; 1 


证 明 必要 条 件 ”如 图 6 一 17 所 示 ， 若 人 zl 22 Zsco A010203, 则 对 应 的 一 
AACA Z z; zi z; 与 人 osolios) 相 等 且 夹 此 角 的 两 个 边 的 比 相等 .由 此 得 


W3 
OR had J A 03701 | 
Z; — Z rg 3 m (O| , Z: 
VU 
z —z | _ Os—01 | 
a-z | O= | ” 
| Z? 
M wi 
r$) 
.23 一 2Z1 OO | 图 6-17 


Z; — Z, CD2 一 GD1 
成 立 . 若 把 上 式 用 行列 式 表示 ， 则 得 
| Z, CO1 1 | 


z, o> 1 |=0, 
Z; @; 1 


充分 条 件 APA, F 
1 


Z;— Z| z 
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Zym z Oy 
rg arg TA 

22: — 21 @ı— w 

Zs3—Z1 | _ | 03 一 O1 

Z2 一 Z1 W201 


因此 ， 对 应 的 一 个 角 人 zazlzs Ej Z 0:0103 相等 且 夹 这 个 角 的 两 个 边 的 比 相 
等 .于 是 ，.Axzizszscp 人 alawz2os， L] 


注意 a C = 代替. 


QI 
例 Aaby 是 正三 角形 的 充分 必要 条 件 是 
a+ P’+y’—By—ya—aß =o. 
原因 是 使 人 apBy 是 正三 角形 的 条 件 为 AcpyecApyac， 因 此 由 【定理 】17， 


a'+0'+y'—0y—ay—aPD=0. 
【定理 ]18. (三 角形 的 反 相似 ) A22 zi 与 人 wi@2zws 反 方向 相似 的 充分 必 
要 条 件 是 
a-a Da 
2Z2 一 2Z1 2 — 1 I 


Zi Or 


—. 


zs @s 


证 明 ”如 果 作 三 角形 oozos 关于 实 轴 对 称 的 三 角形 oiloxos， 则 Ar, z, z, 
£ Aoi os os: 反方 向 相似 的 充分 必要 条 件 是 ，Azi za 2 与 Aol QO; os 在 同 
方向 相似 .从 而 ， 由 【定理 】17 推 得 所 求 的 条 件 是 

Ka: d.i os 一 0D3 一 O1 

2 一 21 = , 


1 
Z3 (D2 1 =0. í 
1 


| KN w] s 


$ 2, 复数 与 图 形 (243) 


— — — —— 


或 
z) O) 1 | 
z, Q, 1 | =0, 
ass 8 o 
[E]. (三 点 共 线 ) IAZ, zj z 位 于 同 - -直线 上 的 充分 必要 条 件 
是 
ZT _ > 
Z, — 2; 实数 ， 


证 明 ”假设 有 二 直线 222,21 z, 交 于 一 点 2. 如 果 zz, 与 zi z, 平行 ， 则 zz1， 
z;, z 便 位 于 一 条 直线 上 ,而 由 【定理 】16(1)， 两 直线 平行 的 充分 必得 条 件 
是 v 
Z, — Zi E 
n- AR. 


因此 定理 得 证 . r 
【定理 ) 20. 〈 四 点 共 圆 ) 四 点 z, 22, Z3, Z, 应 于 同一 面 周 上 的 充分 必要 条 
件 是 

Z1 一 Z3 ， Zə Zi 二 实数 ， 


2%1— ži Zz Z3 
ER ”如 果 四 点 位 于 同一 圆周 上 ， 且 z, z 在 继 zs z4 的 同一 侧 ， 如 图 6 一 
R ZZ; zz 一 zs22。 而 由 【定理 )15， 


Z1 一 Z3 
Z z zı 2 一 arg z —z, ° 


Z; -一 之 3 
ZL 23 2z Z =argy,— s, ° 


从 而 可 化 为 
aa RN em 
Mg z =z, 28 z-z, , 
时 1 一 23 : 22 一 Za | 一 0 
argy Zi —¿Z4 ° z;—z, J 2 


因为 辐 角 为 0 的 复数 是 实数 ， 所 以 
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一 - 一  ——L— 4 —n 


Z1 一 ZX3 。2Z2 一 23 > 
了 了 一 实数 。 
Z1 一 24 Z2— Z4 


如 果 zi, z; 位 于 驴 z; z, 的 两 人 出 ， 则 由 于 
Z 2 2, 2 一 全 zi Xa z = + x, 


因此 
1 一 Z3 Z) 一 Z3 
arg gez SE ge TET 
即 Z1—23 | 
arg| 3 一 2 ss. Ea 
辐 角 为 土 x 的 复数 也 是 实数 ， 从 而 


3:1 RAPER 


【定理 】1. (WARES) "x 是 正 整数 时 ， 下 列 等 式 成 立 
(cos 0+isin 0)'=cosnBÜ0+isin nð, 
EN 首先， 用 数学 归纳 法 证 明 下 式 
(cos 0,-+íisin0,)Xcos 0: 十 isin 82) (cos 0,+isin 0,) 
= cos(0,+0;+---+0,)+isin(0,+0,+ ---+0,), @ 
由 $A. 公式 4(1) 的 证 明 ， 得 
l (Eos ĝi+isin 0,)XXcos 0;Ñ+íisin 0,)= cos(0,+ 0; )+isin(0, + 0;) 
p. In=2 时 ，@ 式 是 成 立 的 。 
St n=ñ Wr, ORRY, BN 
‘eos 0 +isin0,)Xcos0;--isin 02) (cos 0r+tisin 0a) 
#=cos(0,-0;,+---+0)+isin(0,+0;+ +0). 
两 端 乘 以 (cos r+ tiisin Otr)» 得 


# ”关于 条 件 的 充分 性 ， 可 利用 下 列 性 质 得 证 ， 
如 果 zziz = Z zz Enza(n=0 R1), 
则 Zis Z2, Z3, Z4 共 圆 。 一 一 译注 


§ 3. 棣 莫 佛 定理 (245) 


(cos0,+isin0,)(cos0,+isin0,)---(cos0,,i+isin0k,i) 
=cos(0,-+0,+----0,)cos0,;,i—sin(0,+0,+ e + 0g)sin0kai 


+Í cos(0,+0,+-.-.+ 0,)sin 0,,+sin(0,+ 0. + … 十 gb)cos rii J 


= cos(bt Ort 0, )+isin(0,+0;+ “二 Qt+1)。 

Bl n=Rh+1 HERZ., Tu Nur, 
若 在 由 式 中 今 0,=0,=--.=0,=0, MEA i 

(cos 0+isin0)'=cosn0+isinn0, n 
TE E A RNS 0,=0,=...=0,=80, MA, 证明 将 变 得 更 简 
单 ， | 
【 系 11， 当 ”为 负 整数 时 ， 上 述 定理 也 成 立 。 
证 明 ES n=-m, m>0, M 

(cos ĝ0+isin 0)'=(cos 0--isi n0)” 


1 
~ (co s0-+-isi n0)" 
EE 
= cosmÜ0--isinmÜ0 


EAN E E ER ET, $1. [C2) 


=cos n0 +isin nl, y C] 
[R]2. (cos 0—isin0)'=cosn0—isinn)0, | s: 
R, n 为 任意 整数 。 EEAS 
证 明 34 n=0 时 ， 上 式 显 然 成 立 。 若 n 是 非 零 的 任意 整数 ， 则 由 (定理 》 
1 和 【 系 】1， 有 | 


(cos.0—isin 0)" | cos(-0)+isin(-0) J. 


= cos(—n0)+ isin(—n0) 
s==cosn0—isinn0, E; 


32 棣 英 佛 定理 和 倍 角 公式 
IAR] (1) 二 倍 角 公式 

w eco0s20 一 cos20 一 sin20 一 2cos20 一 1 一 1 一 2Sin20 ， “Az 

sin20==2sin0cos0; | 


(2) 三 倍 角 公式 | 三 
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cos30 一 cos30 一 二 3cos0, 
sin30=3cos20sin0—sin0=3sin0—4sin°0, 
证 明 (1) 根据 棣 莫 佛 定理 ， 有 
. (cosb 十 isin0)2 一 cos20 十 isin20， 
而 由 上 式 左 端 计算 得 ,cos20 一 sin20 十 2isingcos0， 
令 两 端的 实 部 、 虚 部 分 别 相 等 ， 便 得 
cos20 一 cos20 一 sin20， 
sin20=2sin0cos0, 
` (2) REO EE, H 
(cos0+íisin0) = cos30-+isin30, 
而 由 左 端 计 算得 
cos50—3cos0sim'0+íi(3cos20sin0—sin20), 
令 两 端的 实 部 、 虚 部 分 别 相等 ， 便 得 
cos30 一 cos30 一 3cosgsin 0， 
sin30 一 3cos "gsinb 一 Sin30。 
再 应 用 sin2b+cos:b=1， 对 上 列 二 式 进行 变换 ， 便 得 到 所 证 公 a 
注意 ERRER, $ n=4, 5, =, n, 2 
EEA, , n EAEI, 余弦 的 公式 


“二 项 方程 

pi 设 复 常数 a 的 极 坐标 形式 为 a==6(cos p 十 isin p), — yh 35 à 

ea ' ER 

HRY Ze, MM Ce ba 
aá Ó a ( cos 288 te +isin kdes zF. (k=0,1,2,..,n—1) 


-ya 人 cos = pi a 
Ah, o=cos ŽE tsin -a 
n 
ER ¿kr 为 所 给 方程 的 一 个 根 ， 其 极 坐标 形式 为 z=r (cos0+isin0), 
则 在 方程 左 端 应 用 棣 莫 佛 公 式 ， 可 写成 
| r'(cosn0+isinn0)=ó(cosgo+ising), 


$ 3. 棣 莫 佛 定理 (247) 


令 两 端的 实 部 和 虚 部 分 别 相 等 ， 可 得 


r'sinn0= psing ç 
把 上 面 两 式 平方 、 相 加 ， 并 注意 到 +>0,，p>0， 则 得 
r?"=:p?, 
Bp r=Ñ p. © 
把 @ 代 入 @， 得 
cosng=cosg 
| @ 


sinn0=sing 


满足 @ 式 的 0 的 一 般 角 是 
n0=2hx=+o, 


即 ，: ` f= ty. 


9 值 具 有 无 限 多 个 。 但 是 我 们 将 证 明 ， 对 于 9 的 所 有 值 ， 不 同 的 z 值 恰好 
Rn, WH z 表示 对 于 R 所 确定 的 z 值 。 

首先 ， 设 及 是 在 0 委 R 委 ”一 1 中 的 一 个 整数 ，m 是 任意 整数 ， 则 
ten) tg | À Fm r te ) 


n 


o (k=0,41, £2.) 


rn. == [ cos 
x+ 2kz+g 
=r( cos Fert Lisin hat 一 


因此 我 们 证 明了 ， 对 k 加 ( 减 )n 的 整数 倍 ,zi 的 值 不 变 。 从 而 可 知 ，zi HE 
不 相同 的 值 不 多 于 nn 个 

其 次 来 证 上 明 ， 当 上 0 ，1 ，2,… ,hn 一 1 时 ， 对 应 的 z, 值 都 互 不 相同 。 
取 任 意 的 p，g4， 使 0( 委 p、4 委 "一 1!， 且 p 装 3。 现 假定 z 一 2 ， 则 


2px + 2 2qx + 、 2qx+ 
"( cos i pate )=r( cosi š 全 十 isin 
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亦 即 必须 有 

200 omn (m REREN), 
去 分 母 ， 并 用 2+ 佬 两 端 ， 可 得 

p—-q=mn, 


但 是 根据 假定 ， 有 O< p—-4 Sal, 
因此 和 矛盾。 从 而 不 能 有 ”z=z，( 反 证 法 )。 由 此 可 知 ， 对 于 =0; 1, 2， 
…，# 一 1 的 zi 都 不 同 ， “| 

“根据 以 上 事实 ， 定 理 得 证 。 | = 
注意 1. z 可 取 在 一 个 圆周 上 。 作 出 以 原点 为 中 ù, Vo 为 半径 的 圆 ， 
在 此 圆周 上 辐 角 为 -的 复数 是 za， 芭 2 为 一 个 分 点 ， 把 圆周 m 等 分 ,各 
分 点 2(R=1, 2, , n—1), A z 按 反 时 针 方 向 依次 是 zi， z2, * * ,Zx-1 
图 8 一 19 E. n=6 的 情形 。 
8. 常数 和 没有 被 表示 成 极 坐 标 形式 时 ， 可 以 用 有 1. [定义 ]7 h 9 
法 改写 成 极 坐标 形式 ， x 
UK] BOADE x"=1 BIR E z, MU 


2km _... 
isin 
s +isi 


本 2kr `: | 
Z= cos 一 1 -=0*(k=0,1,2, u. 8 一 1)。 


证 多” 内 为 相对 于 前 面 的 定理 ，a 一 1 二 cos 0+1sia 0, 所 以 如 令 p=1, 0= 
0 则 可 得 所 求 的 结果 .在 这 种 情形 下 ，zi 都 位 于 单位 加 上 ， 且 z=1, 如 图 
8 20 所 示 口 


Š 4， 棣 英 佛 定理 (249) 
例 是 WE z= 的 根 中 ， BY 1 BJ — 
l+o+eo to iaolsl=0. 

证 明 AiR, W 

1 =1 H 1 一 Oa0. 
OARE am 
(1—o)(1+ao+jol-al+ol)=1-oÁ5, 
则 由 于 碳 端 等 于 O,E 1—o380,60 {i 
-> 1+o+o to tot=0. 


Aii HJJ QO O, , 试 Br] 


$84， 向 E 
41 [š] = 
【定义 ]1. 有 向 线段” 具 有 方向 的 线段 叫做 有 向 线段 在 有 向 线段 4B 和 4 
之 同 ， .具有 下 列 关系 
. .A4AB= —BA. 


“DE 322. 标量 ,向量 .向 量 的 大 小 ， 向 最 的 方向 ， 向 量 的 始点 ， 向 量 的 
RA KEE, KE, KA, WE., 质量、 能 量 等 等 。 其 量 值 只 用 一 个 
数值 就 能 决定 ， 这 祥 的 量 叫做 标量 。 与 此 相反 ， 象 力 和 速度 等 ， 不 仅 具有 
大 小 而 且 有 方向 ， 这 种 具有 大 小 和 方向 的 量 叫做 向 量 .在 平面 上 (或 在 空间 
中 ) ,以 带 有 箭头 的 有 疝 线段 表示 向 量 , 把 这 个 线段 的 长 度 取 为 向 量 的 大 小 ， 


取 一 箭头 由 4 向 如 指向 的 有 向 线段 4B， 如 图 6-21 所 示 ， 
个 E;. .4 点 叫做 向 量 的 始点 ， B 点 叫做 向 量 的 终 


No RAAE 她 表示 .有 时 也 用 一 个 字母 来 表示 
向 量 忆 - 例 如 用 黑体 字母 "a 或 0 等 等 .向 量 的 大 小 用 
|, lal, ME 223 i 

注意 ”下 面 除 4.7 外 ， 只 考虑 平面 上 的 向 量 ， 2. S 
42 向量 的 相等 、 和 、 差 及 向 最 与 实数 的 积 


[LEX 向 量 的 相等 ”大 小 相等 方向 相同 的 两 个 向 量 6 À E3 SRR 
E Ha a = b 表示 


(250) 六 章 £S IN Et 


[公式 ]1. asa; O o | (反射 律 ) 
若 a=b, 则 b=a; — x (对 称 律 ) 
#a=b, b=c, WJa=c. - 《传递 律 ) 


证 明 由 向 量 的 定义 直接 可 证 . E 
【 系 】 把 一 个 向 量 平行 移动 后 所 得 的 向 量 与 不 向 量 相 等 。 

证 明 内 为 把 一 个 向 量 平行 移动 时 ， 其 大 小 和 方向 部 不 变故 得 证 。 Ll 
【定义 14. PAE 大 小 为 0 方向 不 定 的 向 量 ， 叫 做 零 向 B, H 0 表示。 
【定义 ]5， 向 量 的 和 设 有 两 个 向 量 a ， s 4 “suspa 
的 向 量 4B 使 它 等 于 4a ， 然后 从 B METIE BC 使 它 等 ,如 图 6-22. 所 
示 ， 这 时 ， 以 4 为 始点 ,C 为 终点 的 向 量 4C， AE , DRIM, ,用 
a+ b 表示 . 并 规定 


tos usa Ps, 
DARI. (1) a+b=b+a; (交换 律 ) 
(2) (py ew k Ob. y. (结合 律 ) 


证 明 〈1) í. 6-23 所 示 , 取 以 A 为 始点 的 两 个 向 量 4B，AD， 使 它 们 分 
Ma, s , b. DL A, B, 了 为 三 个 顶点 作 平行 四 边 形 ABCD, M 
a T b = 45 +BC= 4C, 


b +a = = AD+DC= 4C, 


Oo 


图 6-22 


因此 一 > 一 > 
和 -j 
(2) 如 图 6-24 所 示 , S, 
| AB= a, BC= b, DC= o, 
则 


§4. 向 A (251) 


(a+ b)+ c=(AB+BC)+CD= AC+CD= AD 
a+ (b+ c)= AB + (BC-+CD) = 4B+BD= AD, 
ey ge 
注意 “对 多 于 三 个 向 量 的 情形 ， 类 似 的 公式 也 成 立 ， 
【定义 ]6， ARRA SARK 小 相等 方向 相反 的 向 量 ， 用 一 4 表示, 两 
个 向 量 o 和 b 的 差 , 定义 为 ao 十 (一 b), 用 a 一 b 表 示 ， 

如 图 6-25 所 示 ， a= AB, b= 4C. 在 C4 的 延长 线 上 取 一 点 也, 使 
AD=CA, 则 AD= — b. 因而 ， 如 果 以 AB, AD 为 两 个 邻 边 作 平 行 四 边 
形 4DEB, 就。 _ _ 

AE=a+(—b)= a— b. 


= 


“图 6-24 
但 因 四 边 形 ; AEBC 也 是 平行 四 边 形 ， 故 
AE=CB. 


即 向 量 CB 就 表示 两 个 向 量 a，b 之 差 a —b. 
【公式 ]35。a 十 (一 a)=0， | 
sO EW .由 定义 显然 ， _ AN Ü 

【定义 ]7， 向 量 与 实数 的 积 实数 m 与 向 量 o 的 积 规定 如 下 ， 
(1) 当 m>0 时 ,ma 是 大 小 为 m |a | ,方向 与 4 相同 的 向 量 ， 
(2) 当 m<0) 时 ，m a 是 大 小 为 (mla P 3 向 与 a HRA 8k, 
(3) 当 m=0 时, $ ma =0, B 0a =0, 

【公式 14， 设 mn 是 任意 的 实数 ， 则 


(252) 第 六 章 ”复数 与 向 量 


(1) (mn)a = m(na) ñ 
(2) (m+n)a 一 matna 
(3) miad emid ai] 

证 明 (1),(2) 由 定义 直接 可 知 . 

(3) 当 m 二 0 时 ， 两 端 都 是 零 向 量 ， 因此 是 明显 的 。 win 
现在 证 明 m>0 的 情形 . 


“如 图 6 一 26 所 示 。 设 oa= AB, b= BC,- 则 at+b= AC. 现在 作 A4BC 
的 相似 三 角形 ADE, 其 相似 比 为 m, 则 | 
AD= ma, DE= mb, AE= -mAC=m(a+b) 
及 AE= AD-+-DE=ma--mb. 
从 而 eS 
m(a+b)=ma+mb, 
Z m <0 时 也 同样 可 证 ， 0D 
<€ 
4'3 向 量 的 性 质 


【定义 18. 位 置 向 量 .固定 一 点 0, 尽 O 上 作答 点 4 点 作 终 所 的 向 量 OA, 
叫做 点 4 的 位 置 向 量 。 通 常 把 原点 OIA. ` 


6-26 . Me 2; i 
CURAN. 《内 分 点 ) 如 图 6 一 27 所 示 , 设 有 以 一 点 O VERRA A Ra Et 
0A= =, OB=b, 点 C 将 线段 4B ays U l. Sp s A] 
< AC:CB=m:n(m, n>0),. . à Ç 
则 . | 
DA 一 b+ na .wl, 
OC= Tn Ea 


Š 4. 向 B: (255) 


证 明 由 于 AC= 0C— 0A, 
CB=0B- .0C, 
因此 杠 据 显 意 ， 有 


m(OB— oC) = OC a 
又 因为 m 十 n>0， 故 由 于 起 得 


有 -> — >» -> -> 
= mOB--nOA — mb+na 
oc m+n m+n “ . i = 


全 在 上 述 定理 中 ,车 C A: AB rasa, H 


-> 


SQ. tb 
2 


FE 552. 【定理 16 HERR, EEH, mino, a 
到 外 分 点 ， 若 =0，C 点 与 4 点 重合 SA CHSBAREG, # 
m+n=0, C 点 变 为 直线 AB HREM | 

【定理 ]2. 〈 三 角形 的 重心 ) 设 0.i=a, OB= b, OC =c 是 以 一 点 O 为 始 
点 的 三 个 位 置 向 量 ，G 是 人 4BC 的 三 个 顶点 A, B, C 的 重心 ， 则 


66=- (atbte). 
证 明 如 图 6 一 28 所 示 ， 设 MM 是 4B 的 中 点 , 则 G 位 于 CM 上 ， 且 满足 
下 列 关 系 ; 


CG:GM=2:1, G- 
从 而 ,根据 [定理 11， 有 


mm B 
Do | 2oM+oc) - 
| 3 Á l 图 6-28 (7. 
=- Í atbte), 
as r 
*Ww — Ák Hh, WO Ai=a;,, O A;s=8a;, ` A =a EM O 点 为 ww "Jn 


D 
*" "` q ` e 
- 


ARRENE, G 是 有 个 点 Az» Az," , P 1 Jü ` 
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06= (atat ta J. 
【定义 】9。( 线 性 相关 ) ta, b, ç 是 平面 上 的 三 个 向 量 ,如 果 存 在 不 全 为 
0 的 常数 1 m, n, ## 
tatib hoo, 
则 称 向 量 a，b，c 是 线性 相关 的 ， 


MO IT, m, n 不 能 全 为 0， 但 其 中 某 一 个 可 以 是 0。 例 如 ， 设 1 二 0， 
则 条 件 式 变 为 


la-Lmb=0, 
因此 ， 两 个 向 量 的 线性 相关 也 可 同 祥 地 定义 。 


M. 设 c 为 任意 的 向 量 。 若 选取 向 量 o，b， 使 o=mc，b= (-1)c (%0, 
mše0), DE 6 一 29 , 则 


em 
因此 ，a, b 线性 相关 。 
W2. Wa, b 是 具有 不 同方 向 的 两 个 向 量 ， 若 c =a 十 b 如 图 6 一 30， 则 
a+b+(-1)o=0, | i 
Mit, a, b, ç 线性 相关 ， 


ijs - 
Ww "< 


SS 


à 
图 6-29 图 86-30 


【定理 ]3， 两 个 线性 相关 的 非 零 向 量 o，b, 可 以 通过 平行 移动 移 到 同一 直线 - 
P; 


ER 因为 o，5 是 线性 相关 的 ， 所 以 有 不 同时 为 0 的 实数 mm，n， 使 


-=> — 


ma-Fnb= 0, 


如 果 m=0， 则 必 有 nb=0， 但 因 b3e0， 故 必须 有 n=0。 这 与 线性 相关 的 信 


SA. rJ 量 (255) 


EE. OB JUN mas9, TJ SN 
— n —> 
a -e b , 


即 6 是 b 与 一 个 实数 的 积 。 因 此 可 通过 平行 移动 ， 把 两 个 向 量 移 到 同一 直线 


口 
【定义 ]10. 线性 无 关 UFPA a, vR% m, n, WE 


-> -> -> 


ma+nb=0 
必须 m=n=0 成 立 ， 则 称 向 量 a，b 是 线性 无 关 的 ， 

【定理 ]4， 两 个 非 零 向 姐 a，b5， 当 它们 不 互相 平行 时 ， 就 是 线性 无 关 的 。 
证 明 BEHT m, n, 
We En aO 
成 立 。 车 m 夺 0， 则 a =- py b. 
这 与 假定 矛盾 ， 因 此 必须 有 m0。 这 时 mw=0。 但 因 b 车 9， 故 必须 n=0 
根据 以 上 事实 ，m ==n=0, a 和 b 线性 无 关 。 C 
[定理 ]5、 若 以 同一 点 作 始 点 的 两 个 向 二 4，5 线 性 无 关 ， 则 由 a，b 所 确 定 

的 平面 上 的 任 一 向 量 ce， 可 用 下 列 形式 表示 

cmma+ nb, a a 
【证 明 】 如 图 6 一 31 所 示 ， 设 a=04， b=0B 
是 以 O 为 始点 的 两 个 向 量 ,0C= "是 把 c 平 ff 
移动 到 以 O 为 始点 的 向 量 .在 04,0B 或 其 延长 2 
线 上 分 别 取 4 ，B'， 使 OA'CB' 形成 平行 四 a 
边 形 ，0C 构成 它 的 对 角 线 ， 这 时 存 在 实数 f 
m, n, HOA =mOA, OB'=n OB. 根据 向 0 2? 4 4 


n 一 > — 
b: a 


, TREA, We 5 b F, 


ERREX, 有 图 6-31 
T=0A' +0B=m0A-+n0OB =ma+nb, í 
因此 ， 定 理 得 证 ，。 O 


{证 明 ]6. (三 点 共 线 ) 设 0 4 二 a,0B 一 5，0C=c 是 以 同一 点 0 作 始 点 的 三 


(258) 第 六 章 复数 与 向 量 
个 向 量 ， 则 三 点 A, B, c 位 于 同一 直线 上 的 充分 必要 条 件 是 


omtr (=b, | 
其 中 + 是 实数 。 
EA 必要 性 因为 4，B，C 位 于 同一 直线 上 ， 所 以 存在 实数 证 使 
N. BC=tBA. © 
x — -~ 
BA= O4—0B=a—b, | © 
BC=0C-0B=0—b © 


ENT , 
"w: c= ta-+(1 ijo. 


充分 性 假设 c=ta 十 (1 一 t) bR. 
由 此 式 得 | 


c apala —b) ; 
BI). .0C—0B=t(04—08) 
u BC=t(B4). | 
因此 向 量 BC 和 B4 线 性 相关 .由 于 这 两 个 向 量 是 以 了 点 作为 公共 始点 ， 故 


HEERA, 4, B,C 位 于 同一 直线 上 ， D 
. 注 唱 ”这 个 定理 的 条 件 可 用 下 列 条 件 代替 ， 


N latmbitnc= 0, I+m+n=0. 


1! | 
` At 

44 拉 米 定理 

【定理 】7 .三 个 向 量 o， b, c 构成 闭合 三 角形 的 充分 必要 条 件 是 
Eb c =0. | 

+] — -> — a 一 3 

证 明 如 图 6-32 所 示 , 设 ae=04，b= AAB, c= BC， 则 
a +b+ c=0A+ AB+BC= 0C, 

由 于 三 角形 闭合 ， 故 必须 0C =0， 


S 4. 向 量 E (257) 
a +b+ e=0. 

KZ, WRIARERY, MJOC=0, k= JR 5 RG 三 角形 , L] 

(ERIS. (EKER) 设 作用 于 同一 点 0 的 三 个 力 e REW. 着 

Lan q; fy fi, fi 和 fa 的 夹 角 分 别 为 0,, 02, 03 如 图 BARI 则 


| A A 


sinĝ ` sin ' sin 0; 


成 立 . | 
证 明 HTZJ, p, oB Chor AATE. MAT, fi +h 3 
js 是 大 小 相等 方向 相反 的 向 盟 , WO - 

所 十 所 = 一刻 

fitfhth=0. 
因此 ， 根 据 前 一 定理 可 知 ， fo f, h 作成 闭合 三 角形 (图 6-34). 这 时 与 
三 边 诚 ， 记 ,天 相对 的 角 分 别 是 x 一 01, z—0,, x 一 9s 因此 对 这 个 三 角形 
应 用 正弦 定理 ， 得 


—— i ` ' 
° f: E 


f, 


图 6-33 `` 图 6-34 
| O O a oon 
ee aa  sin(a= 05 
£ jl o e _ n! 
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— 一 ~ 一 一 


4*5 向 量 的 分 量 
【定义 111 WESSE 2 AB= a 是 平面 上 的 向 量 . A, B 两 点 的 坐标 分 
d | Bl|JJ(x:,y,),(x;,,y,), WR 6-35. 令 
a= X2:— X1, G= y:— yi,jila,, as 分 别 
叫做 问 量 ma 的 x 分 量 , y 分 量 ， 且 记 
G= (ar, a2). 
如 果 把 AB 平行 移动 使 向 量 4B 的 始 点 4 
移 到 原点 0， 则 点 的 坐标 (al, az) 就 表示 
图 6-35 AB 的 分 量 ， 
LARIS. (1) ma =(ma,, ma); 
(2) # a= (a), a:), b=(b1,b2), 则 
a +b=(a+b a+b), 
8 一 b 一 (0 一 bl， as—bz); 
(3) 设 9 为 a=(《qai, a) 5 x ERR, WH 


B ' 


Xi 


a,= 四 cos 0, a,= |a| sin, | | = V aya. 
证 明 REXER. 口 
【定义 112， 单 位 向 量 .基本 向 量 ”大 小 等 于 !+ 的 向 量 叫做 单位 向 量 ， 在 x 轴 
上 ,指向 x 轴 的 正 向 的 单位 向 量 用 i i 表示 ,在 y 袖 上 指向 y 轴 正 向 的 单位 
向 量 攻 1 表示. 这 样 的 ,了 电 做 基本 向 景 或 基本 单位 向 量 ， “i, j 有 时 也 
H, PA % 表示 . 
`. BIB ay RNa a, 则 a 可 表示 成 
a=aii ia j ( j (El 6-36) 
b- 另外 ， TO 3 
证 Di 及时 ,有 
= atbath at) 
及 


bm 
二 双 称 坐标 单位 向 量 ,一 一 译注 


84. 向 量 (259) 


46 向量 的 内 积 


DEX. 向量 的 内 积 (数量 积 )” 设 9 为 两 个 非 零 向 量 6， PEIE a, 


w |a| |o] cos e 叫做 4 ,的 内 积 或 数量 积 ， Ma 5 3 (G, 382. ° 
a, b 之 中 至 少 有 一 个 是 零 向 量 时 ， 规定 为 a ， b =0, 


[公式 ]6. (1) a a=a = |a| ， 


(2) a- b =b- a; (交换 律 ) 
(3):a .(b+c)= ü» bta. 可 (分 配 律 ) 


we 


(a+b). ce=a'c+b'ce 
(4) 设 m 为 实数 ， m 
(ma): b=ma . b=a. (mb). 


E (1) a- a= jd eos0= fal, 


| ~ | 
Se o <. s a 
_ (8) 如 图 6 一 37 所 示 ， 设 b, c, b+c b i 
与 a BJ32482y5] 72 a, B, y, Ë ? 
i 
t 


I 
|: TERN S sopa | 


P... m ———— 
b+ ¢| cosy, 
ji 图 6-37 
manala, A s. 
[a | ; asanla [a PEN P prp COS Ye 
但 是 o 
jala PA ER Be l: |. |; PP 
i bte oi E Ñ > 


* 又 称 点 积 、 、 标 量 积 . 
# * 也 有 人 用 ca, b> 或 (a， b ) 表 示 &， b 之 间 的 夹 角 ， 注 意 使 用 此 记 


(260) O AAR 复数 与 向 量 
因此 得 


s h boss sa pass 
其 次 ， 应 用 交换 律 (2)， 得 
(ob 站 (atb)= e: yk wp b 
= QC 十 b- TF 
第 二 式 得 证 。 A 
í : . (4) 首先 ， 当 m>>9 时 


-r 


E E EE PA PA iai N lb l cos, 
gi (mb)= |a | mo cos 0= sx] L ET 
.. (m ay bema bsg (mb). 
` 38 m <0 时 . 
Gan p EA Pe sss 0) 
二 cos 0)=m |a In ENA 


` 


o ma ab=m |a | lawa 
"Ë Gas ls a | | cos(x—0). 
ee al ee mm lol 4890; 
(ma) DD =g- a 
ï m=0 时 ， 等 式 显然 成 立 ， i 口 
FE a. 站 是 向 是， 所 以 不 人 能 讨论 a- .5 与 的 内 积 . 但 qb 是 实数 ,因此 
可 以 讨论 c 与 a， b RBR: b)c. 
例 (a+): (a+ b)=a-a--2a: b+b-b 
k M EP ab +b. 
W ”根据 分 配 律 、 交 换 律 及 【公式 6，(1 有 
(a+ b): (a +b) = (a+b): a+ (a +b) b 
a a+b ‘a +a- b- b-b 
=a: 十 20 b+ b: b 


=g? +24 ' btb- y 


84. 向 = (261) 


— — o D t a o 


【公式 ]7，(1) 20 RARs, a), b=(b, RR, MJ 


alibi 十 azb， 二 b, nta, 1b 
i > 一 一 > ° ; 
W SJ atj az ~ b,?-+b 


. (2) a. b=aibi+a,b;, 

证 明 (1) 平行 移动 两 个 向 最， 使 其 始点 移 到 原点 。 设 a=0A= la, 0;)， 
b=0B=(b,, b2) ,如 图 6 一 38。 则 由 三 角形 的 余弦 定理 得 
AB *=0A’*+0B *—204 . OB cosh, 

Bp AB :一 [al:+ [o] “一 2 a | b| cosh, 


男 一 方面 ， 因 为 4， B 的 直角 坐标 分 别 是 a， 5 的 分 量 (a1, aa), (bis ba), 
“m | 


“< } 


AB 2 (al 一 b1)2 十 (a;—b,)’, 
由 上 述 二 式 得 


cos pa oTo 
[a] lol? 本 
图 6—38 
(2) & .5= |a| [b| cos 9， 因此 由 (1) 直 接 得 到 
a - b=aib;+asb;, . [1 


【定理 ]9 ， 两 个 非 零 向 量 5= (a, a), b-b, b) 正 交 的 充分 必要 条 件 
是 I 
a ° b=aib, +a:b:=0, 1 
EW) 由 于 6 和 6 正 交 ， 所 以 它们 的 夹 角 是 直角 ， 从 而 根据 [公式 HP 有 
a,b; +- a. 2D2 一 0。 


反之 , 车 aib+a.bs=0， 则 cos g=0, Ë 此 o=- WilatsbaE2, 


m 


[AR]. 设 i, J 为 基本 向 量 ， 则 ) n 


262) 第 六 章 ”复数 与 向 量 


| 
证 明 HARR 与 [定义 jl2 知 , i i= |i| =, jejej =i, 
又 因为 六 了 正 交 ， 故 由 【定理 ]9 得 

¿-j=0, j - i=0, D 


4.7 空间 向 量 
空间 向 量 也 可 以 和 平面 向 量 同 样 地 讨论 。4.1，4.2 中 的 定义 ， 公 式 
对 空间 向 量 也 照样 成 立 。 有 
【定义 ]14。 线性 无 关 . 线 性 相关 ”对 于 三 个 向 量 (也 可 以 不 是 三 个 )a,b，e 
及 实数 1， m, n, 如 果 
latmb+nc=o 
当 且 仅 当 1=m=n=0 HRZ, BEEF a, b, c 就 叫做 是 线性 无 关 的 。 


如 果 对 于 不 全 为 0 的 1，m，n， 上 式 成 立 ， 那 末 向 量 a，5，6 就 叫做 是 线 
性 相关 的 。 


[2381 10. 以 同一 点 作 始 点 的 三 个 非 零 向 量 a， b, c， 如 果 不 在 同一 平面 
上 ， 刻 此 三 向 向 量 o， b, 。 线 性 无 关 ， 


=m 现 设 1o 十 mb 十 mc=0 RA, El, m, n 中 至 少 有 一 个 ,例如 1， 
不 为 0， 则 有 

一 > m — n —> 

a a g b DA N C ° 


根据 [定理 ]5 A, a 位 于 由 5b，c 决定 的 平面 上 ， 从 而 a, b,c 同 在 一 个 平 
面 上 ， 这 与 假设 矛盾 。 因 此 必须 有 1=0， 在 原 式 中 令 1=0， 变 为 

mib 十 nc 一 0 
这 时 b, 不 平行 。 因为 ， 如 果 b， c 平行 ， 则 由 于 共有 始点 ，b， c 便 位 于 
同一 直线 上 .从 而 a a, b, e 位 于 同一 平面 上 ， 这 也 与 假设 矛盾 。 因 而 ， 根 
据 【 定 理 】4， b, c 必须 线性 无 关 ， TE m=n=0. 


< 


这 便 证 明了 a，b，c 线性 无 关 ， Ë 加 
【 定 过 11. 洪 具 有 同一 始点 的 三 个 向 量 a， b, c 线性 无 关 ， 则 任意 的 空间 
ad RRR FNR 

d= PEE P 


EA ”如 图 6 一 39 所 示 ， 平 行 移动 向 量 4 使 其 始点 移 到 0 点 ， 目 令 


o= OA; SOD, 

| c= ÓC, d=0P. 

Hea, b, c 中 的 每 两 个 作 平面 并 过 P 
作 这 些 平面 的 平行 平面 。 则 由 上 述 这 些 平 
面 构成 了 平行 六 面体 ，OP 是 它 的 --- 条 对 角 
RATER 6—39 中 存在 l, m, n f 


6—39 


OP= o4 +OB'- +oc' 
=104+mOB+n0C l 
EEE aoo n" 


IR] 在 空间 中 ， 向 景 超过 三 个 时 它们 必 是 线性 相关 的 ，。 
证 明 ita, b, c, 4 是 空间 中 任意 四 个 向 量 。 如 果 a, b, c 线性 相 关 ， 则 
它们 连同 4 一 起 ， 也 线性 相关 。 如 果 a，b，e 线性 无 关 ， 则 由 【定理 】11， 
da 1 十 mb 十 mc， P. 
f la+mb+nc+(-1)d= 0, 
由 【定义 114 可 知 , a, b,c, 4 线性 相关 。 | = 
.定义 ]15。 向 量 的 分 量 设 A4B= a 是 空间 向 量 ， A, B 的 坐标 分 别 是 (xi, 
yn Z1) , (x2 ,yz2,Z2) ,由 | 
01 一 %2 一 XI1，02 一 了 2 一 1，0. 一 Z2 一 Zr 
分 别 叫 做 向 量 a 的 x 分 量 ， y BL, z 分量。 把 向 量 a 表示 成 
a=(q1, as as), 
若 平行 移动 AB 使 始点 ABELS, NBER, as a) 就 表示 AB 
的 分 量 ， 
【公式 】9 . (1) ma= (mai, mas, mas); 
(2) ka= =(a1, a, Gas), b= (bi, bz, b3), J] 
a+b= (ai 十 bj, Qa2 十 bb,， as+b;), 
Gb 《al 一 bl ，a3 一 bz，03 一 bs3) 
(3) |a| =v ta Fa, 
证 明 ”由 定义 显然 ， O 
【定义 }16。 基 本 向 量 £x, y, z 轴 上 ， 指向 各 轴 的 正方 向 的 单位 向 量 ， 
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A 


分 别 用 J RRR. i, j: NES 本 向 量 ( 或 基本 单位 向 量 )。 L j, k 
时 也 用 e+， ez, és es 表示 。 | 
着 向 量 的 分 量 为 4 ，a:，a， 则 可 用 下 式 天 示 ， 
a=ait ajtak, 
从 而 ， [2 \ 式 】9(2) 可 写成 
a+b= (arbi)i+(a b) (a: Fb), 
a—b= (=b ES h. )j+(Ca—b)h. 


【定义 ]17。 向 量 的 内 积 ”空间 向 最 的 内 积 也 和 平面 向 量 的 内 积 一 样 ， 可 按 
【定义 ]13 来 定义 ， 【公式 】12 对 于 空间 向 量 也 成 立 。 


【公式 】10. (1) 设 两 个 向 量 a= (ai, a;,as) ,b= Cb, b;, bs) 之 间 的 夹 角 


为 0, 则 
| eos 9m — PLT 292" 439 Qtpli 二 azb2 十 asby _ awbi+a. PTRS ; 
- jejje] vantortory Foto 


(2) gi já aib; +a; b; ;十 asb;。 
.证 明 (1》 如 图 6 一 40 所 示 ， 假 定 两 个 向 量 为 c=0A= (a, az, a;), b 


三 PB==(bJ，bs，bs)， 它 们 之 间 的 夹 角 为 9， 那 未 对 三 角形 0.4B EMAZ 
法 则 ， 有 


AB 45 =04 VOB —OAÁ -OB cos 0, | 
即 D sul tio = > |a 


另 一 方面 ，4，B 的 直角 坐标 分 昂 j 是 a， b 的 分 Gu a, Gs), (bi, bzs 
b). me 


=(a—h)' +(a,—b;)° + (as— bs)’, 
HINAS 
(a=b) + (a:—b:) + (a; —bs)° 
=(a} + a} + b) + (l+ b3 +bi)—2|a | |o] cose. 
由 此 得 


— 20,0, — 2a-b. — 2a;b; = —2 2 | > | cos 0, 


APid +a, aba + ab; 


HINE 


k Ë cosçÇ=— s 


8 4. j 量 (265) 


{2) HFa AT | s | 4688; pe ti 
j a: = TAA +a:bz + ab. PE] 


【定理 ]12. iB a= (ay as,aa),b=(bi,b; .bo) 正 交 的 充分 点 要 
件 是 | 


G: b=a)jbi-ra;b; T a;b;,=0. 
证 明 Ha, b 正 交 知 其 夹 角 为 直角 ， pr ps iii 
abl 十 azb? 十 asb3 一 0 . 
反之 ， 由 abi+ab;+ab,=0 得 cos 0=0,B0= £=. 下 了、 ana 口 


【公式 ]11、 对 于 基本 向 量 1，j，& 的 内 积 ， 下 列 公式 成 立 
ii=j.j=k:k=1, 


i- j=j- kh=h.i=0. | 

证 明 按 内 积 定义 , i.i= i IBE | coso, ali e ES: 

为 8， 故 二 i= "1.81. RREN. HKL j. 4 两 两 亚 直 县 | 让 ne 

P | 二 Jek BF | cos 下 二 0. 同 样 ， j k= 0 Pa, 11 

注意 由 【公式 ]6 ,(2) 对 于 内 积 ， 迁 适合 交换 律 ， 因 此 
ji=hk.j=i'k=0 | 

ERS. 


[8252]18. WESER 两 个 非 零 向 量 a, b 的 外 积 ， 是 用 下 
列 方式 确定 的 一 个 新 闻 量 ， 


” 当 平 行 移动 a，b 使 其 以 一 点 作为 公共 始点 时 ， 


Di 


Vo oia E 6—49 - 图 6-41 


— taxa- Hi 
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U) 这 个 新 向 量 的 大 小 为 | S| [El sin 0 其 中 a 82, DZINNA. 


(2) 该 向 量 的 方向 垂直 于 a b, 且 当 向 量 a 旋转 向 b 的 方向 时 ， 指 
右 螺 旋 前 进 的 方向 ,. 如 图 6-4 所 示 . `š 


REUE ARAIRE ATORRA, HER 
a x b. 
Xa, b 中 至 少 有 一 个 是 零 向 量 时 ， 规定 axb =0. | z 
el. (i: ax b= — bx a; | (有 反 交 换 律 ) 
. (2) a x (b + c) =a xb b +a x e) (分 配 律 》 
(a +b) X c= aX c+ b X c | 
(3) 令 m 为 实数 ， 则 
(ma) xb= axmb= mla x b); 
(4) a xa =0. 
证 明 (i) 这 是 由 于 a xb 与 b x a 大 小 相等 方向 相反 的 缘故 ， 
(2) 如 图 6-42 所 示 . ita, b, c 具有 相同 的 始点 ,x 是 通过 始 点 9 而 
SAFARA 的 平面 向 量 b 在 平面 ， m Saa b, 表示 a 将 向 量 bx Æ 


a| Emo", 所 得 新 向 量 表示 ox b. 同样 ， 把 | 旋转 90" 后 的 


向 县 是 5x c， 把 | 4 | G + c)。 旋转 90 "后 的 向 量 是 ax Cb +6). 但 
bs +e, = (b +c): > | 
故 两 端 乘 以 | 5 | EH 
pg z P Cs =s Otoh ' 
再 把 土 式 钠 端的 向 量 旋转 90 , 可 得 
| 2 b La yC ose E 
从 而 第 一 实 得 证 . 
第 二 式 可 根据 反 交换 律 得 到 
4 (a +b)X c=— eX (a+b) 
l =—c xa —c xb 
=a ko +b X c. 


(3) m=0 的 情形 ， 等 式 各 端 变 为 零 向 量 ， | 图 6-42 
故 原 式 成 立 ， | 


| $4. -向 Ë: (267) 


m- 一 一 


m>0 的 情形 ， Haim 的 方向 相同 |， 改 (m a) xb 与 ax b 的 方向 
相同 ,从 而 (ma) x b 与 m(a xb) 的 方向 和 大 小 都 相同 .其 次 ， 


ER te 
(ma) xb= ax (mb)=m(aXb)., 
m <0 的 情形 ，(ma) b 与 m(a xb) 大 小 相等 ， 在 这 种 情形 下 ， 因 为 
a 与 ma 方向 相反 ， 所 以 (ma) Xb š a xb 方向 相反 ， 从 而 (ma) xb 5 m (a 
xz) 是 同方 向 的 。 
(ma) Xb=m(axb). 


其 次 ， 
x (mb)=—-(mb)xa=-m(bxa)=m(axb), 
从 而 m <0 的 情形 也 有 


(ma)Xb=ax(mb)=m(axb), ñ 
U) mk<al=la| .elsin oe0, 所 以 
Zx4=0 或 由 已 证 的 公式 (1); aXa=-axa, 
BD akami; | 0o- 
【公式 113. 对 于 基本 向 量 志 j, R。 下 列 各 式 成 立 。 
ixj= k, jxk= =i, kxi= j, 
.Jxim-h, kx]==-4; ixk=-j, i 
ixi=jxj=kxk=0, 
证 明 由 于 采用 右手 直角 坐标 系 ， 就 是 当 把 x 轴 围 绕 原 点 o 转 过 十 角 后 与 
y 轴 重 合 时 ， 令 右 螺旋 前 进 的 方向 为 z 轴 的 正 向 ， 所 以 这 时 1Xj 的 方向 与 
的 方向 相同 。 又 因 污 的 夹 角 是 直角 ， 故 iX 让 的 大 小 为 


ixil- FIFI sm | 
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OO 


ep 
同伴 有  jxk=i, kxi=j. 
其 次 ， 根 据 反 交换 律 


“i = agp -> -> 


jXi=-R, bxs. ixk=-j, 
局 由 [公式 ]12， Si 得 


- 


iXi= 0, jxj= =0, kX h= 0, 


QARIM. RaMa=aitajtak, b=bitbjtbsk, N 


ax b=(a,jb;—a,;b,)i+ (a;b, aibs )j+(aib;— 02D1 )R , 


-> 一 > 一 > 

或 L Tü: j R 
axb= a, G, d3 |a 

bi b, bs 


证 明 应 用 {公式 112 K 13, 有 | 
axb=(aú+aj+ah)x (bitbjtbk) 
== bixtitabjxttaDbhxi : 
| FabdxJ+asbjx]+abh>x) 
+a bi kt ajbi X h +asbsh xk 
=q: i 
ib bt 


. =a(a;by—abr)ji+ (a; PO 
车 把 上 式 用 行列 式 表 示 ， 则 


ie | Qs j> | > G G2 | 一 > 
aXb= p; b |P |b blit|b, b |Ë 
O > = —| 
TJ k] l 
= d; G> ,地 
| 


Š 4.) mnm (269) 


-> -> -> -a 一 可 —> 一 和 一 和 


m (aq-F-b)x(e+4)= axc+a Xd+bxXc+bxXx 4, 
4.8 向量 方 程 


【定理 】13. 设 8 是 通过 向 基 4=04 的 终点 4 BPTF 向 量 b 的 直 R P 
是 直线 8 上 的 任意 一 点 ， 且 令 0P= p( 图 6 一 43), 则 — 

| p=a+tb, | 

证 明 ， 因为 在 04+ AP=0P 中 ， APH tb RR, iiO A=a, OP =p, Bf: 
以 | | : 


SEE ., 


p=attb, l B s D] 
【定义 119 .向 重 方程 ”对 于 【定理 】13 中 的 关系 式 ， 随 着 t 的 不 同 取 值 决定 
着 直线 g 上 的 不 同 点 ,这 样 sn I A g 的 以 + 为 参数 的 岗 量 方程 。 


DEAN BARNIM a=0A, b=0BMB8šEL A, B FUDAR 8 
线 的 向 莉 方 程 是 ， 


p=ta+(1—t)b, | E 
证 明 ” 设 P 为 该 直线 上 的 任意 一 点 ,p 一 OP, 则 因 4, B, P 位 于 同一 直线 


上 ， 故 在 【定理 j6 中 用 p 代 替 ， 便 可 得 到 所 求 的 方程 : < -: 口 
1838115. 设 了 是 以 C 点 为 中 心 ，r 为 半径 的 圆周 上 的 任意 一 点 ， 且 o= OC 


p=0P, 则 这 个 加 的 向 时 方程 是 PERE 


图 6-43 


- 


(p—%) ` (p—c)=m, 


(270) 第 六 章 ”复数 与 向 量 


证 明 如 图 6 一 公所 示 , oP— OC=CP. 


$0P=p, 0C= cl O 不 一 定 是 原点 )， 则 


应 用 [公式 1}8(1)， 便 得 

(s— s x “(p= —c)==, r] 
【定理 ]16 设 8 是 以 C 为 中 心 为 半径 的 加 膨 上 一 点 4 外 的 切线 ， P 是 
切线 g 上 的 任意 一 点 ， 若 令 OP=p，04=0 0C=c， 则 切线 的 向 量 方程 
* 


a (a—0)=r, x | 


证 明 如 图 6 一 45 所 示 。 因 为 人 PAC REM, DI PC Re 
' laj- =a]: [ad= ac? =r, [R PC=p—c, AC=a—0, 所 以 : 


I (p—oXa—o)=r, 
ys, 复数 与 向 量 a 
5.1 复数 与 向 量 Eaa 


设 z=a+ 岂 是 复 平面 上 的 一 点 , 38 x, y 轴 上 以 原点 0 为 Kh d B M 
位 向 最 分 别 为 e，i， 则 向 量 02= ae+bi 与 复数 z=a+bi 相对 应 . 换言之 ， 


设 P nt kB 点 ， OPJ 以 原点 O 为 始点 ，P 为 终点 的 位 置 向 量 , 则 复数 


z 与 向 量 OP 是 一 一 对 应 的 ， 
Pig 


am (a, az) L. N b), 
c= (¢1, c2) 
是 分 别 对 应 于 复数 


a =ü, tazi, p=b+bt, 
y= c, +c 
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的 位 置 向 量 ， 则 复数 与 向 量 的 类 似 的 关系 式 可 列表 如 下 : 


2 s 复 数 | A E 
加 法 ac 十 =(al 十 bl) 十 (az 十 bz)i pei 5 Cu a2 十 b2) 
减法 a-B=(ai 一 bl)+(az-b)i | a— b 一 (ai 一 bl az 一 bz) 
交换 律 at+B=B+a ath=bta _ 
结合 律 (a+B)+Y=0ú+(B+Y) (a+b )+c=a+ (b+c) 
与 实数 的 积 (mn)a=m(no) (mn)a=m(na) 
(m+n)a=ma+na (m+n)a=m a+na 
m(a+B)=ma+mB m(a+b)=ma +mb 
na+mB Pa tmb 
由 分 点 mtn mtn 
重 心 _a+ß+y a+b+c _ 
' "8 3 
模 |@ [= / 812 十 8 22 a= a+ as 
-二 点 间 的 距离 Ia 一 | la —b| 
注意 ;复数 的 积 与 向 量 的 内 积 或 外 积 ， 其 定义 是 根本 不 同 的 。 
5.2 向 量 的 旋转 ? 


1 【定理 ]1。 设 0% 是 在 复 平面 上 把 向 量 0Z 围 绕 原点 0 旋转 0 角 后 所 得 的 向 
量 ， 则 其 终点 o 可 表示 成 
a=z(cos0+isin0). n _ 
证 明 ”由 于 复数 z,o 分 别 对 应 于 向 量 0Z , Oo, JE OZ 围绕 原点 旋转 0 角 ， 
即 是 把 复数 z 围绕 原点 旋转 0 角 . 因 此 ， 由 § 1.【 定 理 15， 得 
a=z(cos 0 二 isin (0). 口 


【定理 ]2. ro 是 在 复 平面 上 把 向 量 202 
围绕 z, 点 旋转 0 角 后 所 得 到 的 向 量 (图 
6-46), 则 zo 的 终点 o 可 表示 成 

a= z +(Z—z)(cos0+íisin (0). 


证 明 ”由 于 把 向 最 z zF z, 旋转 0 角 ， 
即 是 把 复数 z 围绕 zo 旋 转 过 0 角 ， 所 以 根 
据 § 1.【 定 理 16 ,得 

@=z T(z—z)(cos0+isin0). D] 图 6-46 
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第 七 章 “图形 与 方程 


1 ， 点 与 直线 


1.1 直线 上 点 的 坐标 | 
( 震 英 六 有 向 直线。 规定 了 正 负 方向 的 直线 叫做 有 向 直线 ， 下 方向 党 用 和 
KRR. 

(Eki; 有 向 线段 ”在 存 向 直线 上 取 两 点 A.B, 4B 方向 由 A 到 B, 当 此 
方向 与 直线 的 正方 向 一 致 时 ， 规 定 为 正 ， 与 直线 的 正方 向 相反 时 ， 规 定 为 
负 . 这 样 定 义 了 方向 的 线段 AB 叫做 有 向 线段 ， 如 图 ?7-1 FER. 

【定义 ]3。 有 向 距离 (有 向 线段 的 长 度 ) ”有 疝 线段 上 某 两 点 4,B 间 的 距离 ， 
.以 一 定 长 度 为 单位 测定 后 ， 在 得 到 的 数值 上 附加 有 向 线段 AB 的 符号 ， 这 

个 结果 叫做 有 向 距离 4B( 或 有 向 线段 AB 的 长 度 ) . 当 4 与 站 重合 时 , 取 有 
向 距离 AB=0. 


注意 只 要 不 致 引起 混乱 ， 我 们 常常 简单 A 

地 用 AB 表示 有 向 距离 ， 与 此 相反 , 普通 。 -个 > 
ES AB>0 “° 

的 距离 (不 取 负 值 ) 用 AB 表示 ， B A 
【定理 ]1. 对 于 有 向 直线 上 的 任意 三 点 4， — 
.B，G- 下 列 等 式 成 立 —_ AB<0 ..... 
(1) 当 A=B 时 ，AB=0( 即 4 4=0); A 

(2) AB=-—BA; x 8 

”一 (3) AB+BC+CA=0. AN 
图 7-1 r 


. 证 明 (H 根据 [定义 ]3 可 证 ， 


(2) G) 当 -4 与 3 不 重合 时 ， 两 个 有 向 线段 AB, BA Bisa W, 仅 
"RASHER, W 4B= 一 B4， 如 图 7-2 所 示 ， 


Gi) 当 4 与 也 重合 时 ， 由 (1) 有 AB=0, BA=0 ,所 以 ABe -SA 
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一 一 一 一 一 一 


(3) G) 当 三 点 A,B, C 中 的 任何 两 点 都 不 重合 时 ， 直 线 上 三 点 的 相 
对 的 位 置 关 系 各 不 一 样 ， 如 图 7-3 所 示 . 全 部 共 入 种 , 即 6 种 . 在 各 种 情 
形 下 ， 正 的 线段 ( 用 实 线 表 示 ) 和 负 的 线段 ( 用 虚线 表示 ) 的 代数 和 都 成 
H$, AME AB+BC+CA=0. 
Gi) A4, B,C 中 有 且 仅 有 两 点 重合 而 男 一 点 不 同时 , 例 如 A=B (图 
7-4) , 则 由 (1),(2) 有 
AB=0, BC= —CA, .. AB+BC+CA=0, 


其 他 情形 也 同样 可 证 ， 
— +; = 一 一 
A B C A Ç B 
Sh = = aa = —— == —— 
BA 
B Ag---A_ _ — 
S BA. C AB C B 
| 图 7 | 图 T-3 


G A, B, 三 点 都 重合 时 ， 由 (1) 有 
48B=BC=C4=0 .. AB+BC+CA=0. | 0 
注意 ”不 是 有 向 距离 的 情形 ,(2)(3) 不 一 定 成 立 ， 
(R)I 对 于 有 向 直线 上 的 任意 三 点 A, 中, C ,下列 等 式 成 立 。 

© AB+BC= AC. - 
A ”根据 [定理 ]1(2) 有 CA= 一 4C， 把 它 代入 (3) 得 
AB+BC— AC=0, 


` 
f 


` AB+BC= AC. -nia Ci 
kis. 对 于 有 向 十 瞄 上 的 任意 n 个 点 Aş» Az, Áz, **° py Zl; P 列 等 ARR 
H. 

A A+ A; As+ ° + An- Ar 一 44 A 
ERA REN A n 

A. As+ A24A3= A143, 

se At Ah t AAA AA, : 图 7 一 
一 441 .4 

反复 应 用 [ 系 ]1， 便 可 证 明 等 式 成 立 ， | EN, A 


诗 论 -严格 的 证 明 ， 应 根据 数学 归纳 法 。 


$ 1. 5 与 直线 (275) 


【定义 ]4. 坐标 、 原点 、 单位 点 如 图 7-5 所 示 ， 为 了 决定 有 向 直线 上 点 
的 位 置 ， 在 直线 上 取 一 基准 点 0， 另外 确定 一 点 王 使 OE>0. 对 于 直线 上 
的 一 点 P， 以 OE 为 单位 测定 其 长 度 ， 令 有 向 距离 OP=x, 这 时 直线 上 的 点 
P 和 实数 x 一 一 对 应 ,这 个 x 叫做 P 点 的 坐标 ， 写 成 P(x). 0 点 叫做 坐标 的 
原点 ， 互 叫做 单位 点 。 
注意 除了 特别 需要 的 情形 ， 单 位 点 一 般 孝 不 标 出 。 
【定义 15、 数 轴 ”引入 了 坐标 ( 即 规定 了 原点 ， 正 方向 ， 单 位 长 度 ) 的 直 
线 叫 做 数 轴 。. 
【定理 }2. 设 数 轴 上 两 点 4，B 的 坐标 分 别 为 x1, xz， 则 下 列 等 式 成 立 
AB=x;—x;. | 
即 《有 向 距离 )=( 终 点 坐标 ) 一 (起 点 坐标 ) 。 
WA 设 O 为 原点 ， 则 根据 [定义 ]4 有 有 
O A= x;, OB=x,;. 
HK, REEN 及 【 系 】， 得 
| AB= AO+OB= —0A+0B=0B—-0A=x,— Xi, 口 
注意 AB= |x: 一 xi1 . 
【定理 】3。 如 图 7-6 所 示 , 设 P(x) 点 在 连结 Ax), B) 两 点 的 线段 上 且 
AP:PB=m:n(m>0 ,n>0) , 则 下 式 成 立 ， 


— K 
AG) PO) BC(x:) 


———-—-j—J— 
OQ) EG) PO) B(x) ” P(x) AG) 
图 7-5 图 7-6 
mx: tnx 
= m+n 


证 明 因为 P ZEE: AB 上 ， 所 以 AP 与 PB 符号 相同 , B. 4P:PB= m:n 
应 用 【定理 ]2， 古 


AP=x—x,, PB=xs—<, 


x—xı m __MX:+nxı 
~ m+n 


URERA AG) BONKA, Ruhu tt, 
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略 证 “在 [定理 ]3 中 ， 令 mm 一 %( 到 0) 便 可 得 证 。 口 
【定理 4 如 图 7-7 所 示 , 设 P(x) 点 从 端点 外 侧 把 连结 4(x),B(x?) 的 线段 
从 4A 算 起 外 分 为 m:n(m>0,n>0,m 太 n)， 则 下 式 成 立 


en —mx2-Fnx 
xw -(=- -m+n 
证 明 因为 P 点 位 于 线段 AB 的 延长 线 上 上 ， 所 以 AP 和 PBRS, Am 有 
AP | Re 
a= = AG. BG) POS 
. —s- A, K “ rcQrKHA MO@P——os 
x-xi _ _ m p(x) AG)  B@) 
X> X 了 no ° 图 7—7 
(m —n)x=mx;—nxi, m—-n¥ 0, 
加 mx, NX: 
BD x= m—n ` m 


:注意 在 [定理 ]3 中 ， 当 m,n ihi0—4 BAB, MAREA. HET 
Fe MRAK 
(2) ADUNE m m. n BH. 

则 内 分 、 外 分 中 任何 一 种 情形 ， 也 都 可 原封 不 动 地 应 用 [定理 ]3 的 公式 ， 
讨论 对 于 x 一 和 十 于， © 
au, #9 m=0(n¥0), MEH x=x,, 即 P(x) 与 4 重合; ES n= 
(m¥0) , 则 变 为 x 一 xs, 即 P(x) 与 B 重合 . 从 而 根据 [定理 ]3、4 及 上 述 注意 
事项 可 知 , 如 果 适当 地 选择 m. n, 则 @ 中 的 x 可 以 表示 数 轴 上 任意 一 点 的 


坐标 

例题 设 A(x1)、B(x;) 是 数 轴 上 的 两 个 不 同 点 , P(x) 是 数 轴 上 异 于 B 的 任 
— ° K 
` (1) 试 证 明 ， 若 选择 适当 的 常数 4( 寺 一 1)， S ` 


则 é = AL, 
(2) 当 (1) 中 的 入 变化 时 ，P 点 怎样 移动 3 


ai a P 
M (1) EF pp =A T 


91. 85 直线 (277) 
一 X1 _ 
则 Xs—% =À, 
(I+ A)x=x+ Àx;, 1+4¥0, 
x + Ax. 


区 


1+ À `° 


(2) (i) 当 4=0 时 ， 由 @ 得 4P=0, 因 此 P 与 4 重合 。 
(ii) 当 4>0 h, WO} AP, PB 同 号 ， 因 此 了 位 于 线段 4B E. 


又 由 ji XI 十 4X2 


1 十 4 
| Xx Xi _ AB 
得 到 xx= iga BD PB 一 下 十 1 | @ 


如 果 4 增 大 ， 则 PB 减少 ， 因 为 P 点 朝 卫 点 的 方向 移动 . 当 A— o B, P 点 
ERPI B 点 . 

Cii) 34—1<A<0 H, E 0<1 +41, AEGON, PB 和 -4B 同 号 ， 
PB > AB .从 而 P 点 、.B 点 位 于 4 点 的 两 侧 . 若 1 减 小 , 则 PB 增 大 ， 因此 
PP 点 逐渐 远离 4 点 ， 当 1 一 一 1 上 0 时 ，P 点 无 限 远离 4 点 。 

(iv) 当 4< 一 1 了 时， 有 1+4<0， 因 此 由 人 @@ 知 ，PB 和 ABS, 从 而 
P 点 、4 点 位 于 了 B 点 的 两 侧 ， 若 14 减 小 U PB 减 小 AIE P AH + 
B 点 ， 当 14 一 一 o 时 ，P 点 无 限 趋 近 于 B 点 . 男 外 , 当 4 一 一 1 一 0 时 ,PP 点 无 
限 远离 B 点 . 求解 结果 如 图 1-8 所 示 ， 
讨论 上 面 例 (2) 的 结果 ， 可 按 下 列 方式 考察 如 图 7-9 所 示 ， 当 4 由 一 % 
增加 时 ，P 点 在 B 点 的 右 侧 远离 BB 点 . 当 4 一 一 1 一 0 时 ，P 点 无 限 远 离 了 
点 .其 次 ， 当 由 一 1 十 0 增 加 到 4=0 B, P 点 由 A 点 左 侧 逐 渐 趋 近 于 -4 
点 ， 当 4=0 H, P 点 与 4 点 重合 ， 当 4% 时, P AEREI B A. 


A>-1FO 1=0 4*%|4>+l-% + -1-0 4->-1+0 人 =0 4-~>co1->-o À—>-1-0 
, ash 四 . s.s bs "sk: —— mY 
—— n 
AG) B(2) AG::) B(3) 
图 7-8 图 7-9 


注意 ”对 于 在 【定理 ]3 中 得 到 的 公式 ， 若 清寺 全 =A, EEAO AR 
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如 果 再 把 【定理 j4 的 注意 事项 结合 起 来 考虑 ， 则 根据 1 的 符号 ， 便 可 以 确 
Æ P ÆRE 4B 的 内 分 点 还 是 外 分 点 ， 


1"2 平面 上 点 的 坐标 


【定义 16. 直角 坐标 系 . 原 点 平面 上 正 交 的 两 条 数 轴 ， 分 兄 叫 做 横 轴 和 纵 
轴 ， 这 两 者 结 人 台 起 来 叫做 直角 坐标 系 。 两 坐标 轴 的 交 点 (公共 蛛 点 ) 叫 做 直 
角 坐 标 系 的 原点 ， 
注意 ” 技 惯 例 ， 横 机 灌水 平方 内画 已 ， 纵 轴 治 竖 交 方向 画 出 ， 原 点 用 0 表 
示 , 又 , 横 轴 常 叫 做 x 轴 ， 纵 轴 常 叫做 y 轴 ， 但 必要 时 ， 也 有 叫做 X 轴 和 和 了 hh 
或 上 轴 和 7 轴 的 ， 如 此 等 等 ， 
(ENN. HAER WB 7-10 所 示 ， 在 已 建立 了 直角 举 标 系 的 平面 土 任 
意 取 定点 P， 由 了 点 向 横 轴 、 纵 轴 作 垂 线 , 设 垂 足 分 别 为 M, N, HMR 
上 的 坐标 为 x,N 在 纵 轴 上 的 坐标 为 ,这 时 ,P 点 和 一 个 有 序 实 数 对 (x,y) 
一 一 对 应 .这 个 x 叫做 P 点 的 横 坐 标 ( 或 x 坐标 ) ,y 叫做 P 的 纵 坐标 (或 y) 
坐标 ) .两 者 结合 起 来 叫做 P 的 直角 坐标 ,或 简称 坐标 ， 写 成 P(x, y). 
ER 很 多 时 候 也 要 考虑 平行 于 坐标 轴 的 线段 的 方向 。 此 时 ， 若 这 个 方 网 
与 坐标 轴 的 正方 向 一 致 则 为 正 ， 想 反 则 为 负 . 
[定义 ]8， 举 标 平面 ”在 平面 上 规定 了 华 标 系 ， 从 而 平面 上 的 一 切 点 都 引 
进 了 党 标 ， 这 样 的 平面 叫做 坐标 平面 ， 
{定义 19. 象限 设 (x,?) 是 坐标 平面 上 的 一 点 .由 满足 x>0,y>0 的 全 部 
点 (x，y) 所 组 成 的 区 域 ， 即 
{(x,y)| x>0, y> ,叫做 第 一 象限 ， 

Za, (yx, y>) 叫做 第 二 象限 ， 

| ((x,y)|x<),y<0 I08&3= EB, 

1(x,y)|x>),y<0) 叫做 第 四 象限 ， 

【定理 35， 设 点 P(x,y) 把 连结 相 异 二 点 4(x1,y1) ,B(xz,y2) 的 线段 从 A 算 起 
PR min(m>),n2>0), HJ F NOR 3, 
mxn% MYz+RYı 

m+n ' Y= min 
征明 (O 假设 4B 不 平行 于 x 轴 ， 也 不 平行 y 轴 ， 如 图 7 一 11 所 示 ， 由 
A, B, P 作 平 行 于 x,y 轴 的 直线 ,与 此 轴 的 交点 分 别 为 4 ,B”,P' K A", 
B" P'E xR E, POIRE 4 和 (x0) ,B(x;) 的 线段 ， 从 A 算 起 内 
分 为 抽 :n， 在 >》 轴 上 ，P"(y) 把 连接 A'(y1) ,B'(y,) 的 线段 ， 从 A4' 算 起 内 
分 为 m;n。 从 而 ,根据 [定理 }3， 下 列 等 式 成 立 ， 


x= 


(279) 


P(2,9) 


图 7-10 


= mx: + nx, 


mtn ? 


my ny 
 m+n `° 
(tD 当 AB 平行 于 x WHRF, 200 7 一 12 所 示 ， 与 (六 的 情形 同样 ， 有 
MX: Hx! 
mtn ° 
XA y=yi=y;, DH 
_ my;+ny! 
Y= myn ° 
G) 当 4B 平行 于 ? BJ, SO 
情形 同样 ， 有 图 7-12 
_ my Thy 
— m+n ° 


x= 


Aiti) P(x,1) 


B(x 2) Y2) 


又 因 x=x;= xs, 故 ”x 二 一 
根据 以 上 所 述 ， BA 


mx, nx: my; 二 Hy 
m+n ' Y” m+n 


x= 


r] 
PA 和 十 X2 
(R) jEZEBQ OR AGx.. Xi) ,B(xXs,y2) 的 线段 ， 关中 点 生 标 是 (3 


y +Y: ) 
2 ° 
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略 证 ”在 【定理 15 HS m=n 便 可 得 证 


口 
【定理 ]6. 设 p(x,y) 把 连接 两 点 Aly), Bly) 的 线段 ， 从 4 算 起 
外 分 为 min(m>>)，n>0，m 寺 4)， 则 下 式 成 立 。 


mxX2— hx my»—ny1 
s= mon Y> mn 
证 明 (ü 当 4B 不 平行 于 x、y 轴 中 的 任何 一 个 时 ， 如 图 7 一 13 所 示 , 由 。 
A. B. P |] x, yREER, RE EDB AA, B, P? R A', B',Pr 
EP 在 x 轴 上 ， 把 连结 两 ' 点 A C), BRR, JA A 的 一 方 外 分 
Hmn, A RF, P 在 > 轴 上 把 连结 二 点 A”(y1),B'(y;) 的 线段 外 分 为 m: 
n, Pk 以 根据 【定理 14， 下 式 成 立 


mxX2— nX my, ny 
t x= , 
- m-n mn 


Gp 34 .AB 平行 于 x 轴 或 > 轴 Bf, 
例如 平行 于 x 轴 时 ， 与 同样 地 可 得 x 的 
表达 式 。 
XE y=y =y» K Y= MI nI RY. 


mn 


当 4B 平行 于 y 轴 时 也 同样 可 证 ， , m 
注意 1. 类 似 于 [定理 ]4 的 注意 事项 ， 在 【定理 】5 H, # m, n 四 的 一 个 
” 取 负 时 ， 则 可 原封 不 动 地 用 于 外 分 情形 。 | 

2. 注意 [定理 ]3 55, 【定理 }4 与 6 的 对 应 关系 ， 它 们 仅 在 维 数 上 有 
一 维 与 二 维 的 区 别 。 以 后 将 看 到 ， 三 维 的 情形 也 有 同样 的 关系 式 成 立 。 


_ mx nx: myz:z+nyi 
讨论 对 于 <= m+n ' ” min ° D 


特别 地 ， 若 令 观 = 二 0(n 三 0) , 则 变 成 x=x1，》==y1,. 即 P(x,y) 点 与 4 点 重 
合 ; #Fn=0(m¥0) , 则 变 成 x 二 x,，y 二 7，,，， 即 P(x,y) 与 B 点 重合 ,从 而 
根据 【定理 ]5，6 及 上 述 注意 事项 知 ， 如 果 适 当选 择 m，n， 则 满足 @ 式 的 
点 (x，?) 可 以 表示 过 二 点 AG. yi) ,B(xz;, y.) 的 直线 上 的 任意 一 点 ( 参 
照 【 定 理 }4 的 讨论 )， 

例题 ” 试 求 以 三 点 AG yi ,B(x;, Y2), C(x;s,y+) 为 顶点 的 AABÇ 
的 重心 G 的 坐标 ， 


$1. 点 与 直线 (281) 


解 如 图 (7 一 14) 所 示 ，G 点 把 连 闪 1C 中 点 DD 与 顶点 4 的 线段 ， 从 4 
算 起 内 分 成 2:1， 


设 D, G 的 坐标 分 别 是 (xe，y4) , (x， Pn 则 由 【定理 15 及 其 { 系 ]， 有 
ee g 


>» J == °> _ ” 
2 2 @ 
oatu _ _ y +2y, 
x= i2 > )”* 1+2 ° @ 
把 代入 @ 得 


X1 十 Xs 十 x3 yi 十 yz 十 ys 
x= 3 , y = 3 * 


aiii — ) 
go(A tati, utat, 


【定理 ]?7。 二 点 PA Y, B(x;,y2) ZIER, TAFARI 


— 一 一 一 一 一 一 一 


AB=V (xs—x1) t+ (yy) , 


证 明 ”如 图 7 一 15 所 示 ， 过 4 点 作 平 行 于 x 轴 的 直线 ,过 B MERAT 
轴 的 直线 ， 设 这 二 直线 的 交点 为 C，C 的 坐标 是 (x2， yi), 


U 
人 wo Y1) A (X: ,1)1) CC%4Y À) 
(X9) x 
| BCM) 
BCX) D(x, Y.) C (%3,4) | ) 
图 7-14 图 7-15 
根据 勾 股 定理 ， 有 


AB:= AC2+CB2, 
因为 AC, CB 是 平行 于 坐标 轴 的 线段 ， 所 以 根据 [定义 ]7 的 注意 事项 及 
【定理 ]2， 有 

AC =x;—X!1 

CB=y;—yi 

AB = (xs—X)) + (yz y)? 
由 于 4B>0， 所 以 

AB= V (xas 一 XI 十 (7y2 一 ?27 
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注意 即使 ABC 个 是 三 角形 的 届 形 ， 上 上 面 的 证 明 中 所 用 的 全 部 等 式 也 成 
Wa 
【 系 】 AASA, VZR EV x” +y, 
略 证 ZEEN 中 令 x;=0, y,=0 ETE. “= 
【定义 ]10. 斜 交 系 ， 轴 角 ， 斜 坐标 ”在 平面 上 确定 两 个 相交 的 数 轴 ， 分 别 
命名 为 横 轴 (或 x 轴 )、 纵 轴 ( 或 ? 负 ) ,两 者 合 起 来 叫做 坐标 系 , 两 坐标 轴 的 
交点 叫做 原点 ， 两 坐标 铀 正方 向 的 炎 角 叫做 轴 角 ， 当 轴 角 不 是 直角 时 ， 这 
坐标 系 叫 做 斜 交 系 ， 如 图 7 一 16 所 示 。 

假设 过 平面 上 的 一 点 了 作 平 行 于 x，y 轴 的 直线 ,它们 与 了? 轴 、x 轴 的 
交点 分 别 令 为 N，M。 当 M、N 在 x，?> 轴 上 的 坐标 各 为 x，? BF, x 叫做 
P HY x BER, y Ak P BJ y 425, PEARY PHIRI, SS 5RKP(x,y), 
注意 当 轴 角 是 直角 时 ， 斜 交 系 变 为 直角 尝 标 系 。 把 直角 坐标 系 也 包含 在 
斜 交 系 一 词 中 常常 是 方便 的 。 今 后 ， 如 果 没 有 特别 说 明 ， 举 标 系 都 表 直 示 
MPRA. | 
【定义 ]11. 平行 坐标 直角 坐标 和 和 斜 符 标 统称 平行 坐标 ,或 用 发 明 : 者 的 名 


字 , 称 为 笛 卡 尔 坐 标 。 
【定理 18 . 在 斜 交 轴 中 ， 把 连接 两 点 (xil， yj, (xz, yz) 的 线段 从 TN y1) 
算 起 ， 
(1)》 内 分 成 m:n(m>0， n>0) 的 点 是 (于 . Taa) 
(2) 外 分 成 m:n (m>0, n>0,m=Æn) 的 点 是 ( -za 一 mas ， 
| myx-Fny, ): | 
m—n 


证 明 如 图 7 一 17 所 示 , 设 4, B 各 是 点 (Xx1, Y1), Cxzs Y2), P(x, y) 是 


A(X) y A (Xy) $ 
tA" em A 


§1, 点 与 直线 (283) 


0), (2 中 的 内 分 点 点 或 外 分 点 ， : TA B, 了 作 平行 于 y 轴 ， x 轴 的 直线 ， 
它们 与 坐标 轴 的 交点 分 别 令 为 1 ,B’ ,P* 及 A" ,B" ,PpP”"。 以 下 的 证 明 完 全 
与 【定理 】5 及 6 相同 。 口 
注意 SIZE 的 注意 事项 1 相同 ,车 m、n 中 的 一 个 取 负 ， 则 (1) 中 
公式 也 可 照样 用 于 外 分 这 一 场合 。 
【定理 ]9. (直角 坐标 与 斜 坐标 的 关系 ) 

设 x 轴 ，y 轴 是 轴 角 为 o 的 斜 交 轴 。 现 作 直角 坐标 轴 义 轴 , Y 轴 ， 其 
中 X #h5 x 轴 重 合 ,原点 也 重合 , 若 令 此 平面 上 一 点 了 的 斜 坐标 为 (x,>)。 
直角 坐标 为 (X，Y) , 则 它们 有 下 列 关系 。 


=x+ ycoso, x= X—YctzeG 
of of ° 
Y=ysino; 


y=Ycsco, 


证 明 ”如 图 7 一 18 所 示 ， 设 P 为 点 (x，?) ,由 卫 点 向 x 轴 (X 轴 ) FER, 
EHM! HR, GP 点 作 平 行 于 yy 办 的 有 向 直线 g， 使 其 正方 向 与 ? 
轴 的 正方 向 一 致 。 若 g x 轴 的 交点 为 M， 则 下 列 各 式 成 并。 

OM=x, OM’=X, MP=y, M°P=Y. 

一 般 地 ， 若 把 一 个 有 向 线 股 AB 在 一 直线 1 上 的 投影 ， RS (CAB) X 

示 ， 则 由 投影 定理 ， 有 

(OP)x=(OM)x+(MP)x, © 

(OP)y=(OM)y+(MP)y, © 
但 是 (OP)x=OM°*=K,(0M)x=O0OM= 
x。 再 者 ， 因 为 x 轴 的 正方 向 与 ? 的 正方 
向 之 间 的 夹 角 为 a， 所 以 

(MP)x= MPcoso=ycoso. 
JW, HQ  X=x+ycoso, @ 
其 次 (oP)y=M°*P=Y,(OM)y=0, 


另外 ， 由 于 Y 轴 的 正方 向 与 8 的 正方 向 之 间 的 来 角 2-7 ^o， 所 以 


(Mp) =MPcos[ -7 — 0 )=>sino, 

MT, REOS Y=ysino, | @ 

由 @@，@， 便 得 定理 的 (1) 式 ， | 
其 次 ， 若 把 (1) 对 x, y 求解 ， 便 得 到 (2)、 也 就 是 说 ,因为 o 是 轴 角 ， 


(284) 第 七 章 图 形 与 方程 
所 以 sino 半 )， 从 而 由 鸭 式 得 


y=- =Ycsco, 
把 上 式 代入 @ 式 ， 得 

x=X—Ycscocoso=X-—Y ctgo, C] 
[838J10. 设 1(X,Y) 是 X,Y 的 整 式 ， 现 用 【定理 19 的 关系 式 把 此 式 变换 为 
XY 的 整 式 ， 令 所 得 结果 为 8g(X,Y) , 则 f(X,Y) 关 于 钱 ,Y 的 次 数 与 s(X,Y) 
关于 x,y 的 次 数 相 等 ， 
ER im, nn 分 别 是 1(X,Y)、g(x, y) 的 次 数 。 因 为 根据 [定理 ]9, x, 
Y 是 x,.y 的 一 次 式 ， 所 以 g(xXx，y)= 二 f(x 一 yctgw，ycscwm) 的 次 数 不 大 于 
m. 从 而 


m2n. | @ 
同样 地 ， 有 

mAn., © 
HO, ORRE m=n, 口 


【定理 ]11， 对 于 轴 角 为 o 的 斜 交 系 ， 二 点 Alx yi), B(xx, yz) 之 间 的 
距离 可 用 下 式 求 得 

AB=/ Gx) t Oy) Ta x ) Oa ycoso, 
证 明 ”如 [定理 19 那样 ， 作 直角 坐标 X Bh, Y 轴 , 设 4，B 对 于 这 个 直角 从 
标 系 的 坐标 分 别 是 (Xi,Y1) ,(X;,Y2) WREE], 


AB= v (Xs:—X1)’+ (Ys—Y)’. 
但 由 【定理 ]9 有 


CE 人 ©, 


Y =y;sin@, Y;= y;sin ©, : ` 4 


^a AB=V ((—xi)+(y;—yi)coso), “十 TCR 人 
= ./(x:—xi)°+ (y; —yi)2+2(x; -xi)(y:—yi)coso, O 
讨论 如 图 7-19 所 示 ， 过 4, 作 平行 于 x 轴 的 直线 , 过 B 作 平行 于 y 轴 的 
直线 ， 设 它们 交点 为 c， 则 由 
JB = 4c + CR CR ee AC. . CB cos ACB, AC=x;—x,,CB=y;— 
y, 便 得 到 结果 .要 注意 其 中 的 了 4CB, 当 AÇ 与 CB 异 号 时 ， EAC 
而 当 AÇ SÇçB EJE BF, Z ACB=x—o. 
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13 轨迹 与 方程 
【定义 ]12。 轨迹 :轨迹 的 方程 满足 一 定 条 件 B 的 点 的 集合 F， 则 做 B 的 
轨迹 ,也 就 是 说 ， 满 足 EE 的 任意 一 点 都 包含 在 F h, 反之， 包含 在 F 中 的 
任意 一 点 都 满足 条 件 E. 

车 引进 坐标 后 ， 关 于 坐标 的 方程 G 与 条 件 E ir, MFU A EG 
的 图 形 ，G 叫做 图 形 BF 的 方程 (或 简称 BF 的 方程 ). 
【定义 】15 .流动 坐标 【定义 】12 中 包含 在 方程 G 中 , 且 表 示 F 的 任意 一 点 
的 坐标 ， 凤 做 流动 坐标 . 
【定理 ]12。 当 两 个 方程 G,G* 等 价 时 ， 它 们 表示 同一 图 形 . 
证 明 满足 一 个 方程 的 点 也 必然 满足 另 一 个 方程 . = 
注意 ”要 特别 注意 下 述 两 点 ， 

` (A) 当 角 是 非 零 的 实数 时 ， 两 个 方程 A=0, RA=0 是 等 价 的 。 
o (2) 两 端 都 非 负 的 方程 4=B 与 A 二 B’ 等 价 . 

例题 1。 试 求 通过 x 轴 上 一 点 (a,0) 而 平行 于 yy 轴 的 直线 的 方程 . 

N 设 此 直线 为 .如 图 7-20 ARR Eh 上 的 任意 一 点 xma 
(y 为 任意 实数 ) .反之 ,满足 x=a 的 点 (x,y ATF ha E 

根据 以 上 分 析 ， 的 方程 是 

Xx 三 0。 

例题 2。 试 求 通过 y 轴 上 一 点 (o,b) 而 平行 于 x 轴 的 直线 的 方程 ， 
解 ” 设 此 直线 为 1 ， 如 图 7-21 所 示 ， 若 (x,y) 是 二 a Ml: y = 
b(x 为 任意 实数 ) .反之 ， 满 足 y=b 的 点 (x,?) 位 于 加 上 

根据 以 上 分 析 ，1s 的 方程 是 

y=b. 

例题 5. 试 求 以 原点 为 中 心 ,,*(r>0) 为 半径 的 圆 的 方程 。 
解 ” 如 图 7-22 所 示 ， 设 0 为 原点 ， 则 此 圆 是 满足 
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OP=r 


的 点 卫 的 轨迹 . 
若 令 P 的 坐标 为 (x,y)， 则 由 [定理 7】 的 【 系 ] 有 
~ OP=Vx'+y’. 
因此 Q@ 式 与 下 式 等 价 
AWXx2 十 yz r. @ 
@ 式 两 端 都 不 为 负 ， 因 此 与 两 端 平方 后 的 下 式 等 价 
Xx:+y’ 二 r’。 
注意 ”可 以 把 @ 式 作为 所 求 的 方程 ， 但 采用 去 控 良 号 的 形式 更 方便 此 。 
【定理 ]15. 设 G，G? 分 别 为 图 形 FE、FE 的 方程 ， 则 属于 B、 形 的 公共 部 分 
D 的 点 的 坐标 ， 可 由 求 联 立 方程 组 G.G 的 实 根 而 得 到 ， 
证 明 属于 D 的 任意 一 点 P， 同 时 包含 在 F 和 两 者 中 .从 而 同时 满足 方 
程 G.G* .而 且 ， 因 为 坐标 都 是 实数 ， 所 以 了 的 坐标 是 联 立 方程 组 G、Gs 的 
ZR. L] 
注意 ” 当 联 立方 程 组 不 具有 实 根 时 ，BF,、F“ 的 公共 部 分 不 存 在 ( 空 集 ). 但 为 
了 方便 ， 有 时 也 说 F F 具有 公共 虚 点 。 


14 直线 方程 
【定义 114. 直线 的 方向 角 ”如 图 7-23 所 示 ， ST yb epi EN M . 
TRADA, 规定 由 x 轴 的 正方 向 到 此 直线 的 正方 向 的 夹 角 为 a, #- 5 


<a <7 , Wa ERD. 


注意 有 隔 也 坑 定 直线 的 正方 向 使 之 清 中 0<a<x. 
例题 在 不 平行 于 y 轴 的 一 直线 上 任 取 两 点 P,Q，, Pt P 和 Q 分 别 做 平行 主 
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x 轴 、y 轴 的 直线 , 设 两 直线 的 交点 为 RIREO (PR, RO 是 有 向 距 离 ， 
参看 [定义 17 注意 事项 ) 的 值 与 P, Q 的 取决 无 关 ， 且 恒定 ， 
解 (i) 当 直 线 平行 于 x 轴 时 ， 如 图 7-24 所 示 ， 恒 有 RQ=0, 


RQ _ 
PR ` 


-一 一 一 一 一 -~ 一 一 一 


0 


(ii) 当 直 线 不 平行 于 x 轴 时 ， 在 此 直线 上 任 取 二 点 Pi ,Q2 ,过 PC 
分 别 作 平行 于 x Hh, y WHR, KAARLEA R .在 得 到 的 两 个 二 
角 三 角形 POR, P'O R 中 ， 
Z P=P” , ZQ=QgQ, 
APQR—AP' Q R”. 
IR R? O” 
|= PPE. © 


设 此 直线 的 方向 角 为 a， 


(H) 车 0<a< 下 ， 则 如 图 7-25 所 示 ，PR ,RQ; PR, R2Q? 分 别 同 
号 ， 因 此 


图 7-23 图 7-24 图 7-25 


(Z) # - 二 <a<0, 则 如 图 7-26 所 示 ,PR ,RQ;P# R° ,及 “422 分别 异 号 ， 
因此 
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~ 一 一 一 ~ 一 一 ~ -一 一 一 一 一 一 一- 


RQ R'Q’ 
PR “0 e PR. wal 


GC — 


= RQ _ RQ 

Am HOR pR = PRZ 
根据 以 上 分 析 ， S P,Q 的 取 法 无 关 且 恒定 。 | 

2 二 线 的 伞 素 < 或 坡度 ) 对 于 不 与 y 轴 平行 的 直线 ， 在 上 述 例 题 
中 的 外 人 一 过 的 值 叫做 此 直线 的 斜率 (或 坡度 ) 。 
注意 ”对 平行 于 ?> 轴 的 直线 、， 通 常 都 不 考虑 斜率 。 Ea 
讨论 ”由 [定义 】14 后 面 的 例题 及 【定义 ]15 , 可 以 说 “直线 平行 于 x 轴 的 必 
要 充分 条 件 是 其 斜率 为 0.” 
【定理 】14。 通 过 不 同 两 点 Ay) ,B(xz,y2) 的 直线 的 斜率 为 

y: —y1 í ?1 一 y2 ) 

X2 一 光 1 \ Xi—Xs /° 
其 中 ， 设 xx. 
证 明 . 若 过 .4,B 分 别 作 平行 于 x,y 轴 的 直线 ， 则 两 直线 必 相 交 于 一 点 . 设 
此 点 为 C，C 的 坐标 为 (xx，y1) ,如 图 ?7-27 .根据 {定理 ]2 及 { 定义 17 的 注意 
事项 ， 有 


Cady | AG) 


图 2-27 
AC=x2— xX1, CB=y,—y,, 

因此 , 此 直线 的 斜率 为 《 

CB y2 一 了 1 

£ . 口 
(RI. 如 图 ,7-28 所 示 ，g 是 不 平行 于 ? 轴 的 一 条 直线 ， 者 以 g 上 任 意 一 
点 了 作为 起 点 ， 沿 x 轴 平 移 有 向 距离 1， 设 其 终点 为 R， 然 后 过 屋 AEF 
行 于 y 轴 的 直线 ， 它 和 8 的 交点 为 G9， 则 g 的 斜率 等 于 有 向 距离 RQ. 


一 一 一 -一 — T 


略 证 5 的 斜率 = 下 一 RO(… PR=1). 口 
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(%12. WE 7-29 所 示 ， 设 g 是 不 平行 于 y AI- R 2.35 F(—1, 
0) 作 平行 于 g 的 直线 ， 与 y 轴 的 交点 为 G， 则 g 的 斜率 等 于 有 向 距离 0G 。 


FD 


7-28 图 7-29 
证 明 设 P 为 g 上 任意 一 点 ， 过 P 作 平 行 于 x 轴 的 直线 , 在 此 直线 上 选取 
R 点 使 PR=1. 然 后 过 RR EFT y MRR, ACA gA 为 @， 则 
RRUAN, g 的 斜率 等 于 RQ. 
对 于 人 APOR 及 AFGO， 有 

ZP= ZP, ZQ= ZG, PR=1=FO, 

APQR2AFGO, `. RQ=0G. 
但 是 ，RQ.0G 是 同 号 的 ， 因 此 RQ=o0G, Ej) g 的 和 斜率 等 于 有 向 距离 OG. 


g 
注意 4 POR 不 构成 三 角形 时 ，RQ@=0G 也 成 立 ， 
【定理 }15. 设 g 是 不 平行 于 y 轴 的 一 条 直线 ， 若 g 的 斜率 为 m，, 方向 角 为 
a, WH x,y 轴 的 单位 长 度 相 等 时 ， 有 mm 一 tg a. 
证 明 如 图 7-30 所 示 ， 过 点 RC 一 1,0) 作 平行 于 g 的 直线 ， 设 它 与 ? 轴 的 
交点 为 G, 则 以 FO 为 始 边 ，FG 为 终 边 的 角 人 OFG 等 于 a. 又 由 【[ 系 12， 
OG=m, 


OG G 
i mro S mE 


【定义 ]16， 直线 在 x 轴 和 y 轴 上 的 截 距 CAE, y RE) 如 图 7-31 所 
示 ， 当 一 直线 与 x 轴 ,y 轴 相 交 时 ， 设 交点 分 别 为 M,N ,原点 为 o。 这 时 ， 
有 向 距离 OM (点 M 的 x 坐标 ) 叫 做 此 直线 在 x 轴 上 截 距 (或 简称 x 截 距 )。 
有 向 距离 ON( 点 N 的 y 坐标 ) 叫 做 此 直线 在 ? 轴 上 的 截 距 (或 简称 ? iR 
EE). 
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[定理 ]16. 通过 所 Ala. b) .斜率 为 m 的 直线 的 方程 是 
y—b=m(x—a)*.. 
证 明 如 图 7-32 所 示 . 设 此 直线 为 g. 
(i) 令 P(x,y) 为 g 上 的 任意 一 点 .过 A, P 分 别 作 平行 于 x 轴 与 y 轴 
的 直线 ， 设 其 交点 为 入 。 


图 7-30 图 7-31 图 7-32 


当 了 与 4 不 重合 时 ， 根 据 【 定 义 ]15 H, -均等 于 5 的 斜率 ， 从 而 
RP _ 
R A 
但 R 的 坐标 为 (x,b)， 故 由 【定理 ]2 及 [定义 17 的 注意 事项 ， 有 
AR=x—a, RP=y—b, 


y—b 
x—a 


=m, BH y—b=m(x—a), @ 


当 卫 与 4 重合 时 ， 因 有 x=a,y=b, 故 x,? 满足 @@ 式 .从 而 ，g 上 的 任 
意 一 点 (x REOR. 
(ii) 反之 ， 我 们 来 考察 满足 式 的 任意 一 点 (x,y). 
A(a,b) 的 坐标 满足 式 ， 且 4 点 确实 位 于 g 上 . 设 (x,?) 是 满足 @ 式 
r. 则 x 压 2, 且 由 [定理 ]14 知 , 过 4 和 点 (x,y) 的 直线 


的 斜率 为 一 raga 
但 由 @ 式 知 ，y 一 b=m(x 一 a)， 
y= =m (x—a¥0). 


从 而 ， 满 足 @ 式 的 任意 一 点 (x,y) ,位 于 通过 A AARI] mi ARECA 
站 ”此 方程 称 为 直线 的 点 斜 式 方程 一 一 译注 
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位 于 g 上 ). 
权 据 以 上 (i)、(ii) ,证 得 g 的 方程 是 
y—b=m(x—a). = 
【 系 】 斜率 为 m、y RED n 的 直线 方程 是 
y=mx+n.* 
证 明 ”所 谓 y 截 距 是 a， 即 直线 通过 点 (o,mn) .从 而 ， 此 直线 的 方程 是 
y—n=m(x—0). 
Bp y=mx+n. | Fr] 
讨论 根据 此 【 系 ] 及 【定理 ji2 的 例题 1， 坐 标 平面 上 的 直线 和 方程 的 关系 
可 归纳 如 下 : 
不 平行 于 y 轴 的 直线 二 y= 二 mx 十 n， 
平行 于 y ADARE, 
例题 1 。 试 求 通 过 不 同 的 两 点 (x, Yı), (x; ,72) 的 直线 的 方程 。 


解 (i) 当 xi 寺 x: 时， 根据 [定理 ]14 求 得 其 斜率 为 > 二 +. 而且， 由 于 通 
过 (Xj ,1) 点 ， 故 由 【定理 ] 16 可 知 ， 所 求 的 方程 是 


y=» =- (x—x,) , 
即 (x,—xi)(y—yi) =(y;:—yi)(x—x,)*. 
或 者 变形 得 


《yz 一 >1)x 一 (xz 一 X1)7 十 (xzy1 一 xly2) 一 0。 @ 
(ii) 34 x 1=x 时 ， 由 于 此 直线 通过 (x: ，?yi) 点 面 平行 于 > t, 故 其 
方程 是 x=x,. 
但 在 @ 式 中 ， 若 令 xi 一 xz， 则 有 | | 
(y.—yi)x+x(y,—y;)=0, @ 
不 过 (xi,yi) (xz，?y2) 是 不 同 的 两 点 ， 而 且 x;=x,, WE yy A, H 
四 式 得 x=xi。 . 
也 就 是 说 ， 方 程 @ 也 适用 于 (ii) 的 情形 。 从 而 ， 所 求 的 方程 如 下 ， 


(y; —yi)x— (x;— xi)y+ (x;yi —xiyz) 一 0。 


注意 ”对 于 方程 y—y = Iy" (e—a) (必须 xi 于 x3， 但 当 变 成 中 的 形 


— 


* 此 方舟 称 为 直线 的 两 点 式 方 保 -一 译 湄 ， 
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AN, EJES xi= x; 的 情形 。 

讨论 1， 也 可 求 得 斜率 是 -xz 二 %!- 且 通 过 点 (xa，yz) 的 直线 的 方程 , 不 言 而 
喻 ， 它 是 与 @ 等 价 的 方程 x 


z: 三 点 (xi， yi), (xz, Y), (xs, ys3) 位 于 同 -- 直 线 上 的 条 件 是 
(x: 一 Xi)(y: 一 1) = (ys—y1) (xs: 一 X1)。 
例题 2， 试 证 明 ，x AUE, y BUENDIA a, blab¥0) 的 直线 ， 其 方程 可 写 
成 


EE E S 
a Tb 1". 


解 ” 如 图 7 一 33 所 示 ， 此 直线 通过 两 点 (a, o),(o, b) ,因此 由 例题 1 知 ， 


其 方程 是 y 
y=—P-(x—a). 
N 
由 此 便 得 | 
EE N M IO a 
a 
图 7-33 


例题 3 . 设 8 是 通过 两 点 .4(x1,y1)、 B(x;,y;) 的 直线 。 
(1》 试 证 明 ， 若 p(x，y) 是 g 上 除 B 外 的 任意 一 点 ， 则 存在 常数 AG 
-1) 使 
XiıtÀx: ,_ YıtÅyz 
x= iA ' ” 1+4 ° 
反之 ， 凡 以 满足 @ 式 的 x，? 作 坐 标的 点 P(x ，?) 都 位 于 g 上 。 
(2) 当 4 变 化 时 ， 按 照 @@ 式 确定 的 点 p(x, y) 在 g 上 怎样 移动 ? 


解 (1) 对 于 g 上 除 B 以 外 的 一 点 P， 因 PB 大 9， 故 可 确定 常数 42 二 4， 


以 下 按 【 定 理 】5 同 样 的 办 法 ， 得 到 下 列 关系 式 
_ XTAxs A 
= FFA + >” * 


@ 


© 
 * 此 方程 称 为 直线 的 截 距 式 方程 一 译注 


. $ 1, 点 与 直线 o (293) 
反之 ， 对 于 常数 A-1) ,选取 满足 四 式 的 点 pD(x，?y)。 棚 据 【 定 理 116 
后 面 的 例题 1, g 的 方程 式 是 


(x2—x1)(y—y1) = y) (x—x1) © 
对 于 QD 中 的 x，y， 


名 的 左 端 = Camx) zita —> ) 


,” 


=I ar) 0y), 
OKA H= CREA 一 X1) 


À r, 
SARA (y2—y:) (x;—xi), 


它们 满足 @ 式 ， 即 P 位 于 g 上 。 
(2) 3 g 不 平行 于 y 轴 时 ， 点 了 的 运动 由 此 点 在 x 轴 上 的 投影 p (El 
中 的 x) 的 运动 确定 。 从 而 ， 参 看 【定理 】4 的 例题 ， 变 成 下 列 形式 。 见 图 
7—34; k 
A ABFA, U P 点 由 4 点 出 发 向 4-1 t~o 
B 的 方向 运动 ， 当 A— % 时 无限 接近 B, 8 
4-1 << 时 ， 芳 1 由 零 减 小 ， 则 了 
点 由 4 向 背离 孔 的 方向 运动 ，4~>-1 十 0 
B$, 无 限 远 离 A, 
当 A<-1 B$, P fl .4 位 于 了 3 的 两 侧 ， 
当 处 减 小 时 ，P 靠近 B, A>-o BGE EE 图 7-34 
ÀB, X, 3 å>-1—0 B, P 无 限 远离 B。 
3 g3E4TY y 轴 时 ， 考 察 P 点 在 y 轴 上 的 投影 ( 即 @ 式 中 >) 的 运动 ， 
可 得 同样 的 结论 。 
[E38117, x, y 的 线性 方程 的 轨迹 是 直线 。 反之， 直线 方程 对 x，y 都 是 
线性 的 。 o 
证 明 x, y 的 线性 方程 可 以 表示 成 下 列 形 式 
ax+by+c=0 (a,b 中 至 少 一 个 不 为 0) ， O 
由 此 得 py 一 ~0X 一 C。 


G) 3b3ae0 时 ，? 一 一 -x 一 一 汪 ， 上 式 天 示 斜 率 为 -一 4 一, y REN 


52) = Atk 图 形 与 方 和 
m aa 
-py HER. 
Gi) 3b=0 时 ， 由 @ 式 得 
ax+c=0, x=- (a%0) ,上 趟 表示 通过 点 ( — ° omp 


T y 轴 的 直线 ( 参 有 【定理 112 KHK). 

根据 以 上 讨论 ， 证 明了 @ 的 轨迹 是 直线 。 

友之， 坐标 平面 上 的 直线 或 者 平行 于 y 轴 或 者 不 平行 于 y $H, AR, 
如 在 { 定 理 】16【 系 } 的 讨论 中 所 看 到 的 那样 ， 直线 方程 是 下 列 两 种 形式 之 一 
种 ， 

x=k k y=mx+n. 

前 者 可 化 为 1:x+0:y—R=0 (x RX), 

后 者 可 化 为 mx 十 (~1)y 十 n= 二 0 (y AKO), . 
项 者 都 是 x,，y 的 线性 方程 ， O 
注意 今后 如 果 说 到 x,y 的 线性 方程 , 那 末 假定 x, y 的 系数 中 至 少 有 一 
个 不 为 o。 再 者 ， 当 直线 方程 是 ax 十 by+c 二 0 时 ,往往 可 以 简单 地 说 成 " 直 
线 ax 二 by 十 c 二 0”*。 

[IR] 对 于 直线 g; ax-+by+c=0, 
(1) g 平行 于 x 轴 的 充分 必要 条 件 是 a=0， 

_ G) g 平行 于 y 轴 的 充分 必要 条 件 是 b=0， 
路 证 ”由 [定理 12 的 例题 1、 例 题 2 显然 可 证 。 D 
[EW]. 在 以 x $h, y 轴 为 坐标 轴 的 斜 坐标 系 中 ， 表 示 x，? 的 线性 方 
程 的 图 形 是 直线 ,， 反 之 ， 直 线 可 用 线性 方程 式 表 示 | 
证 明 “ 作 直角 坐标 轴 X.Y， 使 和 轴 与 x 轴 相 同 ， 原 点 EA, A 3E Ti 
上 一 点 的 斜 坐 标 为 (x, >)， 直 角 坐 标 为 (X,Y)， 则 由 [定理]10, x, y 的 线 
性 方程 可 变换 为 X,Y 的 线性 方程 , 反之 也 成 立 。 从 而 ， 根 据 【定理 】 17， 
定理 得 证 。 
讨论 -如果 不 以 直角 坐标 轴 作为 媒介 ， 也 可 以 仿效 【定理 】12 的 例 题 i 18 
【定理 1}16 ， 直 接 求 方程 式 。 结 果 如 图 ?一 35 所 示 。 | SS 

(1) 通过 点 (&，0) 而 平行 于 y 轴 的 直线 ， 其 方程 式 是 x=h。 

(2) 通过 点 (a,b) 不 平行 于 y 轴 的 直线 ， 其 直线 方程 是 

y—b=m(x—a) (m 是 常数 )。 


“。 ※ 它 称 为 站 线 方程 的 一 般 方 程 一 译注 


~ 


$ 1. 点 与 直线 (295) 


1.5 两 条 直线 平行 与 垂直 的 条 件 

【定理 119 .两 条 直线 ga y=mx+ni, gx y=mÇx+n, 平行 的 充分 必要 
条 件 是 ms 一 mi( 即 斜率 相等 ) 。 

证 明 ”如 图 7 一 36 所 示 ， 为 了 使 gl，g 平行 ， 充 分 必要 的 条 件 是 ， 过 点 ， 
R(-1 ,0) 分 别 作 出 的 平行 于 它们 的 直线 应 重合 。 由 于 gg: 都 不 平行 于 y qü 
所 以 过 了 点 所 作 的 平行 直线 与 y 办 相 交 ， 设 其 交点 为 G， 则 由 【定理 】14 


IRR, SHER 0G 等 于 两 直线 的 斜率 。 欠 而 ，fpm: 一 mm: 是 必要 充分 的 。 


【 系 】 两 条 直线 g,1y=mix+n;, g:1y=m;x--m,ə 重合 的 充分 必要 条 件 ,是 
mi=m;, m=n 同时 成 立 。 

证 明 TEY, 重合 ， 根 据 [ 定 理 9 知 ，mi= 二 mz 是 必要 的 。 这 时 ， 
它们 重合 的 充分 必要 条 件 是 两 条 直线 至 少 有 一 个 公共 点 。 如 果 选 择 它们 与 
y 轴 相 交 的 点 作为 此 点 ， 则 此 条 件 变 为 而 二 ns。 从 im =m, n= 是 
充分 必要 的 。 = 
【定理 ]20。 两 条 直线 y=mix+n,, y=mx +m: 正 交 的 充分 必要 条 ph 是 
mm 二 一 1《 即 斜率 的 积 等 于 -1)。 

证 明 ”如 图 7 一 37 所 示 ， 为 了 使 所 给 出 的 两 条 直线 正六 ， 充 分 必要 的 条 件 
y 


É] 736 
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是 ， 过 点 F(-1，0) 分 别 作出 的 平行 于 它们 的 直线 应 正 交 。 由 于 所 作 的 这 
两 条 直线 与 y 轴 相 交 ， 故 若 令 交 点 各 为 G1，G;，， 则 人 GIFG; 二 90" ,从 而 由 
IREF, FG, 与 FG; 正 交 ， 等 式 

| G,G¿2=FG+ FG; @ 
成 立 是 充分 必要 的 条 件 

Fo=1 , 且 由 【和 定理】14【 系 】2 OG =mi,0G;=mk;, MIT, H G, (o M) , 

G,(o,m,) ,根据 {定理 ]2 得 
GG;=m,— M]. 
根据 以 上 讨论 
G ,G2=m —2mim;+ mi, 
FG 2==Fo?+ 0G = 1-+m, 
 FG2=FO'+0G2=1+m;, 
将 上 列 各 式 代 入 人 @D 式 得 
m22—2mim,+m2=1+m/+1+m, 

.. mm, ]=-1, n" 
【定理 ]21。 两 条 直线 gitaix 十 by 十 ci 二 0 ,8g2:axx 十 by 十 cs 二 0 平行 的 充分 
必要 条 件 是 a1b; 二 a2b1。 

证 明 (i) žb ht, Ag 不 平行 于 ?> 轴 ， 故 g, 也 不 平行 于 > #h, BD 
b,0, Xit, 有 


y: na Ga NEO 


y: ?一 一 让 -一 b; ? 
因此 ， 根 据 {定理 ]19，g1，&gs 平行 的 充分 必要 条 件 是 


a a 
SE SSES S. Hlla,b;=as;bi, @ 


(ii) b=0 it, RELEET 的 1 系 } 可 知 ，8g: 平 行 于 >》 轴 。 因 
而 , WTE gi 8 平行 ， 充分 必要 的 条 件 是 ， 82 也 平行 于 y H , 即 bxm0。 
在 此 情形 下 ， 由 于 有 ab:=0, abi =0, KORR. . - 
根据 (i)、(ii) ,gl 和 g: 平行 的 充分 必要 条 件 是 
01D2 一 02D1。 O 
【定理 )22. 两 条 直线 gox tbytei=0, gax tby +e = 重合 的 充分 - 
必要 条 件 是 


§ ! .点 与 直线 o (297) 


“— 


— ..—.. 


| -一 站 一- 全-。( 即 对 应 系数 成 比例 )， 其 中 ， 我 们 约定 分 母 
为 0 时 对 应 的 分 子 也 为 0。 
证 明 (i) atoi, GLERI, AREE ow). Hh, 

b: y=— Xp 


"3 Ea E C2 
g2: Y b; b; y 


所 以 ， 根 据 [ 定 理 ]19 的 [ 系 ]，g1 和 z+ 重合 的 充分 必要 条 件 是 


a, a; 

bi b; ' 

Ws SESER 

Th bh 

同时 成 立 。 
(P) 当 a,2e0, c% h, CORS FASI 
a b c 
m a E | @ 


(Z) 当 as=0 8, HOK a= Nr 
(两 ) ï c==0 PF, H@ fíici= 

(ii) 3b=08F, a9, 

Ri, HRES GDA, BIFA bz 一 0， 但 a0, AT 


EYA 


Ze 约定 ， 成 并 


è git X 一 一 3 , g-。 x=- A . 
_ 这 两 条 直线 重合 的 充分 必要 条 件 是 
bi=b,;= , -i 


因此 ， 与 (i) 的 ( 乙 ),( 丙 ) 情 形 同 样 地 考察 按照 约定 ，@ 可 作为 充分 必要 
的 条 件 。 
由 以 上 (iD、(i 讨论 知 ，-2 一 一 -站 -一 -2 成立， 对 于 g1，8 重合 是 充 


分 必要 条 件 | Ë! 
注意 在 [定理 ]22 中 ， 对 几 个 相等 分 效 中 有 分 母 为 零 时 所 作 的 约 宪 ， 今 后 
将 多 次 出 现 ， 且 多 数 是 没有 事先 说 明 而 加 以 应 用 的 ， 

IR 两 个 线性 方程 “ojx 十 by 十 ct 二 0，oax 十 bz 十 cz 一 0 表示 同一 条 直线 
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的 充分 必要 条 件 是 ， 对 于 某 - 一 不 为 0 的 常数 及 有 
a2x+bsy+c,=Rk(ax+by+ci), 


ME 根据 [定理 ]22，-= 了 一 一 -成立 是 充分 必要 条 件 。 设 这 些 比 
W, WE aka, ba=kbi ca=kc WNE. sa 
注意 ”对 于 此 【 系 】， 还 可 参看 [定理 112 的 注意 (1)。 

【定理 ]235 两 条 直线 gi:aix 十 biy 十 ci 二 0， 


g:la:x-Fb:y--c; = sa Plg:il g: ) 的 充分 必要 条 件 是 ， 
aa: 十 bib; = 


证 明 (i) 当 b 半 0,b: 半 0 时 ， 有 


Ql cC, 


gs. y= — T x= b , 
a? C9 
giy=— b; xX 一 b. . 


这 时 ， 根据 【定理 】20， gl1-Lg: 的 充分 必要 条 件 是 


(4E E) 


亦 即 aa: +b,b:=0. 

Gi) 34 b,=0 时 ， 

由 于 gi 平行 于 y 轴 , 从 而 ，gs 平 行 于 x 轴 ( 即 = 0) 是 Bi 二 8 的 RA 
要 条 件 .这 时 ， 因 为 aa; 二 0，bibs 二 0. 所 以 有 

0102 十 blp2 一 0. 

(iii) 当 bs==0 时 ， 

这 时 g: 平 行 于 ? 轴 ,从 而 , g: 平行 于 x 轴 ( 即 ai=0) 是 g:L8: 的 充分 必 
HRE, 与 (ii) 的 情形 同样 地 讨论 ， 得 aaz +b: b:=0. 

根据 以 上 (iD).(Cii).(iii) 的 讨论 ，g:-L8: 的 充分 必要 条 件 是 

a,a; +b;b;=0. Was a 


16 通过 两 直线 交点 的 直线 


【定理 ]24。 当 两 条 直线 8l1;aix -二 biy 十 cl 一 0，82: ha 交 于 一 点 
B, 方程 
Alaixt+biy+cen) Hula tby +c2)=0 : Q 


$ ! .点 与 直线 i i a 


(A. 为 常数 ， 其 中 至 至 U 有 一 个 不 为 0) 
表示 通过 g fi g; 交点 的 直线 ， 肥 之 ， 若 适当 山 选 择 4、44, 则 方程 名 可 表示 
通过 gx 和 g+ 的 交点 的 任意 直线 . 
证 明 首先 , 证 明 @ 是 x，y 的 线性 方程 .把 中 变形 为 
(Aa, +ua,)x+(Abi+ub,)y+(Acituc,)=0, 
如 果 令 x, ?的 系数 同时 为 0， 则 
Aa,+ ua,=0, © 
Abı + ub;=0. @ 
1 中 至 少 有 一 个 不 为 0， 例 如 ， 令 /六 0. 
IH@ x b,— @ X a, 得 A(ajb;—a;bi)=0. 
因为 A=, Hrb] ab: —ab,=0, F) a,b;=ab,. 
从 而 ， 根 据 【 定 理 ]12，g' 和 g: 变 为 相互 平行 或 重合 , 这 与 交 于 一 点 的 ; 
假定 矛盾 .从 而 ，x、y 的 系数 不 同时 为 0. 
Asf0 的 情形 也 可 同样 论 订 ， 
-REUEL OR Èx, y 的 线性 方程 ,因而 表示 直线 。 洲 令 (xo,y 吃 
是 gil，g;: 的 交点 ， 则 有 
人 十 blyo 十 cl 一 0， 


aX tb: +c;=0. 
从 而 ， 不 论 4、 天 取 什 么 值 ， 当 xx=x，? 一 yo 时 ，@ 式 被 满足 .也 就 是 
说 ，@ 式 表示 通过 gl:、g: 交 点 的 直线 . 
Hw, EOY) H gl.g: 交点 以 外 
的 任意 一 点 (图 7-38) , 则 
ax; +b,yi +ci=e0, (Xy1/,) 
或 02X1 十 by1 十 c:s0. 

为 了 使 @ 式 表示 通过 gi.82 的 交点 和 尽 
(Xi,31) 的 直线 ， 只 要 能 确定 常数 4 使 图 7-38 
4(aixi 十 biyi 十 ci 十 uazxi 十 bzyi 十 cz) 一 0 

成 立即 可 ,为 此 ， 
当 qxXi 十 biy1 十 C1 三 0 时 ， 只 要 取 
1 一 一 aX, tby, tez. 
QX; +bıyı +c; 
当 axiı+b:y +c 0k, RER 
aX tby tc 
Q2X1 十 b2y1 十 cz 


6? 


FI, 


人 一 1 ,4 一 一 
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即 可 . | 口 
讨论 314¥0, u=0 时 ，@ 式 表示 g1. 当 4=0,4 寺 0 时，@ 式 表示 gz:. 而 
当 4 二 0 ,4 夺 0 时 ，@ 式 表示 g1,82 以 外 的 直线 . 

【 系 】1. 当 两 条 直线 gl:aix 十 biy 十 ci 一 0,gz3a2x 十 bzy 十 cz=:0 交 于 一 瓜 时 ， 
方程 


qyw-Fbiyi ci R(a.x4-b:y-rc))=0 (R X) @ 
老 适 当选 择 R， 可 表示 通过 g, 和 g; 交点 的 任意 直线 (但 不 包括 直线 82). 
证 明 根据 [定理 ]24，@ 式 表示 通过 g1、g: 交 点 的 直线 ， 
如 果 令 @ 式 表示 g;, 则 由 【定理 ]22， 有 


al 十 Ra: b, + Rb; ci + Re; 


一 一 一 一 er -— 一- -- — < — 
— — 


02 b;  C2 , 
即 Ga _ b _ G 
a; b; C2 ` 


再 一 次 由 【定理 ]22 知 ，g: 和 8g? 重 合 . 这 与 假设 矛盾 ， 故 @@ 式 不 能 表示 gx， 

车 令 (X1，91) 是 Bl,8: 交 点 之 外 且 不 在 gz 上 的 任意 一 点 , 则 ax tby + 
cj 畦 0， 故 仿效 【定理 j24， 若 令 k= — Eo , 则 @ 式 表示 通过 g， 
的 交点 和 点 (x1，y1) 的 直线 ， | DJ 
【 系 )2。 设 有 相 异 三 条 直线 

 B@:ax+byí+e=0, g2:asx+bay+cs=0, 

| g3:G3X 十 b3y 十 cs 一 0， | 

其 中 任何 两 条 都 不 平行 ， 则 这 三 条 直线 交 于 一 点 的 充分 必要 条 件 是 ， 存 在 
同时 不 为 0 RS A u, y E 

Alax +biy +c) + ulax tby +e) 十 ?(asx 十 bs?y 十 c3) =0 
ERL. : 
证 明 ” 相 蜡 的 三 条 直线 g1,8: ,83 交 于 一 点 ， 与 gs3 通 过 g1 ,82z 的 交点 是 一 回 事 。 

根据 [定理 ]24 的 讨论 ， 若 选择 适当 的 非 零 的 常数 4,4, 则 过 g, 8 交点 

的 直线 可 表示 成 . 

4(alx 十 biy 十 ci) 十 posx 十 bzy 十 Ca) 一 0， 
从 而 ， 根 据 【 定 理 】22【 系 1]， 适 当地 选择 非 零 的 常数 ?， 有 

4(aiX 十 biy 十 cl 十 几 Kasx 十 bzy 十 ca) 一 一 (asx 十 bjy 十 ci)， 
即 

14(aixX 十 bly 十 ci) 十 ACasx 十 bzy 十 cz) 十?(asx 十 bsy 十 cs) 一 0 
是 81,82,8: 共 点 的 充分 必要 条 件 L] 


Ql EN llu N 和 


S 1. 点 与 直线 (301) 

【定理 }25。 当 两 条 直线 gli3aiX 十 by 十 cl 一 0，8g23a2X 十 b2? 十 c? 一 0 平行 时 ， 
如 果 方 程式 

A(ax+by+Tcej)+u(lax+by-+c)=0 (4 ,4 是 常数 ) @ 
表示 直线 ， 则 此 直线 平行 于 gl,g? 或 者 至 少 与 其 中 的 一 条 重合 
证 明 ”由 于 gl,g: 平 行 ， 故 出 【定理 321， 下 式 成 立 
f ab; =a2bi. @ 
又 由 有 

(QAa,-ua,)x+ (Abı + ubz)y + Act uc:)=0. 
因此 ， 根 据 [ 定 理 }21， 为 了 使 此 直线 与 g1 平行 , 须 有 

a,(Ab; + pb2) = (Aa) + ua:)b, 
即 Ha 1b; = Hua;bi @ 

但 因 @@ 式 成 立 ， 故 @@ 式 成 立 , 因 此 ， 直 线 @ 平 行 于 g1,8;。 当 4=0 BF, 

它 与 8: 重合 . 当 / 王 0 时 ， 它 与 g1 重合 


17 点 到 直线 的 距离 
【定理 )26。 设 有 某 直 线 1, 过 原点 0 作 垂 直 于 1 的 有 向 直线 g， 与 1 的 交点 
为 G. 若 设 ac 是 由 x 轴 正 方向 到 g 的 正方 向 所 转 过 的 角 ， 有 向 距离 0G 二 P， 
则 了 的 方程 式 为 

xcosa+ysina=p. m: 
证 明 ”如 图 7-39 所 示 ， 设 P(x,y) 是 1 上 的 任意 一 点 ， 用 no 表示 直线 g 上 
的 单位 向 量 ( 即 直线 ! 的 单位 法 向 量 , 则 不 难 知道 | 

OP ° m =|OP| : 1- cos (OP, m )=p. 


` 图 7-39 


—> -> 
另 一 方面 ，OP : no =x cosaty sina, 
所 以 # cosa+y sina=p, 
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即 对 于 了 上任 一 点 P(x,y) 有 
xcosa+ysina=p. 


@ 
因 @ 式 是 x,y 的 线性 方程 ， 故 由 【定理 】17, 它 表示 直线 且 (x,y) 在 1 上 ， 亦 
即 @ 式 表示 1， 


【定义 117。 实 线 的 标准 形 ”用 {定理 ]26 中 的 形式 表示 的 方程 叫做 直线 的 

( 黑 塞 ) 标 准 形 *. 

注意 在 [定理]26 中 ， 当 1 不 通过 原点 时 ， 可 以 规定 g 的 正方 向 使 0G= 

p>0. 大 多 数 情 形 都 遵从 这 个 规定 ， 

【定理 ]27。 直 线 方程 ax 十 by 十 c=0 可 变形 成 如 下 的 标准 形 
+ (a +0%0). 


证 明 ”假设 把 
ax+by+c=0 
变形 成 标准 形 
x cosa+ysina—p=0, @ 


由 于 中 .@ 式 表示 同一 条 直线 ， 故 由 【定理 ]22 有 


一 一 一 一 一 一 一 -一 


车 令 为 这 个 公共 的 比值 ， 则 有 
cosa=ka, 
sin a=kb, 
—p=kc. 
Y 由 @,@ 得 


k'a +k b =cosat sin'ta=1, 
R'(a2+b2)=1, 


eee 


即  k=i rr (GD 二 0)。 
把 此 值 代入 加.@,.@ 式 ,得 


K 又 称 为 直线 的 法 线 式 方程 一 译注 


$1. 点 与 直线 (303) 


一- 


= a 
l 
| Va 


sina=+—+——, ( 同 取 正 号 或 同 取 负 号 ) 


把 上 列 各 式 代 入 四 式 ， 便 得 
ax+by+c _ 

“ ZE ° | O 
注意 ”如 象 在 【定理 ]26 的 注意 事项 中 所 述 的 那样 ， 当 直线 不 通过 原点 
时 ， 若 规定 p>0， 则 对 于 @@@ 有 Rec<0, 因此 与 ec 异 号 .从 而 , 标准 形 可 写 
成 下 列 形式 


b . 
| aS =0 (其 中 e=1,ec<0). 


另外 ， 当 直线 通过 原点 时 ，p 二 0， 此 时 通常 规定 g 的 正方 向 使 Z£ DE 
理 】26 中 的 角 a #ñ E 0 =< a< x. 
【定理 】28. 假设 直线 1 用 准 标 形 表示 成 xcos a 十 ysin a=p，, I g 是 通过 
原点 0 且 垂 直 于 1 的 直线 ， 现 规定 g 的 正方 向 使 p 写 0. 由 一 点 AG, Yo) 
EIER, EENH. Xit, 平行 于 8g 的 有 向 距离 HA 用 下 式 给 定 

HA=XxXocos ai+yosin a—p. 

证 明 ”如 图 7-40 所 示 , 通过 点 4 作 半 行 于 1 的 直线 化 , 若 g 与 1 天 的 交点 
yB] EG. A, M) 0G=p. 


e@. 
t. 
“ 
s4 


图 7-40 


根据 【定理 ?26， 刀 的 方程 式 可 写 为 
w çosa+ysina—q=0, 
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由 于 4 位 于 1 上， 故 有 


Xocos a+yosin X 一 4 一 0， 
O04A’:=4qd=xocos atyosin a, 
HA=G/A:=0A’—0G 
= x cosa+yosina-p. 口 
注意 HA 是 有 向 距离 。 不 一定 为 正 . 
【 系 】1。 点 4(xo ,0) 与 标准 形 直线 x cos a+y sin a=p 之 间 的 距离 等 
于 {fxweos wa 十 yosin c 一 D | ， 
RIZ. 5 4(x 9) 到 直线 apb o =o Atte, 
小 证 ”根据 [定理]27， 把 ax 十 by 十 c=0 变形 成 标准 形 ， 再 应 用 【 系 ]1， 便 
得 证 。 0 
例题 ARZA A《x1,y1)、B(X2,y;)、C(%s,73) 为 顶点 的 三 角形 的 面积 
S. | 
解 如 图 7-41 所 示 ， 由 4 向 直线 BC 作 Al, Y) 
HR EEX H. REEN ERA 
Csm) 0 一 72) 二 (一 yz) a) Bieno A Ctt 
ËB (y,—y:)x—(x;—x,)y+ (XY — Ena | 
x.y,|)=:0, q- 
从 而 ， 根 据 上 述 【 系 }2， 有 “as. 


Aa | (y: ya)xwi — (23 X;)y i + (Xsy2— 25) | 


~ (93—y2) + (Xs— x) 
= I m- yz) (x,— X2) — (Xs— x;)(y: —y:) I 
~ (93—Y2) + (Xs —x,)2 


又 根据 [定理 】7,BC=V (x, =X) + (yy ， 


一 


A 1 
S= > BC ° AH=-; (y,— Y2) (x,—x,)— (x3— x2) (y) — y2) ° 


”讨论 ”特别 地 若 兰 点 4, B,C 位 于 同一 直线 上 ， 则 S=0. 从 而 
| (2 一 ?2) (x1 — x1) — (x3— x) (yı =y) | =o. 
这 与 在 [定理]16 例题 1 的 讨论 2 中 所 得 的 结果 是 等 价 的 . 
【定义 }18. 线性 式 的 正 区 域 、 负 区 域 $ DGx,y)=ax 十 by 十 c, 满 足 Z(x， 
y) >0 的 点 的 集合 ， 叫 做 L(x,y) 的 正 区 域 ， 满 足 L(x,y)<0 的 点 的 集合 ， 


§ 1 .点 与 直线 (305) 


叫做 L(x,y) 的 负 区 域 . 

【定理 ]29. Ú LGx ,7) 一 ax 十 by 十 c(a,b 中 至 少 有 一 个 不 为 0) .平面 被 直线 
1:L(x,y) 二 0 所 分 成 的 两 部 分 中 ， 一 个 是 工 (x,?) 的 正 区 域 ， 另 一 个 是 世 
(x,y) 的 负 区 域 . 

证 明 如 图 7-42 所 示 ， 设 g 是 与 1 相交 的 任意 有 向 直线 , 若 在 g 上 任 取 三 
个 不 同 的 点 Pi(xi ,》1) 、P2:(x?，?2)、Ps(xs,y3)， 则 出 【定理 】16 后 面 的 例 RA 
3， 有 可 知 


P: UD 
(X; 15) 


7-42 
aia x + Ax; 
3 1 十 1 , 
_ _yr+4y; 
Yy 1 十 1 , 


这 时 ， 若 P: 位 于 线段 P.P, E, HU) 4>0; 若 PATRE PP 外 ， 则 4<0， 


x + Àx + Ay 
L(xs,y;3)=a i LA e 


(ax, +byi +c) --A(ax,+by;+ c) 
1 十 4 


一 一 


2 L(xi,yi) + AL(X; ,y,) 
1 十 4 


3 P, 2 F 1 E, MJ L(x,,y,)=0, BE L(xi,yi)=—AL(a:,y:). 
当 P, ,P: 不 在 1 上 时 ， 有 了 工 (xi,yi) 反 0， 工 (xz,y2) 六 0， 

# Pi,P; 位 于 1 的 两 侧 ， 则 4>0， 因 此 Lx) 工 (xz,yz) 异 号 。 
车 Pi, P; 位 于 ;的 同 侧 ， 则 A<, BRE LC, Y), L 72) 同 号 ， 
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也 就 是 说 ，L(x,y) 忆 直线 1 为 界线 ， 一 侧 为 正 ， 另 一 侧 为 负 ， O 
例题 1， 由 等 腰 三 角形 ABC 的 底 边 BC 上 任意 一 点 P， 作 其 他 两边 AB, 
AC 的 垂 线 ， 设 垂 足 分 别 为 H ,K ,试用 坐标 法 证 明 PH 十 PK 为 定 值 . - 
证 了 明 ”如 图 7-43 所 示 ， 设 BC 边 的 中 点 为 0， 则 4O0-LBC. 建 立 以 直线 BC 
为 x 轴 ， 直 线 04 为 ? 轴 的 直角 坐标 系 .在 图 中 ， 若 令 BC=2a，0A=b， 
则 各 顶点 的 坐标 为 4(o,b) ,B( 一 a,o) ,C(a,o). 

根据 【定理 116 的 例题 2 知 ， 直 线 AB. AC 的 方程 分 别 是 


x y 
— + b -l, 
i AEE 
即 bx—ay+ab=0, bx+ay—ab=0, 
# P 点 的 坐标 为 (x1,0) , 则 由 【定理 ]28 J [Z ]2 有 
[bxi+ab | _ [bx1—ab| 


PH= 


bta ° Ppa 
对 于 bx—ay+ab, $S x=0, y=0, Mj b: 0 一 a .0 十 ob 一 ab>0. 
XF bx+ay—ab, 2: x=0, y=0, Mb -0+a-0—ab=—ab<0. 
因此 ， 关 于 直线 4B， 原 点 一 侧 是 bx 一 ay 十 ab 的 正 区 域 .关于 直线 AC, 原 
点 一 侧 是 bx 十 ay 一 ab 的 负 区 域 . 
由 于 P 点 对 4B、4C 都 是 在 康 点 一 人 出， 因此 有 
bx,—a ' 0+ab=bx,;--ab>0, 
bxi+a -0 —ab=bx;,—ab<0, 
bx,+ab bx, —ab 
Jopa Aem Apo". 


<| PH= 
2ab , 
BD PHTPRS JAI 


这 是 与 点 P 了 的 x 坐标 x, 无 关 的 常数 ， 
例题 2， 试 求 两 条 直线 :2x 一 3y 十 4==0，, 12ix 十 2y 一 6 二 0 的 夹 角 的 平 分 线 
的 方程 。 | 
解 ” 如 图 7-44 所 示 ,两 条 直线 夹 角 的 平分 线 是 距 此 二 直线 等 距离 的 点 的 轨 
迹 ， 因 而 ， 所 求 的 方程 是 

12x 一 3? 十 4| _ [x+2y—6)| | 

Via 一 JP Q 


81, 55 直线 (307) 


B(~4,0) OIPG: 0) Ceao) 


图 7-43 图 7-44 

对 于 Wi2x 一 3y 十 4， 若 令 x=0,y=0 , 则 得 2.0 一 3 . 0+4=42>0._ 

对 于 1:x 十 2? 一 6 , 若 令 x 二 0，y==0, 则 得 0 二 2. 0--6 二 一 6 过 0.， 
因此 ， 关 于 直线 五 ， 原 点 一 侧 是 2x 一 3y 十 4 的 正 区 域 , 关于 直线 原点 -一 
侧 是 x 十 2y 一 6 HAXE. i 

从 而 ， 在 图 上 的 两 条 平分 线 中 ， 对 于 gl: 上 的 点 (x,?)，2x 一 3? 十 4 
x+2y—6 是 同 号 的 ,因此 根据 @ 式 , 其 方程 是 

2x—3y+4 _ x 十 2y 一 6 

O MIS VDT 

ÀI — OVE- s X35 + 2 15 )y+(AV S + 6. 15) 


=20 
同样 地 ， gz 的 方程 是 
..  2x—3y+4 _ _ x+2y—6_ 
1 ia MES SE” YS 
即 2⁄5 + 13 )x 一 (3wV5 一 2wW 13 y+(4V 5~6V 13 2 
一 (0 . 


讨论 一 般 地 ， 当 两 条 直线 ax+by+ci=0,a,x+b,y+e/=0 相交 于 一 点 
时 ;, 它 的 交角 的 平分 线 的 方程 是 
` lax+by+oí _ | azx+b:y +02] 
Vaitb: Was 十 D3 
例题 3。 试用 坐标 法 证 明 ， 三 角形 三 个 顶 角 的 平分 线 交 于 一 点 . 
证 明 如 图 7-45 所 示 ， 设 三 角形 为 ABC, 在 此 三 角形 内 部 取 定 原点 建立 
直角 坐标 系 ， 把 三 边 的 方程 用 标准 形 表示 如 下 ， 
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AB: L =x cos aty sina—p= =0(p>0), 
BC:L;=x cos +y sin B—q=0(qa>0), 
CAL;= xcos y +y sin y-r=0(r>9,), 

对 于 LI， 车 令 x=0 ,y= 二 0， 则 变 为 一 
p(<0) ,因此 关于 AB, RAME L tO tA 
区 域 .同样 地 ， 关 于 BC, 原点 一 侧 是 L, 的 
负 区 域 .关于 C4 ,原点 一 侧 是 Ls; 的 负 区 域 ， 
也 就 是 说 ,在 A ABC WY, Li, La, L; E 
=E. 从 而 ， 由 【定理 ]28, 角 A 的 平分 线 方程 是 

x cosa+y sina—p=X cosy+y siny—r, 
即 Lbs™=0., 
同样 ; -f B. C 的 平分 线 的 方程 分 别 古 
L,— L =0,L;—L;=0., 

因为 


(L,—L,) +(L,—L,) +(L,—L,)Z0, 
所 以 ,根据 [定理 ]24 的 【 系 12 ,这 三 条 直线 交 于 一 所。 c] 
kW 这里， 相当 于 【 系 ]2 中 isus 的 情形 . 和 


18 两 条 直线 的 交角 


【定理 ]30. 若 令 0 是 从 直线 giiy=m x+n 的 正方 向 到 直线 g,1y=m;x--n: 
的 正方 向 的 角 ， 则 


m 
tg 0 一 2 一 


1 z 
其 中 所 谓 直线 的 正方 向 , 即 是 【定义 }14 中 所 规定 的 方向 ，; ,又 当 14+-mim;=0 
N 3 =Z. 


证 明 如 图 7-46 PEZ, # as a, 分 别 
为 gg3 的 方向 角 ， 则 由 【定理 】15 ， 
tga=mi,tg a;=məs. 
一 般 地 ， 车 用 记号 人 (11,12) 表 示 从 有 
向 直线 LIEPAJA HÉR 妃 的 正方 向 
的 角 ， 则 有 图 7-46 
a. L8182)= (Ox ,g:)— (0x81), 


.. 0=a,—a,, 


SLA JER (309) 


tgar tga 
l+ tga:tgaı 


tg 0=tgle:—a:)= 


E aE 口 
1+m,m; ° 


注意 “tg 下 或 tg (CIERRE, BATHE, 常常 也 把 它 叫做 天 


穷 大 (用 记号 w), 如 果 tg 0=” 且 9= 也 或 一 二， 通常 为 了 方便 ， 就 约定 
BE0,A=0. s 

讨论 ”根据 {定理}30， 为 了 使 gl，8g: 平行 ， 即 是 要 0=0， 故 m= 二 m1 是 充 
分 必要 条 件 ; 为 了 gi:-Lg:， 即 要 0= 故 条 件 1 mim =0 ai 分 必要 的 
《参看 { 定 理 119.20). | 
【 系 】 2 0 是 从 直线 gl:aix 十 by 十 ci 一 0 的 正方 向 到 直线 gz: extbyt 

cs=0 的 正方 向 的 夹 角 ， 则 有 | 


ab; — a:b; 
aa; +b,b: ° 
证 明 Raa 分 别 是 81,82 的 方向 角 。 
(i) žb: 0,b:&0 时 ,g1:y 二 一 x x— “t giy=- x 
1 bi b: b; ° 
因此 ， 应 用 【定理 130， 得 | 


tg 0 一 


a 2) | 

= o b’ \ b s ab; —a;bi : 

i ha nA) 0102 十 blbz © 

b /\ b; | E 

T 党 rw 

因此 b=a; 一 z， Ea m y 
a PEREA -AAEN 1 b; | 2 
- tg 0=— tea, nE y = q: r š 
b; 


这 可 在 @ 式 中 令 b 二 0 得 到 ， 

(iii) ï b0, b;=0 时 ,与 (ii) 同样 地 ， 可 在 @ 式 中 令 b=0 得 到 . 

(iv) 234.bi=0,b;,=0 时， 由 于 a1 六 :0 ,0; 守 0 ,81,8z 都 平行 于 y 轴 ， 从 而 . 

0=0. š 
好 0 一 0 
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这 可 在 电 式 中 令 b,=0 ,b,=0 48 Fl. 
通过 上 述 全 部 情形 的 分 析 可 知 ，@ 式 成 立 . “Ll 
讨论 与 【定理 ]30 后 面 的 讨论 同样 地 考虑 ， 可 再 一 次 得 到 【定理 }21.23 的 
结果 ， I 
EBr FITR E a,b;—a.bi=0, 
2 ` gi L gz tE a,a;+bb.=0. 
š 2. MOHE 
21; 加 的 方程 
【定义 }]1， 加、 圆心 、 半 径 到 一 个 让 上 的 中 证 的 上 的 过 叶 估 加 | 
这 俱 定 点 叫做 圆心 .这 个 定 距 离 叫 做 半径 。 
(E8). 以 点 (a,b) 为 圆心 ，? 为 半径 (? 
>0) 的 园 的 方程 是 
(x—a)!'+ (y—b)2= 2, 
证 明 如 图 7-47 所 示 , 设 圆心 为 6， 则 满 
ERFA P 的 轨迹 是 贺 . 
o CP=y © 
若 令 P 的 坐标 为 (x,?) , 则 由 § 1.【 定 Rra 
理 】7， 可 把 四 改写 成 
~ (x-a) + (y-b} =v. 
由 于 两 端 都 非 负 ， 故 与 两 端 平方 后 的 式 子 等 价 


-~ (a) + (yb. aa E 
(RI 以 原点 为 圆心 、 y 为 半径 的 贺 的 方程 是 x? 十 =y?。 
ZA 在 上 述 定理 中 ， 令 a=0，b=0 便 得 证 。 i | n 


注意 ”这 个 结果 与 § 1.【 定 理 }12 Ha 3 中 所 得 的 绩 条 相同 ， 
【 定 通 】]2， 圆 的 方程 具有 下 列 形式 
xX2 十 只 十 4xX 十 By 十 C 一 0. ; @ 
反之 ， 方 程 @ 在 442 十 B 一 4C>0 时 表示 贺 ， 
在 全 十 了 一 4C=0 时 表示 一 点 ， 
在 42 十 B2 一 4C<0 时 不 表示 图 形 ， 
证 明 若 令 (a,b) 为 圆心 ，? 为 半径 ， 则 圆 的 方程 为 
(x 一 9) 十 (7 一 b) =°, 


8 1. 圆 的 方程 (311) 
把 上 式 变形 得 
x 十 》 一 20X -2by+ (a 十 b 一 ) 一 0， 
再 令 —2a=A, —2b=B, 2+b'—y2=c , 便 得 @ 式 ， 
反之 , 当 给 定 @ 式 时 ， 把 它 变 形 得 a 


An f BY 1 ， m 
(++) = z +B), @ 
当 A? 十 B: 一 4C>0 时 ， 由 @ 式 得 


Ay B\? /Vv .42 十 形 一 4C N2 


显然 上 式 表示 加 心 为 (一 竹 , 一 乒 )， 半 径 为 全 8 一 4C 的 加， 


当 4? 十 B? 一 4C 二 0 h, KORY 


(z+) +(?+ C+a)™ 
满足 上 式 的 实数 x,y 只 有 x 一 一 手 ,y 一 一 此 ,因而 天 示 一 点 (一 委 ， 一 旦 ) 
当 4 十 B? 一 4C<0 时 , 因 @ 式 左 端 为 正 或 0, 而 右 端 是 负 的 ， 故 这 时 满 
尼 @ 式 的 实数 <, y 不 存在 .从 而 @ 式 不 表示 图 形 . m 
【定义 }2， 点 下. 虚 较 “方程 x: 十 % 十 Ax+By+C=0 在 42 十 B: 一 4C=0 或 
.42 十 B2 一 4C<0 的 情形 下 ， 不 表示 圆 ， 但 为 了 方 便 起 见 , 有 了 时 把 前 一 种 情 
形 叫 做 点 贺 ， 后 一 种 情形 叫做 虚 贺 . | 
[Ñ] x, y 的 方程 1(x,y) =0 RRES EMRS AER 件 是 
下 列 各 条 件 同 时 成 立 ， 
(1) f(x,y)==0 是 x,y 的 二 次 方程 ， 
. (2) f(x,y) 中 x? 的 系数 等 于 y? 的 系数 ，( 寺 0); 
(3) xy 的 系数 等 于 零 ， 
证 明 ”根据 [定理 ]2， 圆 的 方程 满足 (1).(2)、(3) 条 . 
“反之 , 满足 (1)、(2)、(3) 条 的 x,y 的 二 次 方程 1(x,y) =0 可 表示 为 
ax 十 ay 十 bx 十 cy 十 4 二 0(4 寺 ))， = 
由 于 ao 所 0， 故 两 端 可 用 a 相 除 ， 写 成 ` 


十 > 十 Say + S=. 
根据 [定理 ]2， 这 修 方 程式 表示 圆 (包括 点 圆 ， 虚 圆 )， E 


— 
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2.2 加 与 直线 
【定理 】3 图 与 直线 的 公共 点 的 个 数 最 多 是 两 个 。 
证 明 咒 与 直线 的 方程 ， 可 分 别 表示 成 下 列 形式 ; 


x 十 》 十 4x 十 By 十 C 一 0， Q) 
ax+by+c=0 (a,b 中 至 少 有 一 个 不 是 0)， ©) 
PAKARAKA, Gy AIK yh, ORX RAA 
Gi) 当 b 寺 9 8, BOS 
y= 一 了 * 一 也 ， @ 
把 四 代入 @ 得 
(2x2) + Ax+B( ~ 2x )+C=0, 
《a2 十 b2)x2 十 (2ac 十 b2.4 一 abB)x 十 (c2 一 bcB 十 bz2C) 一 0。 © 


对 于 由 此 得 到 的 一 个 根 x 的 值 ， 把 它 代 入 @@ 式 , 可 得 到 y 的 对 应 的 一 
个 值 ,而 且 ， 若 x 是 实数 ， 则 y 也 是 实数 ，x 是 虚数 ，y 也 是 虚数 . 从 而 ， 

相交 线 的 实 交点 的 个 数 ， 等 于 由 @ 所 得 到 的 实 根 x 的 个 数 、 
m 因为 a,b 中 至 少 有 一 个 不 为 0， 故 有 二 太太 0。 从 而 @ 式 是 x 的 二 次 
方程 , 实 根 的 个 效 至 多 是 两 个 . 

(ii) 当 b=0 时 ， 由 @ 知 a 于 909， 因而 


xm 一人。 = @ 
将 上 式 代 入 @ 式 得 
Ce 3 C 
=) ty ba -5 )+By+c=o, 
a2y2 十 ao2By 十 (c: 一 ac4 -azC) 一 0， 


册 @ 式 知 * 是 实数 .又 因 ozs 0， 故 @ 式 是 y 的 二 次 方程 式 ， 

议 下 ， 与 前 面 同样 考虑 ， 可 知 加 与 直线 的 公共 点 至 多 是 两 个 。 ” 口 
【定义 35。 曙 的 切线 、 切 点 ” 当 贺 与 直线 仅仅 有 -公共 点 重合 的 两 点 ) 时 ， 
这 条 直线 叫 圆 的 切线 ， 公 共 点 叫做 切 点 ， 

【定理 4， 四 与 直线 相 切 的 充分 必要 条 件 是 ， 轩 和 直线 的 联 立 方程 组 具有 
重 根 ,而 且 这 个 ( 重 ) 根 给 出 了 切 点 的 坐标 . | 
证 明 ”正如 在 [定理 }3 的 证 明 中 所 看 到 的 ， 由 加 与 直线 的 联 立 方程 可 得 到 、 


Pd 


$ 2. 贺 的 方程 《313) 


一 


一 个 一 元 二 次 方程 .从 而 ， 圆 与 直线 相 切 就 相当 于 此 二 次 方程 具有 重 根 . 口 
讨论 综合 以 上 分 析 ， 可 写 出 下 列 等 价 关系 ， 
不 同 的 两 个 实 根 二 二 在 不 同 的 两 点 相交 ;， 


E <> WH; 

虚 只 一 到 没有 公共 点 。 l 
(3815. Ax +y =r’ © 
的 切线 方程 ， 


0) 当 斜 率 为 m 时 ,是 y=mxViTmir? 


(2) 当 平 行 于 y 轴 时 ,是 x= 土 r. 
证 明 如 图 7-48 所 示 . 
(1) ,斜率 为 mm 的 直线 的 方程 可 写成 
y=mx-+n. @ 
把 @ 代 入 @ 得 
z$ (mxn) =r, 
Myall {m +n (m —r2)=0.G@ 
@ 是 @ 的 切线 的 充分 必要 条 件 是 ，@ 县 有 重 根 ， 从 而 图 7-48 
(mn)!2— (1+m?)(n°—r2)=0, 
n2 一 (1 十 mi2)r2， E n=-+ /1+m'r. . 


把 上 式 代入 @ 式 ， 得 
e y=mx+ Vitm r. 

O) FOTY MANR, TS E S ， 
ERR, > x=k, T a So š Ss © 
EORAO, 得 ysr i, CAE o 
ST LA BAR, 须 有 | i) 
Gaco m= ` ktr _ vx; u 
反目 述 结果 代入 @ 便 得 i An 

x= +r, $ [ 
TES]. iE x+y :一 上 的 -点 PG) INA Q. pA 
xyx+yiy= r°, | | G i 
证 明 如 图 7-49 所 示 . HP 点 位 于 加 Ç 
一 


© O 


i 煞 有 š ' x. y 2 = r2 


(314) PEE 图 形 与 方程 


mm ~ ——  .—— 一 ev 


£i) 通过 P 点 不 平行 于 y 轴 的 直线 ， 若 其 斜率 为. m, 则 其 方程 为 
y—yi=m(x—x';). © 
由 图 得  y=mx+(yı—mx,). 
参看 【定理 35 的 证 明 可 知 ， 上 式 为 圆 @ 的 切线 ， 其 充分 必要 的 条 件 是 
(y, mx) = (1 +m°)r°.. 
.把 @@ 代 入 上 式 得 
(0 mx)i=(+m)G@4+yD, 
a: m°y1+2 mx iyi x 1=0, [F (my, +x,)?=0. 
myi= —X1. EO, 
RA po D x=. 但 它 不 满足 四 式 . 因 而 7*0, REOR 
I = 一 六 
T 
把 上 式 代入 加 > 得 


对 


r: sei x - 
1 


xx tyy =x +y. 


再 一 次 应 用 @， 便 得 R 736 2 1 
XIX 十 13 一 六 @ 
Cii) 34383 P 点 的 切线 平行 于 y 轴 时 ， 根据 [定理 】5 可 知 ， 其 方程 是 
YX 一 土 r. 从 而 ， 切 点 变 为 ( 士 r，0) . 

> BZEZAQ@:Ih, #9x= tr, y,=0, 则 可 得 x 一 二 7， 因此 ， 在 这 种 情 
形 下 ， 切 线 方程 也 可 以 看 作 是 人 @@ 式 . -0 

[R] 贺 的 切线 垂直 于 通过 切 点 的 半径 ， 
证 明 ”如 图 7-50 所 示 ， 以 圆心 为 原点 JE b Pe 
Gn 系 ， 设 加 的 半径 为 +， 则 此 加 的 方程 变 为 下 R 


VN 十 二 
N 


x 设 p(x，?) 息 四 上 任意 一 点 ， 则 报 据 【 定 
理 】6 知 ， 过 P 点 的 切线 的 方程 是 
xix+yiy=r°?.. ' (D 
又 因 过 P 点 的 半径 是 连结 也 点 和 原点 的 直 
图 7-50 线 ,所 以 根据 $ 1.【 定 理 116 的 例题 ,得 . 


$ 2. 圆 的 方程 (315) 


yx—xiy=0, @ 
根据 $ 1.【 定 理 ]23， 两 直线 @@、@ 满 足 正 交 条 件 
xyi +y (—x:)=0, 
所 以 ， 贺 的 切线 垂直 于 肖 过 切 点 的 的 半径 . 口 
注意 ”由 这 个 性 质 ， 切 线 也 可 以 定义 成 : “ 圆 的 切线 是 通过 贸 上 一 点 mE 
直 于 过 此 点 的 半径 的 直线 .” 
讨论 根据 上 述 讨 论 ， 得 出 下 列 结果 ，; 
圆 和 直线 相 切 大 王国 心 和 直线 的 距离 等 于 圆 的 半径 
例题 ”从 图 x 十 十 Ax 十 By 十 C=0 外 一 点 P(xi,yi) 作 此 圆 的 切线 ， 设 切 
MA Q AR P 的 长 度 ， 
解 ” 如 图 7-51 所 示 ， 由 x? 十 y? 十 4x 十 By 十 C= 二 0， 可 得 


A\? BN A:+B’:—4C 
(<+) +(? 十 到 == 


Aie, EEAO K, UKAE iry 


(-4, -F jpg taae 根据 上 面 
BLAJ, ZPQOK=90° ,所 以 由 勾 股 定理 得 
. PQ'= PK2:— p 
3 :十 B: 一 ei 


=x] + yit Ax + By, +C, 
^ PQO=V x} + yi Axi +By, +C . 


【定义 1]4. WE, MR ITAK +y=7 和 点 Py), PRR p 
xix 十 917 一 72. 直 线 p 叫 做 P 点 关于 圆 的 极 线 ,反之 ，P 叫做 此 直线 p 的 极 
Ñ. 
注意 1: 当 了 点 位 于 阅 上 时 ，P 的 极 线 是 通过 了 点 的 切线 ， 也 就 是 说 ， më 
是 极 线 的 特殊 情形 . 

(2) 当 P 点 是 原点 时 ， 因 x1=y1==0， Kartor TEREA. 也 
就 是 说 ， 贺 心 关 于 该 圆 无 极 线 ， 
例题 试 求 直线 ox 十 by 十 c= 0(c 立 0) 关 于 圆 x2 十 2 二 ?的 极点 的 坐标 ， 
解 ” 设 (Xi,y1) 为 极点 ， 则 由 【定义 1]4 可 知 ， 此 点 的 极 线 是 

XX 二 +y1y 二?" | .: | N 


(318) 第 七 章 ”图 形 与 方程 
这 应 和 所 给 出 的 直线 重合 ， has 【定理 ]22 有 


a b © ° 
ar by 
xmw—- /i 


“2 = N 
也 就 是 说 ， 所 求 的 极点 是 { 一 2 ， 一 一). 


【定理 ]7. 对 于 一 个 圆 ， 若 P 点 的 极 线 p 通过 @ 点 ， 则 @ 点 的 极 线 gq 通 过 
PÄ. 
证 明 如 图 7-52 所 示 ， RAUD EK x +y =r P O 的 坐标 分 别 为 (xi， 
y.), (x;,ya).' I 
P 点 的 极 线 是 xx 十 yy 一 了， 因为 按 题 设 它 通过 @ 点 ， 故 有 

RX tI: =T". 
上 式 表 未 了 点 又 位 于 Q 点 的 极 线 xsx 十 ysy=7? 上 ， 口 
【 系 】。 通 过 一 俱 定 点 P 的 直线 ， 其 极点 的 轨迹 是 P 的 极 线 ， 
证 明 如 图 7-53 所 示 ， 设 4 为 通过 了 P 点 的 任意 直线 ,q 的 极点 为 9, 则 @ 的 
极 线 是 q, P 点 位 于 此 直线 上 ,根据 [定理 ] 7 可 知 ，Q8 位 于 P 的 极 线 p 
`D; i 


图 7-52 图 7-53 


也 就 是 说 ， 适 合 条 件 的 任意 的 点 都 位 于 p 上 。 

“ 皮 之 ,车 令 9 为 p 上 的 任意 一 点 ， 它 的 极 线 为 qg， 则 @ 位 于 了 的 极 线 

乡 上 ,有 从 而 ， 由 [定理 7 可 知 ，P 位 于 8 的 极 线 q 上 ， 亦 即 Q 适合 条 件 . ” 
根据 以 上 所 述 得 到 结论 ， 通 过 P 点 的 直线 ， 其 极点 的 轨迹 是 P 的 极 
R. O 
【定理 ]8， 扫 点 了 向 圆 +y =r RR, ARRANA 


§ 2. 因 的 方程 (312) 


— 


是 P 的 极 线 ， 
Pe 如 图 7-54 所 示 ， 设 了 BIRI, Y), 两 切 所 为 Q(x;,y2) ,R(x3， 

?3) 。 

KAZ Q 点 的 切线 方程 式 是 xx +y,y=*+`*, A P 位 于 此 切线 上 ， 故 有 

XX HY ET. 

这 表示 Q 点 位 于 PP 的 极 线 xix+yyy=x'`_k, 

也 就 是 说 ，P 的 极 线 通 过 8 点 .同样 ，P IRRE R 点 。 

由 于 @.R 是 不 同 的 两 点 ， 故 直线 QR EP 的 极 线 ， C 
【 系 】 通过 圆 内 一 点 P 的 弦 的 两 端 作 圆 的 切线 ,其 交点 的 轨迹 是 PHR. 
证 明 如 图 7-55 所 示 . 根 据 【 定 理 】8 可 知 , 在 过 P 点 的 弦 的 两 端 作 的 切线 ， 
其 交点 是 此 弦 的 极点 . 从而， 根据 【 定 理 ]7? 的 { 系 ] 知 ， 这 样 的 极点 的 轨迹 是 
P 的 极 线 . C 


P Ox:y1i) Qla) í 


ÉI 7-54 图 7-55 


2, 3858 5IB SRI SAREAN 


DERIS: EA Kx, y)=xL +y + Ax+By-+C=0 SAR L(x, y)=ax -by 
+à=0 RAMAZA, WYE K-AL=0(A 是 常数 ) 在 适当 选择 4 时， 表 
示 通 过 这 两 个 交点 的 任 臣 的 圆 . 
证 明 ”如 图 7-56 所 示 ， 因 为 
` K(x,y)-+ AL(x y) =x +y" 
+(A+ÀAa)x+ (B+ ÀAb)y 
十 (C 十 4c)， | 
所 以 根据 {定理 ]2 的 [ 系 】 DKHA L=0 表 
mA. 
- Elay RAMMER 482273, HHJ 
K(x,,y:)=0, L(x,,yi) =0 


L=0 


(318) 第 七 章 图 形 与 方程 
同时 成 立 , 因 而 ， 不 论 4 值 如 何 变化 ， 都 有 
K(x,,y,) +å L(x,,y,) =0. 

PERRERA K+AL=0 通过 点 (x1 ,yi)。 
图样 地 ， 此 圆 也 通过 圆 K=0 和 直线 工 =0 的 另 一 个 交点 。 
其 次 ， 菩 令 点 (xs,y3) 是 不 在 直线 工 =0 上 的 任意 一 点 ; 则 有 L(xs ,ys ) 


ae0. 
如 果 选 择 常数 4 使 


Klea Y) +ALGa,y)=0, 即 a= O MAMIK HAL 
=0 表示 通过 原来 的 l K=0 和 直线 L=0 的 两 交点 以 及 点 (xs ,ys) 的 加 
= 


【定义 ]5， 两 回 相 切 ”车 两 个 加 有 -- “个 公共 点 ， 则 称 这 两 个 圆 相 切 . 
pe 若 圆 K 竺 交 十 十 Ax 十 By 十 C=0 与 直线 1L 守 ax 二 by 二 c=0 相 
， 则 方程 十 和 =0 在 适当 选择 常数 4 时 ,可 表示 在 此 切 点 与 圆 收 =0 相 
E | 
证 明 ”与 【定理 19 的 情形 同样 ， 方 程 K 十 4 工 =0 表示 一 个 圆 。 此 圆通 过 四 
K=0 和 直线 工 =0 的 公共 点 (现在 即 切 点 )， 
假设 圆 开 三 0 的 圆心 为 C1,， 半 径 为 7,， 贺 K+ À L=0 的 图 心 为 Cs, 半 
径 为 加 (图 7-57)， 则 参照 【定理 32 及 【定理 ]9， 有 


A B\ . 
ci( -全 闪 7) ri 


2L RÌ AF. 
tc 


Ty  SYA0 
Ol | 
T gaa (A+ 4a)? +(B+40)?—4(C+A0) ` MTT 
g] J ATA Lo sm y 


= | AE —4Ct2( As Eb- 2) + 1 (ata 


HFEA K=0 和 直线 L=0 相 切 ， 所 以 由 Cı 向 直线 ETY FENER, 
其 长 度 等 于 Ti ZH S 1.【 定 理 ]28 的 [ 系 ]2， 得 - 


”人 $2. 加 的 方程 (319) 


Ba a A +B. 一 4C 


° 


(Aa Ra a ea +b?) (A? Uni @ 
ara 是 从 C: 向 直线 L=0 所 作 的 垂 线 的 长 度 ， 则 
| Atia o BEAD yia o 
| V a +b : 
_ (Aa+Bb—2c+À(a +b) ° 
4(a2 十 b2 ) 


(Aat+Bb—2c) 十 2(40 十 了 一 -20X (+b (tb | 


4(a 十 b ) 
应 用 @ 式 ， 又 得 
1 £ +B -4C+2 4a 十 Bb 一 20)4 十 4 (a +b) 
=; — P s A di 


t=., 


=š. 

因而 d=vy,, BQ K+ÀL=0 与 直线 工 =0 相 切 .( 人 参看 [定理 ]6【 系 的 讨 
论 .) E i 
从 而 , A K=0 50 K+AL=0 在 同一 点 与 直线 L=0 相 切 ， 这 就 证 
明了 两 贺 相 切 . O 
【定理 11 . 设 两 个 图 K,(x,y)==x' +y? +A x-+Biy+C,=0, K(x, y) 
+y'+ 42x 十 By 十 C2 一 0 相交 于 两 点 .对 于 不 同时 为 零 的 常数 4,p ,方程 

AK,+ WuK,=0, 

(1) 当 / 十 As 时 ， 表示 通过 两 个 圆 交 点 的 贺 ， 

B). (2) 3 Apasa 了 时， 表示 通过 两 个 圆 交 点 的 直线 ( 即 公共 弦 所 在 的 直 


证 明 TOSS. PS FE] K =0, K,=0 的 一 个 交点 ， 则 
Ki(x1,Y1) =0, K.(x,,yi) 一 0 

同时 成 立 .从 而 ， 不 论 Aa BENT, REA, TANDE, DEAK 
pK,=0 所 表示 的 图 形 都 通过 点 (xl,yi)， 

同样 ， 这 图 形 也 通过 两 个 贸 的 另 一 个 交点 .其 次 ， 因 为 

1K1 十 ALK2 一 (4 十 /0(x2 十 ?2 十 (441 十 AL42)X 

| +(ABI-+uB;)y+ (AC + uC,;)=0, 

故 当 Atuk 时 ， 根 据 【 定 理 12 的 [ 系 ] 可 知 ， 它 表示 圆 ，。 
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当 4 十 4=0 时 ，2 夺 0. 这 时 
AK1+uKs=A(A1~— A.)x4+ A(B,—B;)y+A(C,—C,)=0, 
(Ai— A:)x+ (B,—B,)y + (Ci —C,)=0. 

车 A= JA, B,=B;, WJ BC PS DIB LU Sr, RU 3IS . 

从 而 ,A1 一 4,，B, 一 B: 中 至 少 有 一 个 不 为 0. 因此 AK + sK,=0 表示 两 
公共 弦 所 在 的 直线 . 口 
[X] EAN K Ex y + A+ Biy+C,= 0, KE y 十 42x 十 By 十 
C,=0 相交 于 两 点 .方程 

Ki 十 kKs 二 0 (k 是 常数 )， 

(1) 当 夺 一 1 时 ， 表 示 通 过 二 圆 交点 的 圆 . | 

(2) ï kR=—1 时 ， 表 示 通 过 二 圆 交点 的 直线 ( 即 公共 纺 所 左 的 直线 ) 
略 证 ”在 【定理 】11 pS is, =k DRE. 口 
【定义 1]6。 根 轴 ” 当 两 个 回 K,EEx2--y2+ Aix+B,iy+C,=0, K,=x°-+ y + 
Axx 十 By 十 C2 二 0 不 同心 时 ， 直 线 Kj 一 K;=0 叫做 两 个 圆 的 根 轴 . 
例题 ” 试 证 明 ， 相 离 的 两 个 赔 ， 其 根 轴 是 使 得 向 两 区 所 作 的 切线 长 度 相 等 


的 点 的 轨迹 ， 
证 明 如 图 7-58 所 示 ， 设 相 离 两 圆 的 方 
程 分 别 是 


x'+y'+ Ax+Biy+O,=0, 

xX +y +H Ax +BY +C. 
根据 [定理 】6 的 例题 可 知 ， 由 点 (Xi,》1) 向 
x o ” ”两 加 所 作 的 切线 , 其 长 度 分 别 为 

! ` ÉE 7-58 . V xt y+ Ax FB +C , 
V x1+ yi+ Axi + By) +C; 。 
AR, 使 两 者 相等 的 点 的 轨迹 方程 ， 以 (x1,91) 作 流动 坐标 使 是 
m o A REF y F Ax t By ic = REF y+ Aw TB yi. 
因为 两 端 都 非 负 ， 故 平方 后 等 价 .再 有 ,如 果 把 流动 坐标 变换 为 《x ,?)， 


则 得 
2 Spa na x2-+y2+ Ax+B,y+Ci= xX +y + Ax +B,y-+G,. | | 
UB Bln 839. | R. 


$3. 二 次 山 线 (321) 


$3. 二 次 曲线 


š°1 . 抛物 线 . 禄 圆 . 双 曲 线 的 方程 
【定义 1. 抛物 线 及 其 焦点 . 准 线 . 轴 . 顶 点 如 图 7-59 所 示 ， 平面 内 到 一 个 定 
点 和 不 通过 那 点 的 一 条 定 直线 的 距离 相等 的 动 点 的 轨迹 ,叫做 抛物 线 . 此 定 
点 叫做 抛物 线 的 焦点 , 定 直线 叫做 抛物 线 的 准 线 .通过 焦点 而 垂直 于 惟 线 的 
直线 叫做 抛物 线 的 主轴 (或 简称 轴 ). 轴 和 抛物 线 的 交点 叫做 抛物 线 的 顶点 *… 
(EMI. 设 抛物 线 的 轴 为 x 轴 , 顶点 为 直角 坐标 轴 的 原点 ， 焦 点 的 坐标 为 
(p ,0)《p 地 0)， 则 此 抛物 线 的 方程 是 
y =4px, 

RA 仍 如 图 7-59 所 示 , 准 线 与 轴 垂 直 . 又 因 顶 点 是 抛物 线 上 的 点 ,所 以 原 
点 是 距 焦 点 和 准 线 的 距离 相等 的 点 ,因而 ， 准 线 的 方程 是 x= 一 p. 

设 焦点 为 F， 由 平面 上 的 一 点 了 向 准 线 作 牌 线 ， 垂 足 为 可， 这 时 满足 
dH = PF 的 点 P， 其 轨迹 是 抛物 线 ， 


网 7-59 
ië P 的 坐标 为 (x ,y) , 则 
PH= x—(—p)|=|x+pl, 
PF 一 W œp +y , 
因而 。 抛物线 的 方程 是 
\x+pl =v (x—p)} +y 。 
由 于 两 端 都 非 负 ， 故 此 方程 与 两 端 平 方 后 的 方程 等 价 ,因而 
(x+p):=(x~—p)+y’, 
“y=4pxX. B 
【 系 11. 方程 y=4px(p 诗 0) 表示 以 * A, AORE A HRS 
一 了 为 准 线 的 抛物 线 ， 


` 


第 七 章 图 形 与 方程 

(RN. 方程 x? mapy OFER y Sh 558, 点 (0 ,PD) 为 焦点 ， 直线 y= 
一 了 为 准 线 的 抛物 线 ， 

RE 与 【 系 】! 的 情形 交换 x,y 即 得 . = 
【定义 ]2。 椭 加 及 其 焦点 .长 轴 . 短 轴 . 项 点 ”如 图 7-60 所 示 ， 平 面 内 到 两 
个 定点 的 距离 之 和 为 常数 的 动 点 的 轨迹 ， 叫 做 椭圆 ， 此 二 定点 叫做 椭 贺 的 
焦点 ;通过 两 焦点 的 直线 被 椭圆 截 下 的 线 侦 叫做 长 轴 ; 通 过 长 轴 中 点 而 垂直 


于 长 灿 的 直线 被 梢 圆规 下 的 线 跋 叫做 得 袖 ， 长 、 短 轴 的 端点 ， 站 做 椭 贺 的 
MA. e 


【定理 12， 在 图 7-61 的 坐标 系 下 ， 焦 点 为 P(e ,0) FE (—c,0), 长 轴 之 长 为 
20( 显 然 a>c>0) 的 椭 园 ， 其 方程 为 


(322) 


— — rrn- 


图 7-60 图 7-61 


PF + PF° = % $x 
其 中 bt=at—c', b2>0. 


证 明 设 P(x,y) 是 椭圆 上 的 任意 一 点 ， 则 有 
PF = vlae) ty , PF°'= / (tey tye 


因而 ER 
A (x—ce)’+y 十 MY (x+) +y? 一 20， © 
ON a 
“ITOH GH 0 
有 理化 分 母 ， 得 
A (x 一 C) 十 多 一 W (xte) ty _ è 
一 4CX 2a ’ 


x SDM 35 PKH, QBER xo, HOJA. 
一 评注 


$ 3 .二 次 曲线 


V Gayi Ato Ty = 全。 
HO, OR 

w Goity =a — Tx. 
两 端 平方 

(x 一 c)? 十 多 一 (a— $x}, 


2 
n c 
x*—20* 二 0 十 y* 二 ?一 20X 十 —I x, 


| a? 一 c2 , 
Bp a’ x +y =a c, 


HTa- MATS ae >0)， 于 是 得 


b? 
-matab 


+ 
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反之 ， 若 令 P(x ,?) 是 满足 @ 式 的 任意 一 点 ， 则 x,y W E QON. 


由 @ 式 知 ， 0 二 <a, -1<*<1. 
由 于 a>c>), 故 有 ”一 a<- = x<a, 


> —x>0. 
从 而 ， 若 取 @ 式 两 端的 正 的 平方 很 ， 便 得 图 式 。 
即 PF =a— Tx. 
又 在 @ 式 两 端 加 上 4cx ,得 到 

(xte) +y" =(a HEY, 


(324) 第 七 章 图 形 与 方程 
但 由 @@ 式 知 ， a+ x>0, 因而 ， 若 取 上 式 两 端的 正 的 平方 根 ， 则 得 


一 一 一 -一 一 


A (x+) +y 一 a 十 =x, 


Bp PF2=a+ Tx. @ 


HO, ORE 
PF + PF? =24. 


P 点 位 于 椭 网 上 . | 
根据 以 上 讨论 可 知 ， 这 个 椭 图 的 方程 是 @， 
PO Strma, I | 口 


【 系 )1. # 加 x= + y=1(a>b>0), 其 长 轴 位 于 x 轴 上 ， 长 度 为 24， 短 


轴 位 于 y HE, BA zb; 顶点 是 (a ,0) ,(—a,0), (0, b), (0, —b), 焦 
点 是 (Va 一 b: 0),(—Va:—b: , 0). 


器 证 根据 [定理 ]2, = /at—b: . U 
[8K]2. 椭圆 关于 连接 两 焦点 的 线段 的 中 点 是 中 心 对 称 的 ， ATKA 及 短 
轴 是 轴 对 称 的 ， 


路 证 ”如果 适当 地 选 定 坐 标 系 ， 则 椭圆 的 方程 可 写 为 


2 k. 
a + =1(a>b>0). 


” ”这 时 ,连结 两 焦点 线段 的 中 点 是 原点 ,长 轴 位 于 x 轴 上 ， 短 轴 位 于 ?y 轴 
上 ,车 (x,y) 是 椭圆 上 的 任意 一 点 ， ee (x, 一 7),( 一 x,y) 仍 然 
位 于 梯 贺 上. 因而， 椭圆 对 原点 、 . y 轴 都 是 对 称 的 。 
[8]. 方程 . 


2 > 
Zr +r =1(b>a>0) 


表示 在 x 轴 上 具有 长 度 为 2a 的 短 轴 ， 在 ? 轴 上 具有 长 度 为 2b 的 长 灿 ， 且 
焦点 是 (0，wb3 一 02 )，(0 ,一 wb 一 0 ) 的 椭圆 ， 如 图 7-62 所 示 、 


83. 二 次 HHR (325) 


= 一 -= o — —— n í“ 


略 证 EIAN, JE xim y ART. = 
例题 ”对 于 椭 园 ， 如 果 画 出 了 长 轴 和 和 短 轴 ， 试 说 明 求 焦点 的 作 图 法 ， 


MO ATENT 加- 一 1Co>9>))， 其 长 轴 为 24， 短 轴 为 2b, 设 焦点 为 
(0.1), WA aq? 一 ?=c*， 故 可 考 虞 用 下 列 作 图 法 (图 7-63)。 


图 7-63 


(D 以 短 负 的 端点 为 圆心 ， 长 轴 的 一 半 为 半径 画 贺 . 
. (2) 所 夯 的 贺 必 与 长 灿 交 于 两 点 ， 这 两 点 就 是 焦点 ， 
TESB. 机 国 的 偏心 率 (又 叫 离心 率 ) ANH, RIE 
FAAPEA D hok, BN e RR. 


2 2 
REI. Ho, b ERMD =la, b>0)0J U 3, HH a,b, 


e 表示 焦点 的 坐标 ， 
解 G 当 a>b 时 ， 长 轴 的 长 度 是 2a ,焦距 是 Was 二 5 i a V at= )= 


2 Va—b , 因此 e= DOE 


a $ 
XR, 由 于 Ya 一 b” =: 二 ae， 所 以 焦 点 的 坐标 是 (ae， ' 0). 《或 
PE TENN 9). | 
(i 过 Mocua, 2 2b, Pau an uE, Ci) 样 地 
有 
:vB ; AO, tbe), f W 


归结 起 来 ， 即 是 


(326) O- 第 七 章 图 形 与 方程 


a>b 时 ， e=V b ,焦点 ( 土 oe,0)。 


a<b 时 ， es Y2 ,焦点 (0 ,十 be)， 


例题 2. 设 e 是 糊 贺 每 十 竺 一 1(a>b>0) 的 偏心 率 P(x y) ER A E 
的 一 点 ，F(ae ,0) ,F*( 一 ae ,0) 是 焦点 ;试用 a,e ,xi 表示 PF 及 PF, 
解 ” 由 [定理 12 KERHO, OR, 因 上 =e, 故 得 


PF=a—exi ,PF =0 +ex;. 
1 定义 ]4。 双 曲线 及 其 焦点 、 主 轴 、 副 轴 、] 项 点 ”如 图 7-64 所 示 ， 平面 内 
到 二 定点 的 距离 之 差 的 绝对 值 为 常数 的 动 点 的 轨迹 ， 中 做 双 曲 线 ， 此 二 定 
点 岂 做 双 曲 线 的 焦点 ,通过 两 焦点 的 直线 叫做 主轴 (又 称 焦 轴 或 实 轴 ), 通 过 
连结 两 焦点 的 线 侦 的 中 点 而 垂直 于 主轴 的 直线 ， 叫 做 副 轴 ( 又 称 共 斩 轴 ,或 
虚 轴 )， 主 轴 和 曲线 的 交点 叫做 双 曲 线 的 顶点 ， 
【定理 15、 在 图 7-64 的 坐标 系 下 ， 焦 点 为 B(c，0) ,FE^″ (e, 0) 《〈c>0) ,其 
上 任 一 点 到 两 焦点 的 距离 之 差 的 绝对 值 为 2a(a>0 s ë c>0) 的 双 
曲线 ， 其 方程 如 下 
xš 2 
a= pi s, 
其 中 b=c’—a, b>0, 
ERA. WE 7-65 所 示 ， 设 P(x，y) 是 这 个 双 曲 线 上 的 任意 一 点 ， 则 
PF= ,/ (x—c)° +y , 


图 7-84 图 7-65 


| 8 3. 二 次 曲线 (327) 
PF’ = / (xte) +y, 
“| (x 一 C)2 十 22 一 (xte) Fy |=2a, 


B A (xc) ty? —,/ (xte) +y’ = +2a. @ 
以 下 ， 与 【定理 】2 的 证 明 同 样 ， 取 两 端的 倒数 ， 再 有 理化 分 > 母 ， 经 整 

理 后 得 
 (x—c)° +y + / (xto) +y = T f E © 


其 中 心 和 @@ 式 的 正 ( 负 ) 号 是 相对 应 的 ， 
HO), OA4 


Jerar (ea), 


S (Op (a-a). | .@ 


2 


? 
x =y =a, 


a? 
2 2 I 
e — = =1 (e= atap, | @ 


反之 ， 设 P(x，?) 是 满足 四 式 的 任意 一 点 ， 则 x, y HEOR, 在 @ 
式 两 端 加 上 4cx， 得 


toty I roS oa ar l wd 

OSE mri- z<, 或 < 一 x。 š ~ 

< 时 因 a 一 -gx*>0 a+——x<0, | | < 
ARORA (x—c)'+y =a—— n PF=a—g A aN 


(328) 第 七 音 图形 与 方程 


-一 一 -一 一 一 -一 - C c 
由 @@ 式 V (x+c)2 + y: SS SSE ST ’. PF? =" Te 
PF—PF’ =2a @ 


a M ox 时 amico, at>, 
4 G 
故 由 @ 式 得 (x—c)* +y 一 -十 一 一 x， 

PF 一 -十 一 一 x。 


HORV (xte) ty’ =a+——, .. PF’ =a+——, 


PF? —PF=2a, O, 
骨 @、 @ 式 得 | PF 一 PF |=20, 即 点 满足 条 件 . 
因而 ， 所 求 的 双 曲 线 的 方程 是 @ 式 ，。 D 
[R]. 方程 
小 -所 -一 - 即 - 一 1(o>9， b>0) 


表示 主轴 在 x 轴 上 ， 付 轴 在 y hE, TAEA (a, Oe. eoa 

《( 土 Va 十 b”，0) 的 双 曲 线 。 x 

【 系 】2. 双 曲线 关于 连结 两 焦点 的 线段 的 中 点 (HASEN B 是 中 
必 对 称 的 ， 关 于 主轴 及 副 轴 是 轴 对 称 的 。 | 

路 证 与 [ 定 再] 的 { 系 ]2 同 样 地 证 明 . = 
BRR. 方程 i . YHE 


sa P. a =1(a>9, . é 


表示 主轴 在 y 轴 上 ， 付 轴 在 hE, 顶点 
.是 点 (0, 土 b)， 焦 点 是 点 | 


(o, ety ON 各 图 7 一 66 所 
图 7-66 示 。 


mit 只 要 把 【 系 及 的 x 轴 、 y 办? 交换 即 可 ， ` < N i a 


§ 3. 二 次 曲线 (329) ` 


【定义 ]5. RENAR BINAR F m 2 一 1 时 
ME 9365809 3 R. 

[定义]6， 双 曲线 的 信心 罕 ”对 于 双 晤 线 m 做 偏 
心率 ， 通 常用 e RR. 

例 是 1， 试用 a，b 表示 双 曲 线 - 徊 -一 各 -一 1 及 -部 -二 各 -一 1(a>0， 


b>0) 的 偏心 率 e， 再 用 a，b，e 表示 焦点 的 坐标 。 


2 2 SSS: 
解 erl 的 顶点 是 (a，0),(-a，0) ,焦点 是 (Waz 十 不 0), 


a -2 1 + pE N N 
(—- a’ +b? 2 0), 因此 e= K NN =a — ° 


同样 ,对 于 一 区 -十 -一 1 f 
e= Vta, PRAE (0，be) (0, be). 


例题 2， 设 。 是 双 曲 线 -各 一- 加- =! (a>0, b>0) HADE, Py) E 
双 曲 线 上 的 一 点 ，F(ae，0)，F*(-ae，0) 是 焦点 ， 试 用 a，e，xi 表示 RF . 
及 PF’, 

解 在 [定理 】 3 中 ， 因 为 c=Va 十 Bb” 所 以 一 =e。 因 而 ,根据 证 明 该 定 


理 时 所 用 的 式 子 ， 
当 x1>0 时 ， PF=-a-+ex,, PF*=a-+-exi;i, ` Ie 
当 xı<0 hf, PF=a—ex, PF°=-a—eëexy 


(330) 第 七 章 图形 与 方程 


[定义 ]7。 渐 近 线 ” 如 图 7-67 所 示 ， 设 P 为 某 曲 线 上 的 动 点 ， 由 了 向 某 
直线 g 作 委 线 ， 委 足 为 H， 如 果 P 逐渐 远离 原点 0 到 无 限 远 时 , TAKE 
PH REF 0 即 limPH=0 成 立 , 则 直线 g 叫做 此 曲线 的 渐 近 线 ， 


【定理 14， 双 曲线 总- 一 -一 1(a>0，b>0) 以 两 条 直线 一 一-…=0， 


b 


— += 作为 它 的 两 条 渐 近 R, 


证 明 ”如 图 7-68 所 示 ， 从 双 曲 线 上 的 一 点 P(x1，%4) 向 直线 -一 一 一 
一 0 作 垂 线 ， 垂 足 为 互 。 根 据 $ 1.【 定 理 ]28 的 [ 系 J]2， 有 


a i -2 一 
pH= 一 4 9l b w — ü b 本 
ne EE TOE A E E N Si. Sra 
g a? T bš u a? + bš a + b 


图 7-67 图 7-68 


2 2 
但 户 点 位 于 双 曲 线 上 ， 因 此 有 -一 耶 二 1， 代 入 前 一 式 得 


a 


a 


. limPH =0 
.. OP» 


-— m — -— 


8 3, 二 次 曲线 (331) 


从 而 ， 直 线 -一 -一 一 0 是 渐 近 线 。 

同样 可 证 明 ，- 十 一- =0 也 是 渐 近 线 。 口 
注意 1 mang 一 -加 -一 1 关于 x ENR, E 一 >- 
=0 0 关于 x 轴 对 称 的 直 线 -o 十 -一 0 当然 也 是 渐 近 线 。 

2. ke kusa ， =0 合 起 来 可 写成 


(x __y Y/—x AN 
ir Ns 


2 2 
即 -a pi OORS 4.【 定 理 ]8). 


【 系 】 互 为 共 元 的 双 曲 线 ， 其 渐 近 线 一 到 


2 _ 2 2 
略 证 。。 双 曲线 地 一 十 -让 =: 的 渐 近 线 是 -长 -十 -~ 一 0， 


BI a: -= E Í O 


HW. 2H, 到 两 条 相交 定 直 线 的 距离 之 积 为 定 人 kh(e0) 的 点 ， 其 轨 
迹 是 以 这 两 个 定 直线 为 渐 近 线 的 双 曲 线 。 

证 明 Wl, L 为 两 条 相交 定 直 线 ， 把 T, l; 两 夹 角 的 平 》 分 线 各 取 Zx, y 
轴 ， 则 两 直线 的 方程 分 别 为 


ly=mx, hiy=-mx, 


(832). 第 七 章 BDE 553. 


设 (x， HP ARB, HPH h, EER, 垂 足 分 别 是 H,K (图 7 
一 69)。 则 由 8$ 1.【 定 理 }28 的 【 系 ]2， 有 


1 ?一 mx | 
AI 十 ma 


PH= 


PK 一 | ?十 mx l, 
V1ltm: 

由 假设 ， 

| | PUP m | | | ed 

AI 十 mm M1+m’ 
即 ym =k +m). | E | Š 
这 表示 以 两 条 直线 y=mx, y=-mx(B[l h, EHAE RURAR. 

例题 2。 试 说 明 在 图 上 求 双 曲 线 


a 
` 

|. 
š 
只 


~ 一 一 


3 w. | 
= ° 

及 -xt o | i | E © 
a? b ` 

的 渐 近 线 及 焦点 的 方法 。 

解 (1) 如 图 7 一 70 所 示 ， 过 四 点 (上 0); (6, +b) 引 平行 于 坐标 轴 的 


直线 ， 构 成 长 方形 ， 暂 且 把 它 称 为 辅助 长 方形 。 


§ 3. 二 次 曲线 (333) 


(2) 辅助 长 方形 的 对 角 线 是 渐 近 线 (根据 [定理 ]4 ERAD. | 

(3) 辅助 长 方形 的 外 接 圆 与 x 轴 的 交点 是 双 曲 线 @ 的 焦点 ， 与》 轴 的 
交点 是 双 曲 线 @ 的 焦点 (根据 [定理 ]3 的 【 系 ]1 ,3)。 
【定义 ]8， KANAR 二 浙 近 线 正 交 的 双 曲 线 叫做 直角 双 曲 线 (或 等 才 驱 


曲线 )。 

例题 RE, DARA -2 =1 aya (a>0) 是 直角 双 曲 
线 ， n | 
解 根据 [定理 ]4， 此 双 曲 线 的 渐 近 线 的 方程 为 - 一 -加 -=0 Bl y=x 5 
y==-x， 它 们 显然 正 交 ， 口 


【定义 ]9. (固有 ) 二 次 曲线 i HA, RHR, AAAA 2 Hh 
线 。 但 只 要 不 引起 混淆 ， 近 惯例， 通常 简称 为 二 次 则 线 。 
注意 1， 抛物 线 、 椭 贺 、 ed , 盖 源 于 对 x, y 是 二 次 的 方 
程 ， 反 之 ， 正 如 从 $ 4， x, y 的 二 次 方程 除 表示 一 点 
或 二 直线 (重合 平行、 相交 ) 的 情形 外 ， 示 抛 物 线 、 TAA CEAN), x 
曲线 中 任何 一 个 ， 即 表 示 固有 二 次 曲线 ， 

2. 因 直 线 方程 是 一 次 的 ， 故 把 它 叫做 一 次 曲线 。 
【定义 110. 二 线 曲线 的 标准 形 ” 下 列 方 程 分 别 叫做 抛物 线 、 桶 圆 、 双 曲线 
的 标准 形 。 

y=4px (p>0) 


2 2 
-r+ T =1 (a>b>0) 


=l (a>0, b>0) 


【定义 111. 榜 跑 、 双 曲线 的 中 心 ” 椭 贺 , 双 曲线 对 连结 两 焦点 的 线段 的 中 点 
都 是 对 称 的 。( 参 看 【定理 12 的 [【 系 】2 及 【定理 13 的 【 系 】2)。 这 种 点 叫做 该 
二 曲线 的 中 心 。 

注意 ”抛物线 对 任何 点 都 不 是 中 心 对 称 的 。 

[EX]. 有 心 二 次 曲线 、 无 心 二 次 曲线 inai 
线 . HARRELL KHR, 
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3.2 二 次 曲线 与 直线 
本 节理 论 的 叙述 方法 ， 和 “2.2 M5R” 的 情形 几乎 是 同样 的 。 
【定理 }5， 二 次 曲线 与 任意 一 直线 的 交点 ， 至 多 有 两 个 
证 明 因 二 次 曲线 用 二 次 方程 表示 ,直线 用 一 次 方程 表示 , 故 由 $ 2. e 
3 同样 的 理由 可 知 ， 交 点 的 个 数 至 多 是 两 个 。 
【定义 】15 .二 次 曲线 的 切线 和 切 点 5 N PET E E: 
Ait, RERA KHR, ARAURA. 
【定理 ]6。 二 次 曲线 和 直线 相 切 的 充分 必要 条 件 是 它们 的 联 立 方程 具有 重 
根 。 并 县 这 个 根 给 出 了 切 点 的 坐 奈 。 ， 
证 明 仿 § 2.【 定 理 }4 同样 可 证 。 
注意 $2. [EEM 的 讨论 ， 也 可 照样 地 用 于 二 次 曲线 的 场合 ， 
| 实 根 三 = 三 相交 ， 
重 根 生 一 相 切 ， 
t 虚 根 所 到 无 交点 。 
isar. .各 二 次 曲线 的 平行 于 y 轴 的 切线 ， 其 方程 如 下 ， 
(dh |: ` 线 ) (JJ — 线 》 
抛物 线 y r x=0, 
2 
Ea -的 - 士 一 


a 4 bš 


“uile ,b>0), x=a, x=—a(x= +a), 


双 曲 线 -所 -一 -所 = 一 1(a>0,b>0)。x 一 0,x 一 一 0(x 一 土 a)。 
证 明 平行 于 y 轴 的 直线 ， 其 方程 可 写成 下 列 形式 
(i) 抛物 线 的 情形 y’ =4px, @ 
由 @.@ 式 消去 x 得  y'=4pk. 
上 式 具有 重 根 的 充分 必要 条 什 是 a 由 于 p*%0, 所 以 k=0, 人 
DAEN i : 
URDE : 


(ii) BTE Seia 9 


由 @.@ 式 消去 x 得 


$ 3. 二 次 曲线 (335) 
A 


pg +t- a rel 即 y=b’(1~ a j 


上 式 具有 重 根 的 充分 必要 条 件 是 pz( -E )=0. 05 paso E 


=, “= 土 g. 把 它 代入 @ 式 便 得 。 x= 土 0. 口 
2 2 
Gii) 双 曲 线 的 情形 7r- =l, @ 


由 @.@ 消 去 x， 与 (ii) 同 样 地 得 到 忆 ( -名 -一 1 )=0, 由 此 得 6 二 土 a， 


再 由 Q@ 式 得 == +a, 
注意 ”在 这 个 定理 中 , 切 点 的 坐标 ,对 于 y2=4px 是 (0 ,0)， 对 下 2p 


m 
~ 六 =1 是 ( 土 a ,0). 
DE). i s m 的 切线 ， 其 方程 如 下 ， 
( 曲 tR) (+) R) 
抛物 线 y =4px(p¥0), y=mx + r (m¥0), 


` e 


W 贺 -oz + 加-=1(a>), b>0), y=mx+ Vam +b,» 


BNA 


limi?) 


证 明 “斜率 为 m 的 直线 的 方程 是 
E y=mx+n, @ 
(i) 抛物 线 的 情形 (图 7-71); y'=4px,@ 
内、 人 @ 式 消去 y 得 (mx 十 nn)? 二 4px， 
mx? 2(mn—2p)xtn’=0. 
当 m 守 0 时 ， 上 式 是 二 次 方程 ， 所 以 为 使 其 ! 
共有 重 根 ,充分 必要 的 条 件 是 其 判别 式 等 于 零 .因而 图 7-7! 


本 二 N 
Z -ir =1(a>0, b>0).y=mx+ Vaimi—pb’ ， 
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(mn— 2p} —m’n’=0, 
—4mnp +4p? = 


. 由 于 mp 地 0， 所 以 n= L, 
把 它 代入 @ 式 得 
切线 方程 y=mx+ 


(ž m=0 时， 在 后 面 【 系 1 的 证 明 中 讨论 ). 
Cii) 椭圆 的 情形 (图 7-72)， 
masa | | 
十 b° =1. @ 
由 OO、@ 式 消去 ?得 5 t = 
(b:-+a'tm2)x2+2a?mnx+ (an’—a’b’)=0. 
因为 好 十 ozm2? 持 0， 所 以 为 使 二 次 方程 具有 重 根 , 充 分 必要 的 条 件 是 其 
判别 式 等 于 零 ， 因 而 - 
(amn):— (b? +a7m?) (an — ab) =0, 
^ obn +a b tab m=, a | 
AA ab, MMU n =m Ht, Bln+ /emi+bi ， 把 它 代入 Q@ 式 
便 得 切线 方程 


?一 mxX 土 w am’ +b? < 
(iii) 双 曲 线 的 情形 (图 7-13); 


y 


§ 3. 一 ; Kii 线 (337) 


HO., @ 式 消去 y, 仿 (ii) 的 情形 可 得 | 
(b2—a?2m2)x2—2a bags Hp 一 62b2) 一 ? ， G) 
2 b’—a m9, E m% + — 2 时 ， @ 式 是 二 次 方程 ,因此 为 了 具有 重 根 ， 
须 使 atm2?n2 + (b? — a° E TEATE Es 
a°b?n2 +a’bt—atb’ m? =ù. 
即 n =0°m -b (ab %9), 
m'—b >) 时, n= + am? —b. 
.把 它 代入 @ 式 便 得 切线 方程 
y=mx+ Vam — b 。 E E 
[X] sms A m 的 切线 的 条 数 如 
(i) 抛物 线 的 情形 m2e0 时 有 一 条 切线 ，m ==0 时 切线 不 存在 ， 
GG) 椭圆 的 情形 恒 有 两 条 切线 


Gi) 双 曲 线 的 情形 “|m | > 二 时 有 两 条 切线 ，|m | < s, WRR 
存在 。 | 
TA HOP mF 的 场合 ，(iii) 中 |m | > 二 的 场合 及 (ii) 的 情形 ， 可 
用 [定理 ]8 证 明 .其 他 情形 证 明 如 下 ， | 
` G) m=0 B$, 直线 写成 y=n， 由 此 式 及 ?一 4px fn =p. AA 
Gii) Im | = = 时 ， 在 [定理 ]8 的 证 明 中 的 @ 式 变 为 的 一 次 方程 式 ， 


HAER, Im | <” 时 ， 在 【定理 】8 EBI th Æ 32 <o, 也 没有 重 
8. ,Oo 
注意 在 双 曲 线 的 情形 下 ， 满 足 jm | 一 之 的 内， 等 于 渐 近 线 的 斜率 。 
【定理 }9。 通 过 二 次 曲线 上 一 点 (x1，y1) 的 切线 的 方程 如 下 ， 


(二 次 曲 线 ) | (D) #%) 
MHR y'= 4px(p>e0), yiy=2p(x+x.), 


x . 4⁄4 XIX ' yy 
# 加 — tgr =1(a>0, b>0), a tp Fh 
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2 
双 曲 线 -光一 y, ——=1(a2>0, b>0). > ra =1, 


a a 


证 明 (1) 切 线 平 行 于 y 轴 的 情形 ， 应 用 [定理 ]? 及 其 “注意 ”。 
(ü) ”抛物线 的 切线 是 x==0， 切 点 是 (0，0)， 
在 yy 二 2p(x 十 X1) 中 令 x1= 二 0，y1==0 便 得 x=0。 
GH) ”椭圆 的 切线 是 x== 圭 a， 切 点 是 ( 士 a，0)， 


#- +i = hesta, y= xea, 
i) 双 曲 线 的 切线 是 x 一 土 o0， 切 点 是 ( 士 o，0)， 


A e l 
在 ai -4 = ham ta, y =0 %4 x= +a, 


根据 上 述 可 知 ， 在 其 切线 平行 于 y 轴 的 点 (x1,y1), 切 线 方程 具有 定 理 
中 所 述 的 形式 . 
Bge 切线 不 平行 于 y WIRE: 

′ 通过 点 (x1,y1)， 且 和 斜率 为 m 的 直线 的 方程 可 写成 


' i y—yi=m(x— —xı), 
即 y=mx+(yi—mx:). @ 
(i) 抛物 线 在 (xi, yi)3e(0, 6), | | 
-4px @ 


E 四 式 为 切线 的 条 件 是 
i yi—mxi=p/m. - 

H ERRORI xi， 经 整理 得 

' (my, —2p)*=0, 


a 
š + 
hl 
.. 


myi=2p, BH m=- (y0). 


把 上 式 代入 @ 式 得 


。。 yiy=2px+ y, —2pxi. 
应 用 @ 式 ， 得 | 
yiy=2px+ px —2pxi, 


$ 3. 二 次 曲线 


..  yiy=2p(x+<x;). 
(ii) 椭圆 在 (xi， yi)>e( ta, 0) 处 ， 


Xi yi 
_ T  =W=1, 
a? b’ 


根据 [定理 ]8 可 知 ，@ 式 是 切线 的 条 件 是 
(yi —mxi)?= am 十 b2， 
(a2 —x2) m2 + 2x ym 十 (b:'—y1)= 0, 
但 是 由 @@ 式 有 


把 它们 代入 @ 式 ， 经 整理 得 
(aty,m-+ bx ,)2=0, 
a2y,m = ET ° 


2 
由 于 ayki, AA m= — a ; 
TERRAOAM 
` p? 2 
tt - Aa 


A ' 1 ïg x y= —b°xix+ a?y1 + b'xi. 


但 AOR 有 ayi + bx? =a, 
因此 由 人 @@ 式 得 


ayı y= --b2x;x + a?b2, 


XX , yy 


: r += 
GHD RARE, “iwa 0) 处 ， 


xi y? 
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根据 [定理 】8 知 ， 包 式 为 切线 的 条 件 是 


(y, -mx i )2=atm2—hb, 


n (a° — x: )m + 2x ym — (b? +y) =0. 
“但 由 @@ 式 有 
ay 2 w b°x 2 
4 一 XI 一 一 i ~ FY E 


sisa s 经 整理 得 
(a?2y,m —b2x; )2=0, 


a 2y m= b2xi, 
由 于 a'y,2e2, W m= a: , 
y: 
把 它 代入 @ 式 得 
bx b?x1 


a ay a Pi 2 一 六 2x12。 


再 一 次 应 用 @ 式 ， 因 为 bx’ ay =a, FMA 
s 


K. NER 
a? 


图 7-74 试 证 明 ;, 
(1) MA O 是 线段 TM 的 中 点 ， 
(2) TF=PF. 


(3) 顶点 的 切线 和 两 线段 PT, HF 交 于 一 点 。 
(4) F 是 线段 TN 的 中 点 ， 


一 — — n. — 


例题 ”如 图 7-74 所 示 ， 设 有 一 条 以 为 
焦点 的 抛物 线 ， 由 其 上 任 一 点 了 所作 的 切 
线 与 轴线 的 交点 为 T， 由 P 了 向 轴线 及 准 R 
作 垂 线 ， 垂 足 分 别 为 M,， 五 ;又 P 点 的 法 
线 (垂直 于 切线 的 直线 ) STARS SS MSN. 


"as, 人 
` ' 4. 


证 明 ”者 建立 以 顶点 为 原点 ， 以 轴线 为 % 轴 的 坐标 系 ， 且 令 oF=p, 7 


抛物 线 的 方程 是 y= 4px, 
准 线 的 方 程 是 x= 一 p. 
UO 设 P 点 的 坐标 为 (x1,%1)， 则 PT 的 方程 是 


$ 3. 二 次 曲线 (341) 
yiy=2p(x+ x). G 
(1) 若 在 @ 式 中 令 y=0， 则 x= 一 xi:， 因 此 了 的 x 坐标 是 一 x1, 又 因 
MI x BIE x, Ar 以 是 线段 TM 的 中 点 . 
(2) PF2= (x, —p)2 +y; =( =p + 4px = (atp) 
~ TF'= {p—(—X1)} = (atp), A 
w o TF’=PF?, B) TF=PF. Va 
(3) 顶点 处 的 切线 是 y Hh. 
由 抛物 线 定义 ， HP=PF, 应 用 (2) 得 HF=TF， 又 因 HP | TF, 所 以 
四 边 形 HTPP RRE, AT, AW K 为 HF 与 PT 的 交点 ， 则 K 同时 是 
这 两 条 线段 的 中 点 ， 
设 准 线 积 轴线 的 交点 为 D， 则 0 是 DF 的 中 点 ， 因 为 > Afe R, 
所 以 > 轴 通 过 HF 的 中 点 ， 即 通过 K 点 ， 
REENE, yA, PT, HE 交 于 一 点 . 
(4) 根据 (3), HTFP 是 菱形 ， 所 以 KFLPT， 又 PNLPT,. 
`. KF| PN。 又 由 (3) 知 ，K 是 PT 的 中 点 ， 所 以 是 TN 的 中 点 。 
[定义 114. 极点 、 BR ”对 于 下 列 各 二 次 曲线 ， 对 应 的 x 喜 : 织 :Bp H fk Su 


P(X1,y1) 的 极 线 , 反 过 来 ， A E A Uuo a EE 
` aF ` y2 = 4ax ese... ps Vy F =2a(x+x),_ P: 
x? 2 ,Xi% 
+ =1 eeeeeeeseesessaee HÊ pi eai 
bi | ? 
i x XiX y 
`. a 一 2r 一 1 [EE p: -p = ° 


注意 全、 这 点 让 位 于 曲线 上 时 ，P 的 极 线 是 过 P 点 的 切线 


2。 在 椭圆 、 双 曲 线 的 情形 ， a 上 面 的 式 子 不 表示 直 
线 ， 也 就 是 说 ， 中 心 点 的 极 线 不 存在 。 . 
讨论 下面 所 列举 的 [定理 ]10 及 【 系 】})， 【定理 )11 及 [ 系 )， 分 别 与 在 加 的 情 . 
形 ; ; 汶 3: 定 理 ]?7 及 { 系 )，[ 定 理 ]8 及 [ 系 ] 完 全 相同 ， ERAR EERE 
的 ， 故 证 明 从 略 ， 而 仅 用 图 7 一 75 对 抛物 线 作 图 示 说 明 .、 
[定理 }10. 对 于 二 次 曲线 ， 若 点 P 的 极 线 通 过 Q A, N o Aai, 
P 点。 
[ 系 】 a AAPEEE: — 
【定理 ]11。 由 点 P 可 向 二 次 曲线 画 两 条 切线 时 ， WuwBa nmana 
线 是 P 的 极 线 ， 
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UR) 在 二 次 曲线 的 过 点 的 弦 的 两 端 处 ， s E 
极 线 .、 | P 


图 7-75 


Š 4. 坐标 变换 


421 曲线 的 移动 

例 十 1、 试 求 点 P(x，y) 关 于 点 Alo, OAAR O MEH. ae 
解 ” 如 图 7 一 76 所 示 ,， 设 OBRA, Y), ADAR P8 的 中 点 是 4 
所 以 根据 § 1.【 定 理 15 的 [ 系 ] 有 


x+ X =. y+Y 
2 xÜ 2 


=b, P(X,Y) 


a =?2a—x, Y= 2b— 一 少 ， 
因而 0 的 坐标 是 (20 一 x， 2b—y). 
t W (x, y) 关于 原点 ， x 轴 和 y 轴 的 对 oy) 
称 点 分 别 是 (—x, —y), (x, —y), (=x, 


O 


Ye 图 7-78 
Ww. ETT y=x PAF FAAARA ESEN AN 线 
de i 
(1) 点 Ali, 2); (2) 直线 1:2x 一 y 一 3 二 0. : 
" (t) #IEI7--77B8F2:, (X, DEWA y =x HER-AQ y% 
于 点 A( 一 1，2) 的 对 称 点 ， 则 由 例题 1 有 | 
É: š x=2(—1)—X= 一 2 一 以 ， 
| y=2:2—-Y=4-Y, 


8 4. 坐 标的 变换 (343) 
由 于 x, y 满足 关系 式 多 一 %， 
故 有 (4—Y)2= 一 2 一 X， 
-. Y’+X—8Y+18=0. 
令 (x，y) 为 流动 坐标 ， 则 得 
y +x—8y+18=0. | 
(2) 如 图 7 一 78 所 示 ， 设 Q(X ,了 Y 了 ) 是 抛物 线 =x 上 任意 一 点 P(x,y) 
关于 直线 1 的 对 称 点 ， 则 出 于 PQ LI, AA $S 1. UEFEJ14,20 有 


XXX © 
因为 PQ 的 中 点 位 于 1 上， 所 以 


图 7-77 i 
由 人 @ 得 x+2y=X+2Y } 
由 得。 2x 一 y= 二 一 2X 十 Y 十 6 
—3X+4Y+12 
x= EB , 
4X 十 3Y 一 6 
A E. 


由 于 x, y 满足 关系 式 y =x, WH 


(= tE PL —3X+4Y+12 
9 加 5 


A 
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把 流动 坐标 用 (x，y) 表 示 并 整理 ， 便 得 

16x? 十 24xy 十 9y’ 一 33x 一 56y 一 24 二 0。 ` | 
讨论 ， 在 此 情形 ， 顶 点 (0，0) 移 到 了 ( 世 ， < 二)， 轴 ?<0 移 到 了 直线 
4x+3y—6=0. 
【定理 11. 把 曲线 f(x, y)=0 在 x 轴 方 向 平行 移动 a， 在 3# 轴 方向 平行 移 
3 b 后 所 得 的 曲线 ， 其 方程 是 ((x—a, y—b)=0. 
证 明 ”如 图 ?一 79 所 示 , 设 (X,Y) 是 把 曲线 Kx,y)=0 上 的 任意 一 点 (x,y) 
在 x 轴 方 向 移动 a JARMA, (E, MEW, Y) 点 在 y 轴 方 向 平行 移 
动 b 后 所 得 的 点 ， 则 

| o mas 

Y=y, n—Y =b, 

X 一 六 一 0 一 上 一 4， y=Y=7)—b. 
册子 x, y WE Jx, y)=0, FTV 


. f(£—a, 7 n—b)=0. 
满足 上 式 的 点 (上 和 ， 作 的 轨迹 就 是 所 求 的 曲线 ， 
HERDAR, MER, y), WSflx—a, y—b)=0. O 
183822. pn y)=0 上 的 点 的 y 坐标 不 变 ， 人 


418. 
以 a akO), MURRA e (y )=o. 


证 明 如 图 7 一 80 所 东 ， 设 (X，Y) 是 把 曲线 1(x，y)=0 TER (2.9) 
的 x 坐标 乘 以 6 后 所 得 的 点 ， 则 

{= 一 0X， [= X/a, 

tY =y, ` =Y. 
由 于 x, y 满足 从 x，y)=0， 所 以 sZ Eod 


Š 4. 坐 标的 变换 (345) 


1(,Y)=0 


满足 上 式 的 点 (x，y) 的 轨迹 ， 就 是 所 求 的 曲线 . 
把 流动 坐标 (X，Y) 用 (x，y) 表 示 ， 便 得 | 
í x 
攻关 ?)=。. D. 
讨论 【定理 ]2 中 的 结果 。 常 常 可 叙述 为， i 
“把 曲线 f(x, y)=0 ZE x 轴 方 向 上 乘 以 e 倍 后 ， 所 得 曲线 的 方程 是 


人 j= 0.” 
O CADDETE “mis f, p) =o 在 直方 向 上 村 以 b (asp, 
OSO E | 


BIN. E +y =la NE y ADLERA kA (kR2>0) 后 ， 所 得 的 
曲线 是 什么 ? 本 
解 ”根据 上 述 讨论 ， 所 求 曲线 的 方 往 古 


i 9 
y 
Eš . x+ b: =a, 


s. A S. A 

. | a + (ak): =1 
Ek, X k=l HEN, kal PLA 
加 ， 如 图 7 一 81 . 

“特别 地 ， 若 令 k=}, MEJ 


a s 


+=. 


讨论 1!。 从 上 面 例题 所 得 结果 可 知 ， 


oè 在 y 轴 方 向 上 乘 以 之 倍 后 所 得 到 的 曲线 ", 如 果 对 y 解 上 述 两 方程 ， 并 


比较 ?一 土 志 一 7 a 一 Xx 与 ysty aq: 一 x* ， 也 容易 理解 - 上 述 结论 ， 当 


a>b>0 W, 这 相当 于 在 y 轴 方向 缩小 ， 当 b>a>0 W, kai 
T£. 


KEON 。 第 七 章 图 形 与 方程 
x +y =b 在 x AD ARUHE EN HIAR. > 
2。 对 曲线 C, jlx, Fia 上 的 任意 点 作 变换 s 后 ， 所 得 曲线 ct 
程 的 求法 如 下 ; 
(1) R(X, YEWA, ATER s 后 得 到 的 点 ; 
(2) 求 出 (x，y) 和 (和 X，Y) 之 间 的 关系 ; 
(3) Æx, y B| X, Y 表示 出 来 ， 令 它 为 x= (X, Y), 
y=¥Y(X, Y); 
(4) DER Lll, Y), W(X, Y)]=0. WRR, Y) 用 
(x, VŠT, ETKI igl, y), Yx, y)]=0. 
AE. iTe, RHR 4x: 十 9y? 一 36 和 定点 4(2,1)。P(x,?) 


是 蝎 线 上 的 任意 点 ， 在 线段 AP 的 延长 线 上 取 一 点 0， 使 AQ= 3AP, 


f: R Y) Q 的 坐标 ， 则 


X-2 = (x=2), 
d I | ]: 3 
R 
X. 2X -十 2 
N ë x= a Wapo, 
2Y +1 
3 == Ki W ü 
把 它 代入 原 方 加 ， 得 图 7-82 


— Sy 


We 


(75 2X+2 y+ 27 ri =s. 


把 流动 和 村 (x Y) 用 (x，y) 表 示 ， 经 整理 便 得 

È l 16x? + 36y? +32x + 36y —299=0, 

讨论 已 知 的 与 求 得 的 两 条 曲线 都 是 椭圆 . Py 
" 洋 侣 ”上 面 例 题 可 改 成 :“ 试 求 把 曲线 4x +y =36 以 点 AC, 1) 为 相似 


,中心 效 大 > 售后 所 得 曲线 的 方程. 


——— — —. 


4.2 坐标 轴 的 平移 
【定理 ]3。 设 X 轴 ，Y 轴 是 分 别 把 x Sh, y 轴 平 行 移动 ,使 原点 移 到 点 


0O“(a,b) 后 得 到 的 新 坐标 轴 ， 设 任 一 点 了 的 旧 坐 标 、 新 坐标 分 别 为 (x ,y) 
(X，Y)， 则 下 式 成 立 ， 


l. 人 ) 
y=Y+b. Y=y—b. 
证 明 ”如 图 7 一 83 所 示 ， 过 P 作 平 行 于 y 轴 的 直线 ， 与 x Sh. KAXA 


yB JM, NÆS L 为 Y 轴 与 x 轴 的 交点 ， 则 由 $1.【 定 理 ]!1 WRH, 
有 


— 
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OM=OL+LM=OL+ON, 

MP=MN-+NP=LO0*”-+NP, 
但 ` OM=x, O'N=X, MP=y, NP=Y, 
而 OL 二 a，LO’ 二 bp， 所 以 

x=X+a, y=Y+b = 
例题 1， 应 用 $ 2.【 定 理 ]6 及 § 4.【 定 理 ]3,， 试 求 圆 (x 一 0 关 十 (? 一 b) 一 7 上 
一 点 P(x1，Y1) 的 切线 方程 
解 ， 如 图 ?一 84 所 示 ， 设 X, Y 轴 是 把 x, y 轴 平 移 ， 使 原点 移 到 (a,b) 后 
的 新 坐标 轴 ， 根 据 [ 定 理 ]3 有 x 
| x=X+a, y=Y+b. © 
因此 对 于 新 坐标 系 ， 贺 的 方程 变 为 


图 7-84 


TRl, YÈ P 的 新 坐标 ， 则 根据 $ 2.【 定 理 ]6 有 
XIX 十 YIY 一 7 


l I @ 
但 是 x= Xita, y=Y th, Q. 
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因此 ， 应 用 、@ 式 ，@ 式 可 写成 下 列 形式 
(xi—a)Xx—a)+(y—b)X(y—b)=*°, 

注意 在 4.1 中 ， 是 相对 于 固定 的 坐标 轴 移 动 曲 线 ， 而 在 上 例 中 ， 是 令 曲 

线 固定 而 使 坐标 轴 移 动 . 

例题 2。 把 椭圆 的 长 轴 一 顶点 及 靠近 此 顶点 的 焦点 固定 ， 当 长 轴 的 长 度 无 

限 增 大 时 ， 问 在 三 定 项 点 的 邻近 ， 曲 线 的 形状 趋 近 于 计 么 样 的 曲线 ? 

解 ” 如 图 ?一 85 所 示 ， 设 椭圆 为 


< += 1(a>b>0), @ 
国定 Aa, OMEA FCO VY ab, 0). 

itx, Y 轴 是 把 坐标 轴 平 行 移动 ,使 原点 移 到 A 后 得 到 的 新 坐标 轴 ， 
Mijx=X—a, y=Y, ROE 


(x— x-0), +2 = i; @ 


ar AP=p, 则 p=a— a?—b? ， 
b=a—(a—p)’=2ap—p’. 
因而 HOR 


(X—a Y’ 
a 2ap 一 p? 


=l 


, 


ep m] wes 


w. ndo) 
当 p 一 定 而 ac 一 co 时 ,- 若 X<G(G 为 常数 )， 则 


1 2 = 
和 一 0, 守 一 0， ,YA4pX. x 


也 就 是 说 ， 在 固定 的 顶点 邻近 ， mwa pha, B 可 以 
说 抛物 线 是 椭 贺 的 极限 情形 . 
注意 ”在 这 种 情形 下 ， TEE 
局 的 周 定 顶 点 和 焦点 ， 
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—  — -— — -. -—- .. —— 


讨论 1!， 当 固定 双 曲 线 的 一 个 顶点 及 靠近 此 顶点 的 焦点 ， 而 把 另 一 顶点 移 
向 无 限 远 时 ， 也 得 到 同 祥 的 结 


”2。 在 例题 2 中 ， 2: 88 Pi 8 心率 为 e， 则 e= — | 


z= 一 -2 y, ReH aroti, emi ATTAN, Ho 
线 的 偏心 率 为 1( 参 看 $ 3,[ 定 义 ]1 及 $ 4. 12). 


4.3 坐标 轴 的 旋转 
【定理 】4. 设 X 轴 、Y 轴 是 保持 坐标 原点 不 动 ， 而 把 x Sh. y 轴 转 过 6 
角 后 所 得 的 新 坐标 轴 ，(x，y)、(X，Y) 是 任意 一 点 了 在 旧 ， 新 两 种 坐标 
系 中 的 坐标 ， 则 下 式 成 立 y 
o < parite 
y=Xsin0+Yeos0. Y 
WA ”如 图 7 一 86 所 示 ， 由 P 点 同 x $H, ; 
x FER, 令 垂 足 分 别 为 M，N， 则 有 有 j 
- OM=x, MP=y, ON= -— > x 
NP=Y, 其 中 O Pp 
一 般 地 ， 如 果 一 个 有 同 线 民 4B 在 一 
个 有 向 直线 1 上 的 投影 ， 用 记号 (4B) 表 图 7-86 | 
示 ， 两 个 有 向 直线 ! 和 g 的 正方 向 的 夹 角 用 人 (1 g) 表 示 ， 那 么 根据 投影 
定理 有 ` 
(OP),=(ON),+(NP),, (OP),=(ON),+(NP),, ©@ 
(OP),=OM=x, (ON).=ONcos/(Ox, OX)=Xcos0, 


1Y) 


j | 
(NP),=NPcos Z(Ox, OY)=Ycos Ea +0)= —Ysing, 


(OP),=MP=y, (ON):=ONcos Z (Oy ,OX)=Xcos[ 0— 2) 
=Xsing, 
(NP),=NPcos (Oy, OY)=Ycos0, 
把 以 上 务 式 代 入 @ 式 得 
ey 
y= Xsin0 + Ycos0. 口 


(R) 奉 与 (定理 14 相 则 的 假定 下 ， 下 式 成 立 
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X= <xcos0+ysin0, 
= —xsin0+ ycosð. 
证 明 因为 把 X 轴 、Y 轴 绕 原点 转 过 角 一 9 后 便 可 得 到 x Sh. y 轴 ， 所 以 


2 > 


在 【定理 14 中 ， 若 交换 (x，y) 和 (X，Y})， 用 一 9 R 80, 4872 


X= xcos( —0)—ysin( —0)=xcos0+ ysin0, 
Y= xsin( —0)+ycos( —0)= —xsin0+ycos0. 
eii 对 【定理 14 中 所 得 到 的 两 个 式 子 来 求解 X，Y， 也 可 得 到 同样 的 结 


A O) 把 坐标 轴 绕 原点 转 过 一 一 后， 证 明 曲 线 c: :xy 一 A K R3F0)3EDI x 


bh. y 轴 为 渐 近 线 的 等 轴 双 曲线 ， 
解 (1) 根据 [定理 ]4， 有 


"oe EAEE ent 
x= Xcos 4 Sin” S Pr 
TT x’ X+Y I 
y=Xsin 1 +Ycos In 78 9 O; 


把 它们 代入 xy=k 得 
KUY ATY j 
v2 V2 , 
X2:—Y:=2k. 
RES 3,【[ 定 义 】8 的 例题 知 ， 上 式 表 示 以 二 直线 立 = +X imk > 的 
等 轴 双 曲线 (图 7-87)， 这 两 条 渐 近 线 正 是 原来 坐标 系 的 x 轴 和 ? HH. 
(2) B(X, Y) EP 点 对 X Bh. Y 轴 的 坐标 , 则 由 S 3.{ 定 理 ]9 知 ， 
P 点 的 切线 方程 是 
XIX 一 YIY 一 2R， @ 
EHO., ORS 
x+y y= = 
Ve ro 
Xi 二 1 x 
因此 X= 
把 它们 代入 @ 式 得 


X= 
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y1IX 十 XIy 一 2R， 

DEMS. 把 坐标 原点 平移 到 点 (ao0，b)， 再 将 坐标 轴 绕 (a,b) 点 转 过 6 角 ， 

这 时 ， 设 (x,，》),《£ ,7) 分 别 是 任意 一 点 了 在 旧 、 新 两 种 坐标 系 中 的 坐 

标 ， 则 下 列 关系 式 成 立 

2 R nsin0+a, 

y= £sing+ ncos0+b. 
路 证 E P 后 的 坐标 变化 为 ，(x，y) 一 (X，Y) 一 (&， n), 则 由 【定理 】 
3，4 有 

EE eh 

y=Y +b, Y= źsinĝ + 7cosð, 

从 上 述 两 组 方程 消去 X，Y， 便 得 结论 . = 
【定理 }6。 设 由 坐标 轴 的 平移 或 旋转 使 任 一 点 的 坐标 由 (x, y) # 为 
(X, Y), Wx, VRR (x, y) 可 变换 为 X, Y 的 同 次 数 的 整 式 
g(X, Y). 

证 明 il, y), g(X, a 的 次 数 分 别 为 m, n. RE 【定理 】3 或 4， 

x, y 都 是 X, Y 的 一 次 式 ， 因 此 g(X，Y) 的 次 数 不 比 m K; Bp 


mæn. © 
同样 可 得 。 mn. @ 
FRO, OPR m=n. 口 


4.4 一 般 的 二 次 曲线 及 二 次 曲线 的 分 类 
二 次 曲线 的 定义 ， 除 了 用 § 3.【 定 义 19 给 出 的 以 外 ， 还 有 各 种 各 样 的 
定义 方法 ， 下 面 依 次 叙述 它 的 第 二 、 第 三 种 定义 、 
, 【定义 ]1， 二 次 曲线 及 其 焦点 、 准 线 、 偏 心率 ”如 图 7 一 88 所 示 ， 设 有 某 定 
点 如 以 及 不 通过 该 定点 F 的 直线 f. 由 一 点 P 向 了 作 垂 线 ， 垂 足 为 再， 这 


时 ， EEE 保持 恒定 的 点 P 的 轨迹 叫做 固有 二 次 曲线 (习惯 上 简称 二 次 


曲线 ) 。 F 叫做 二 次 曲线 的 焦点 ， BLR f nu H P 
做 二 次 曲线 的 准 线 ， 了 的 恒定 比值 叫做 该 A 
3 F( 焦 点 》 
曲线 的 偏心 率 ， y 表示 。 | 
【定理 17. 在 [定义 ]1 中 所 定义 的 固有 二 次 曲 f 


线 ， 可 以 是 椭圆 、 双 曲线 和 抛物 线 中 任何 一 
H, # oe 为 偏心 率 ， 则 有 下 列 关系 ， 图 7-88 
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< <i —" mi, 
= — mina, 
1<e 二 这 双 曲 线 . 
zm 各 图 7 一 se 所 示 ， 假 定 由 F 点 向 了 作 垂 线 ， 垂 足 为 D。 现 取 定 F 为 
坐标 原点 ， 直 线 DF 为 x Hh. 
若 令 DF=k, MER f 的 方程 是 x= —k. 
ES P 的 坐标 为 (x,y)， 则 PR=w Fy, PH=|x+k|， s 
=e. 因此 ，P 点 的 轨迹 方程 是 
wx2 十 ?2 一 e | X 十 及 | 
向 于 上 式 两 端 都 非 负 ， 所 以 与 两 端 平方 后 所 得 的 结果 等 价 ， 即 


x:+y:=e(x+k)’, | 
《1 一 2 )x2 十 ?2 一 2c62RX 一 62R2 一 0。 D 
> (i) 34 e=1 Bf, HORS y’ —2kx—k’=0, 
ayi yi= 2h (at); 


如 果 令 x 十 二 一 X =Y ,也 就 是 说 ， 平 移 坐 标 刷 使 原点 移 到 ( 一 各 


0)， 则 由 人 @ 式 得 
Y’=2kX, 
此 即 抛 物 线 的 标准 形 . | 
Cii) 当 e1 时 ， 由 岂 式 有 


2e2k y2 eR? 
i 


e 


š vi = 1 一 一 2 


| ek \ y? ek v 
L Aa e 


1 一 8? 1 — e? 


E rere 
hi 图 7-89 


u - ek 2 y2 e? hk? 
即 | i I= a 1 一 6 (1l—e’)’ 


a) 8 
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$7 = =a(>0), RORE 


P T: GES i 

ot To 1. @ 
(R) 若 0<e<1， 则 1 一 et>0， 因 此 令 a(1—et)=b, 则 a:>b?， 

由 @ 式 便 得 


P E ó NE 
a? pt oi 
此 即 椭圆 的 标准 形 . 
(Z) Fe>l, 则 Ln KAKLES a 六 1 一 @)= 一 b*?， 由 @ 式 得 
E=. o 
此 即 双 曲 线 的 标准 形 . 口 


注意 ， 关 于 双 曲线 的 偏心 率 ， 也 本 参照 [ 定 理 ]3， 例 题 2 的 讨论 2. 
2 2 — 
R, MOEH = (>b R a = E, 


NART = 1(a>0, b>0)0 ik = EEE, 
证 明 在 [定理 ]7 的 证 明 中 ， 
根据 ( 甲 )， 对 于 椭 园 有 
Aaen, aa. SSE (od), 
根据 ( 乙 )， 对 于 双 曲线 ， 有 i E 
a (I1—e2)= —b2?2, .. e2= st e= SETE 0 


注意 虽然 出 发 点 认同 ,但 由 [定义 ]1 出 发 所 得 到 的 [定理 ] 7 及 其 [ 系 ] 1 的 
结果 ， 与 在 3.1 中 所 得 到 的 结果 完全 一 致 € 
[ 系 1]2 (1) eg A -eR KR] 


(2 WE paa = ‘a>0, 


a x=- 其 中 6 分 和 


(35), 第 七 章 图 形 与 方程 
*. 
证 明 我 们 来 考察 一 下 在 [定理 】 7 的 证 明 中 ， 在 x, y 坐标 系 中 的 准 R Y 
程 x 一 一 R 在 X、Y 坐标 系 中 将 具有 什么 形式 . 
(1) 令 x 下 一 X， 则 得 掀 物 线 方程 Y? 一 28X。 这 时 准 线 方程 变 为 


xX=-—k+Š, mx=-Ë, 从 而 Y’=4pX 的 准 线 是 X= 一 p， 


(2) 由 于 -th 一 X， 所 以 准 线 方程 变 为 X= k Ph, 


xH- H, =a, ik} X= 一 上 ， 


2 
， 双 曲线 -5 一 


的 ， ARRA 

在 以 上 所 得 的 结果 中 ， 若 把 流动 坐标 (X，Y) RA (x, y): 便 得 到 
最 店 结 果 ， = 
注意 关于 抛物 线 的 准 线 ， 与 在 § 3.[ 定 理 } 的 [ 系 }1 中 已 得 到 的 结果 一 
A. 
讨论 图 7 一 90 表 出 了 二 次 曲线 的 准 线 的 大 概 位 置 ， 注 意 ， w W Pl £ 
0<e<1， 对 双 曲 线 有 e>1. 


SETST S oa 图 7-90 


【定义 ]2. 一 次 曲线 X，? 的 二 次 方程 . 
ax 2 十 2jx?y 十 by?2 十 28X 十 21y 十 c 一 0(a，b， 了 入 由 至 少 有 一 个 不 为 0 
所 硝 示 的 曲线 叫做 二 次 曲线 . | : 
由 此 定义 的 二 次 曲线 ， 除 特殊 情形 外 ， 和 依次 归结 为 固有 
二 次 曲线 ， 下 面 暂且 把 上 述 二 次 方程 的 左 端 令 为 f(x，y)， 而 县 痰 到 “去 
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次 方程 式 ” 时 ， 假 定 二 次 项 的 系数 中 至 少 有 一 个 不 为 0 
【定理 ]8， 如 果 二 次 式 f(x，y) 避 分 解 成 实 系数 的 两 个 一 次 因 式 ， NTAJ 
程 f(x，y)=0 表示 两 条 直线 。 
证 明 设 f(x, y)=(ax-+by+c;)(a.x+b;y-+e,), @ 
这 时 如 果 ai=b=0， 则 四 式 左 端 是 二 次 的 ， 而 右 端 却 是 低 于 二 次 的 ， 因 
此 a1，bi 中 至 少 有 一 个 不 为 0， 同 样 a,, b; 中 也 至 少 有 一 个 不 为 0. 根 据 @ 
式 
((x, y) fx，y) 一 0》 = 《(x，?)alix 十 biy 十 cl 一 0》 
U {(x，?>)|azx 十 bzy 十 cz 一 0} . 
因此 ， 方 程式 f(x，y)=0 表示 两 条 直线 aix 十 by 十 601 二 0，as 十 by 十 c。 
注意 当 xi 十 biy 十 C1 二 0 和 ax 十 bz?y 十 cz 一 0 等 价 时 ， 它 们 表示 重合 的 二 
直线 ， 
【定理 ]9 , 若 经 坐标 轴 的 平移 ， IKAS (x, y) 333 g (X，Y)， 则 对 应 
的 各 二 次 项 的 系数 保持 不 变 ， 
证 明 ”假设 使 原点 移 到 (xs，ye)， 则 由 【定理 13， 有 
x=X- x, Y=Y +t Yo， 
g(X, Y)=J(x, »)=f(X+xo, Y+y) 
=a(X +x) + 2h X +x y +y) f 
+b(Y+y0 28(X-rxe)2J(Y+yOTe. ° 
证 为 X, XY, Y2 的 系数 分 别 是 a，2h，b， 所 以 在 (X, Y) 5 f(x， y) 
rh, <. xy. Y 的 系数 分 别 是 一 致 的 . O 
【定理 1}10， 如 果 坐 标 轴 绕 原 点 旋转 ， 二 次 式 人 x，?) 变 为 SCX，Y)， 则 其 
常 邯 项 保持 不 突 ， | . 
因明 假设 绕 原 点 的 旋转 角 为 9， 则 由 [定理 ]4， 有 
x=Xcos0—Ysing, 
y= Xsin0+Ycos@. 
因此 
(xX, Y)=J(Xcos0—Ysin0, Xsin0+Ycos0) 

I =—a(Xcos0—Ysin0):+2h(Xcos0—Ysin0)(Xsin0+Ycos0) 
+b(Xsin0+Ycos0)'+2g(Xcos0—Ysin0) 
+2/(Xsin0+Ycos0)+ce. 

从 而 ，g(X，Y) 与 f(x，y) 的 常数 项 c 相同 . 


(定理 111、 当 本 一 @b 夫 4 时 ， 经 过 坐标 轴 的 适当 平移 ， 可 以 把 二 y 


Er e 
一 让 


` (8562 第 七 章 ”图 形 与 方程 


f(x,?) 变 为 这 样 的 g(X，Y)， 使 x, Y 的 一 次 项 的 系数 同时 为 0， 
证 明 ， 如 果 计 算 在 [定理 39 的 证 明 中 所 用 到 的 g(X，Y)， 则 有 下 列 形 式 `; 
g(X, Y)=aX2+2hXY +bY2 
+2(ax +hyo -Fg)X+2(hx +by + f)Y 
十 (axo? 十 2 加 xoyo 十 byo2 十 2gxo 十 2fyo 十 c)， 
这 时 ， 为 了 使 X，Y 的 系数 同时 为 0， 须 有 
人 D 
hx +by +Jf=0, 
DxXxb—@Oxh  (ab—h2)x +bg—hf=0, 
DXxkh—@Xxa _ (h2—ab)yo+hg—af=0. 
从 而 ， 3 和 一 abs0 时 ， 有 


bg—h af—h 
A ER . = j `: š 
于 是 把 坐标 轴 平 移 使 (x，y》o) 点 变 为 原点 即 可 . D 
注意 2 h'—ab=0 时 ， 不 一 定 能 使 g(X, Y)rh X, Y 的 一 次 项 的 系数 
同时 为 0. 
【定理 12。 坐标 轴 绕 原点 旋转 适 天 当 的 角度 后 ， 可 以 把 二 K su f(x, y) 变 
为 这 样 的 g(X, Y), EE XY 的 系数 为 0. 
证 明 在 [定理 ]10 的 证 明 中 所 用 到 的 g(X，Y)， 其 XY 系数 具有 下 列 形 
起 
—2acosêsinð+2h(cos?0—sin?0)+2bsinfcosð | 
=2hcos20—(a—b)sin260, 
“为 了 使 XY 的 系数 为 0， 只 要 选择 角度 人 | 
使 2hcos20= (a—b)sin20 | | ,0 
成 立 ， 并 将 坐标 轴 绕 原点 旋转 这 样 一 个 9 角 即 可 。 Ë 


34 a=b 时 ，cos20=0 = BUT. 


着 asb 时 ， 由 @ 式 得 ts20 一 G5， 显然 满足 此 式 的 6 是 存在 


的 ， A E 
(ERS. BIR RIETS REFE, ` 
| jlx, y)=ax°j+¿hxy--by2+2gx-F2fy+c FAH 

A, p(X, ¥)=AX’+2HXY+BY’+2GX}2FY+C, $5 
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则 下 式 成 立 
(1) A+B=a+b,; (2) H:— AB=k?—ab. 
证 明 (i) 在 平移 的 情形 下 ， 
根据 {定理 ]9 知 ，A=a，H=h，B=b。 因此 (1》、(27 式 成 立 。 
(ii) 在 旋转 的 情形 下 
计算 在 [定理 }10 的 证 明 中 所 用 的 g(XK，Y)， 得 到 下 列 关系 
A=acos?°0+2hcos0sin0--bsin20, 
2H=2hcos20— (a—b)sin20, 
B=asin20—2hsin@0cos0+bcos20, 

从 而 | 
A+B=a(cos*°0+ sin20)-+-b(sin20+ cos20)=a+b, 
A—B=(a—b)(cos?°0—sin20)+ 4hsin0cos0 

= (a—b)cos20+ hsin20, 
4H’:+(A—B)’:= {4h’+(a—b)’} (cos’20+sin’20) 
= 4h°+ (a —b):. 
4H2+(A—B)2— (A+B) =4h' + (a—b)2—(a+b), 
4H`—4AB=4h”—4ab, BP H2— AB=h'—ab, O 
二 次 曲线 的 分 类 | 
我 们 来 研究 由 [定义 )2 所 得 到 的 二 次 曲线 是 什么 样 的 曲线 ,大体 的 要 

领 恕 下， 首先 施行 坐标 轴 的 旋转 ， 使 xy 的 系数 为 0 (应 用 [ E 理 ]12)， 其 

次 施行 坐标 轴 的 平移 ， 使 x 或 > 的 系数 为 09， 以 便 接近 二 次 曲线 的 标准 

É. | 

(EMI. x, y 的 二 次 方程 式 f(x, y)==ax'+2hxy+by'+2gx+2Jy+ec 

号 0 表示 的 图 形 ， n rE rss 其 AKTARAN, Kh 

线 和 抛物 线 中 任何 一 种 ( 即 固 有 二 次 曲线 )， 

EA 【《 工 ) 当 办 0 B$, 经 坐标 由 的 适当 旋转 可 以 把 方程 f(x, y)=03E 

换 成 下 列 形式 z 

E a g(X, Y)= AX:+BY2+2GX+2FY+C=0, OO 

这 时 ，A、B 中 至 少 有 一 个 不 为 0. | 

' (1) .G) 当 .A,BƏe80 时 ， 可 应 用 [定理 j11， (O H=o, H!— AB 
30). FE X, Y $h, HRE n PATENA E g 
 A#+Bn'=K.  @ 
1) 当 A, BASH | 
(i) AKS A 同 符号 ， 则 


(386) S ek Besi ăć o- 


” 
< 


3 


E 
rt/ [K x, “1 
Er NE) 
REPRAN) 
Gi) #K=0, JM £=0 17 一 0， 包 只 表示 一 点 。 
(iii) #K 51 AF2, 则 满足 四 式 的 实数 上 E，7 不 存在 ， 因 此 不 表示 
图 形 . 
2) XA BSH 
G) 若 K 志 0， 则 表示 下 面 的 双 曲 线 ， 
(F) K, ANSI 


ye -E = 
WE (/-š) 
(L)'-K, B 同 号 时 
eE P a E 
300000 (/-5) (/ P) 


Gij 着 k=0， 则 w= + -经 表示 两 条 直线 


To A, B 中 有 一 个 为 Q 时 
1) B=0 时 (这 时 4¥0). 


HOR g(x, Y)= AX:+2GX+2FY+C=0. + R 
G) 当 F=0 时 , g(X,Y)= AX°'+2GX+C=0, -O 
ita, h 为 它 的 两 个 根 ， 


cR) 车 GI 一 A4C>0,， 则 X=a, X=, RFI + y 轴 的 两 £ W 
A x 


< (Z) #@—AC=0, N X=a, 表示 平行 于 轴 的 两 条 重合 站 
线 ， 
a (B), #G-A4C<0 MHJW EQ X 的 实数 值 不 存 在 ， 因 此 不 
示 图 形 ， 
-= Gü) 当 Fae0 时 ， 则 有 g(X， Y)=ACX +x) +2F(Y +y) =0. 把 
坐标 轴 平 移 ， 使 原点 移 到 ( 一 x。, 一 y。)， 则 得 

A EHF n=0, 


4 坐标 的 变换 O (359) 


= :一 一 一 人 (下 ) 


这 表示 以 7 轴 为 对 称 轴 的 抛物 线 . 
2) A=0, B=c0 的 情形 ， 也 可 同 祥 进行 讨论 ， 
【定理 ]15。 二 次 曲线 的 标准 形 ( 在 扩大 的 意义 下 ) 
有 时， 也 把 下 列 各 方程 叫做 二 次 曲线 的 标准 形 . > 
(1) Ax +By +C=0(4,B¥0), 
(2) y=Ax R x= Ay( ¿=s0), 
(3) y=4 或 x 一 4 
【定义 ]15。 二 次 方程 f(x,y) =0 所 表示 的 图 形 ， 除 了 点 或 直线 的 特殊 情 
形 外 ， 还 有 
o Kabog KACE. 
ji 一 0 一 0 一 > 抛物线 ， 
Rh 一 ab>0 世 之 双 晶 线 ， 
证 明 在 [定理 ]14 的 证 明 中 ， 补 圆 是 I),(1)，1)，(i) 的 情形 ， 双 曲 线 
RFE), 0), 2), OKEE, WARRFE), (2), 1), Gii) 的 情形 
ERARE. EREK, WARF 4B> 0, RHRRT AB< 0, 
抛物 线 限于 AB=0 的 情形 .但 是 在 [定理 ]13 PA h'—ab=H°— AB, M #E 
【定理 14 的 证 明 的 @ 式 中 ，H=0 ， 因 此 一 b= 一 48. 把 它 与 前 述 的 事 
项 合 起 来 ， 定 理 得 证 . | : = 
例题 设 有 两 条 直线 
l: ox+biyt+e=0, L, a;,x+b;Šy--c;:=0 它们 相交 于 一 Mis 试问 
二 次 方程 
(axt biy tci) Caxt by +c) =R=) 表示 什么 样 的 曲线 ? 
M ”把 所 给 定 的 方程 进行 整理 ， 得 
a,a,;x2+ (aib: +a;b,)xy+ bib;y2+ (a,c; +-a,;ci)x 
十 (bicz 士 bzcuy 十 (cic: 一 R) 一 0， 
”车 令 D RPEN 中 的 于 一 ab， 则 
a,b;+a,b, \? 
— s S 


`Y 


1 
—a,;G;,b,b; = g(t ab) 


BT, 1, 相交 = F— 8, 所 以 a,b;,— azb, ¥0, 
D>0, 已 给 二 次 方程 表示 双 曲 线 ， 
讨论 ”如果 和 8 3{[ 定 理 ]4{ 系 1] 的 例题 1 结合 起 来 考虑 ， 则 此 双 曲 线 以 二 直 
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线 入，1s 作 渐 近 线 ， 渐 近 线 把 平面 划分 成 四 部 分 ， 但 双 曲 线 各 支 在 其 中 的 
哪 一 部 分 内 呢 ? 这 要 由 k 的 符号 及 De 和 02X 十 by 十 ca 的 i. 
区 域 ， 负 区 域 来 决定 . 
【定义 ]4 Meh ”用 一 个 平面 截 圆锥 面 时 ， 其 截 口 曲线 叫做 圆锥 曲线 
正如 下 面 定 理 所 见 到 的 ， 如 果 用 不 通过 圆锥 项 点 的 平面 截 割 圆锥 ， 那 末 交 
线 就 必然 是 固有 二 次 曲线 .在 这 个 意义 下 ， 贺 锥 曲线 这 一 名 称 可 用 来 作为 
二 次 曲线 的 别名 . 
【定理 ]16。 如 果 用 不 通过 圆锥 顶点 的 平面 截 割 圆锥 时 ， 则 截 口 的 曲线 是 固 
有 二 次 曲线 ， 
证 明 .如 图 7-91 所 示 ， 设 截 口 平面 为 <， 考虑 与 圆锥 及 x 相 切 的 R, 
与 x 的 切 点 为 F， 贺 锥 与 球 的 公共 点 的 轨迹 是 贺 ， 若 令 包 含 此 贺 的 平面 为 
x*， 则 x 与 贺 锥 的 轴 垂 直 , i f j w 与 x* 的 交 线 ， 由 圆锥 与 xz 的 截 口 
曲线 上 任意 一 点 了 向 了 作 垂 线 ， 垂 足 为 下 。 令 通过 圆锥 顶点 Y K P ËJ É 
线 与 x 的 交点 为 @G。 由 于 PQ 是 球 的 切线 ， 所 以 
PF=PQ. @ 

H V. P 向 EER, i 3RIE YE] M. R, MM, Q. 位 于 同一 和 直 
AF, RETERIEE, # RM IÍ. 

We LOVM=a, Z£RPH=Ü0, Ha, 8 与 P 的 位 置 无 关 ， ai 定 


` Hm 7—91 的 下 面部 分 可 看 出 ， 
PR 一 PO cosa, PR=PH cos ñ 


Zx ' “一 Í T 
AN 
` M NN R H ` 
——— s= > 
NX IANT 
f , `... S<. 从 . 
P 


图 7-91 


_  _ § 4. 坐标 的 变换 — (361) 
PQ cos a= PH cos pb, 
PF _ PQ _ cos # 
PH PH ` cos a ° 

因此 ， 截 口 的 曲线 是 到 定点 F 和 定 直 线 f 的 距离 之 比 为 定 值 的 点 的 轨迹 ， 

从 而 是 以 为 焦点 ，# 为 准 线 的 固有 二 次 这 线 ， L] 

、 ` _ cos 6 

FR ROR 为 e= esa 

讨论 1. 在 上 述 证 明 中 ， 用 到 一 些 立 体 几 何 学 的 有 关 性 质 ， 例 如 

(1) 球 与 平面 或 直线 相 切 的 性 质 ， 

(2) ”加 锥 与 球 相 切 的 性 质 ; 

(3) ”三 垂 线 定理 等 等 . 

2 在 [定理 ]16 H, #4 a< 8 HE cos a>cos BP(>0). 因 此 有 o<e<1 
截 口 曲线 是 椭圆 , 在 这 种 情 况 下 ， 与 x 及 圆锥 相 切 的 球 有 两 个 (图 7-92) . 
若 令 它们 与 = 的 切 点 分 别 为 F、} ， 仿 通过 椭圆 上 任意 一 点 了 MAEL V 
点 的 直线 与 两 个 球 的 切 点 各 为 Q. Q, Ni 

PF==PQ, 
PF’ =PR' CEO), 
因此 ，PF 十 PF“ =QQ' (E). | 

3， 当 cg>8 时 ，e> 1， 蕉 口 曲 线 是 双 曲 线 ， 但 截 口 平面 在 越过 圆 锥 

顶点 的 延长 面 与 多 锥 面 的 截 口 也 是 双 曲 线 。 当 a= 时 e==1 是 抛物 线 . 
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一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 -一 一 一 


在 这 种 情形 下 ， 截 口 平面 平行 于 圆锥 一 条 母线 


4:5 和 斜 交 系 中 二 次 曲线 的 方程 

【定义 】 WAA, NHRHET HTAA NHR, 当 通 过 其 中 心 的 直线 
与 该 曲线 相交 时 ， 交 点 间 的 线 侦 叫做 直径 ， 交 点 叫做 直径 的 端点 ， 

注意 对 于 抛物 线 ， 有 时 把 乎 行 于 主轴 的 直线 叫做 直径 ， 

例题 “ 试 证 明 ， 在 椭圆 中 ， 所 有 平行 的 弦 的 中 人 


证 明 如 图 7-93 所 示 ， 设 椭圆 的 方程 为 Zr F = © 


由 于 椭圆 关于 x. y 轴 都 是 对 称 的 ， 故 平行 于 x 轴 的 弦 的 中 点 位 于 ? 轴 
(一 条 直径 ) ,平行 于 y 轴 的 弦 的 中 点 位 于 x 轴 上 (一 条 直径 ). 

HERET x 轴 、 也 不 平行 于 > WRN, 令 其 直线 方程 为 

a _ y=mx+n(m=¥o), | 
IBU SRI) 22 ss P(xi, yi), Q(x;, Y2). 
HO, Ha y 得 
(mx+n)° 

A +—— =l, 

(a2m2--b2)x2+2a*mnx 

+ (n° —bt!)=0.- 

设 它 的 两 个 根 是 X Xz Mi 


2a°mn 
Tmt 


图 7-93 
°  Y=mX-+n, i. a @ 
` xí x; amn E i 
i 又 人 -= — am to s | ` : ` @ 
由 信 、'@ 式 消去 n， 便 得 | š 
alm(Y—mX) 》 < x 
S- ampo — ° AN t 
ji š _ : 4 Yi 
' Y= — 2⁄4 Xx ` 


AI AR 位 于 通过 原点 、 斜 率 为 一 元 的 直线 上 ， 即位 于 一 条 直 


s" Š 4. 坐 标的 变换 《363) 
径 上 。 
讨论 1， 若 令 一 一 一 


别 的 结果 可 变 为 :“ 斜 率 


为 m 的 弦 被 斜率 为 m 的 直径 平分 "。 把 m 和 m° 交换 也 得 到 同样 的 结 
和 
2。 对 于 双 曲 线 ， 同 样 的 结论 也 成 立 ， 
3， 对 于 抛物 线 ， 平 行 弦 的 中 点 也 位 于 一 条 直径 上 ， 
【定义 ]6。 共 轿 走 径 ”对 于 椭圆 、 冻 由 线 、 当 与 二 直径 之 一 平行 的 所 有 弦 
重 被 另 一 直径 平分 时 ， 此 二 直径 叫做 豆 为 共 应 的 直径 ， 
注意 “这样 的 直径 的 存在 问题 ， 已 由 [定义 】5 的 例题 及 讨论 2 所 确认 . 
【定理 1]17 .在 以 椭圆 的 一 对 共 斩 直 径 为 x， y 轴 的 斜 交 系 中 ， 这 个 椭 圆 的 
方程 式 可 表 为 
; - 
a? p 1. 
PRA WEU, RARES KEA 
短 轴 的 有 向 直线 为 X，Y 轴 ， 则 这 个 椭 
圆 的 方程 可 表 为 直列 形式 


图 7-94 

假设 围绕 原点 旋转 X $h. Y Hh, 34 X 轴 与 x 轴 重 合 时 ， 变 成 为 x 

(与 x 轴 同 )、y* 轴 。 这 时 ， 根 据 $ 1.【 定 理 ]9 及 § 4.【 定 理 ]4 知 ，X、 a 

x°, BRA KR, x°. y' 是 x, y 的 一 次 齐 次 式 。 因此 坐标 变换 式 

最 后 为 ， ú 
人 | 


| Y=rxtsy. 
把 上 式 代入 @O 式 ， 便 得 
ax 十 Bxy 十 ry =l. 了 @ 
由 于 与 » 轴 平行 的 弦 一 定 被 x 轴 平 分 ， 因此 若 点 P(x, y) 位 于 曲线 ， 
上 (图 7 一 95)， 则 点 p° (x， 一 >) 也 仍然 位 对 曲线 上 ， 从 而 四 式 与 下 列 方程 
式 是 相同 的 . | | 
cx 一 6xy 十 ry2 一 1 @ 
从 而 8B=0，@@ 式 化 为 O OA 
ax’ +ry’ =i, 


' (p, q, r, s 是 常数 ) i 
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在 图?7 一 95 中 ， 著 令 04=a:，O0C= 
2 ， 则 由 于 点 Ca, 0), (0, b°) + Bh 
线 上 ， 因此 


a :=1, rb’?=1, 


1 1 
dm a: , r= 22 9 
从 而 ， 所 求 的 方程 是 
rl =“ 
图 7-95 
【定理 ]18. 在 以 双 曲 线 的 渐 近 线 为 x 轴 ,? 轴 的 斜 交 系 中 ,此 双 曲线 的 方程 式 


-可 写成 
xy=h (k 是非 零 的 常数 )， 


证 明 对 x 轴 、Y 轴 组 成 的 直角 坐标 系 ， 双 曲线 -发 -一 -号 -= 1(o>0， 
b>0) 的 渐 近 线 方程 式 是 y=ttx, 和信 和 


分 作为 % 轴 的 正 半 轴 ， 位 于 第 一 条 限 的 部 分 作为 y 轴 的 正 半 轴 所 构 的 
斜 交 系 (图 7-96)， 

Go E x 轴 与 刁 轴 正方 向 的 夹 角 ，x“ 轴 、 罗 辅 是 把 X R. Y 轴 围 绕 
原点 转 过 一 0 角 后 所 得 的 新 坐标 轴 ， 则 x° 轴 与 x EA, AR x. y 轴 
的 轴 角 是 20( 图 7-97)。 根 据 §4.【 定 理 14 及 §1. 【定理 ]9 知 ， 坐标 变换 式 
是 


Y ; 
g 
x 
x(x’) 
图 7-96 图 7-97 


ni —y*sin(—0)=x*cos0+ ”sin0, 
Y= x“sin(—0)+ y'cos(—0)= —x*sin@+y*cos0, 
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因为 
Xe 一 X 十 ?cos20， 
p = ysin20, 
所 以 

X= (x+ ycos20)cos0+-ysin20sin0 
= xcos0+y(cos20cos0-+sin20sin0) 
=xcos0+ycos0=(x+ y)cos0, 

Y= —(x+ ycos20)sin0+ ysin?20cos0 
= —xsin0+-y(sin20cos0—cos20sin0) 
= --xsin0+ysin0Ç= —(x—y)sin0. 

把 它们 代入 原 双 曲线 方程 ， 得 


(+) cos- (x—y)'sin0=1. © 


但 是 u=, Kit 


TE. BEIE MA ARA 
cos “sec20  1+tg20 ”az 十 2 ， 


Cai r p? 
. sin0=1—cqs O=- ° 


HO ` 
(x+y). (x-y) _ 
wF eto T 
KA xy= a to (常数 )， = — 
图 7-98 A ` 
【定理 】19. sus sunan P 的 直径 为 x E 以 在 P 点 的 WR. 
为 ? 轴 的 斜 交 系 ， 此 抛物 线 方程 可 写成 y= 4p'a(p'3e0), O O 


证 明 ”如 图 7 一 98 所 示 ， 对 于 以 主轴 为 轴 ， 以 通过 顶点 、 SN X MA 
直线 为 Y 轴 的 直角 坐标 系 ， 抛 物 线 方程 式 可 写成 | 

=4pX(p 守 0). @ 
设 P 的 坐标 为 (a，b)， 则 根据 § 3.【 定 理 ]9, P 点 处 的 切线 方程 是 


(366) st% ”图 形 与 方程 


bY=2p(X+a). 
Wk, ES x, y 轴 的 轴 角 为 ao， 则 有 


2p_ 
tgo= b 四 


.根据 $ 4.【 定 理 ]3 及 8$ 1.【 定 理 19 知 ， 坐标 变换 式 是 
X=a+x+ ycoso, Y=b+ysing. 

所 以 ， 把 它们 代入 @ 式 得 

| (b+ ysino)?= 4p(a+ x+ ycoso); 

y2sin2o—4px+2(bsino —2pcoso)y+b*'—4pa=0, 

由 于 点 P(6，b) 位 于 四 的 曲线 上 ， 故 如 一 4pa 二 0， 又 册 包 式 有 

bsino—2pcoso=0, Mm, HOAR 

l y sino —4px=0, 


& —P =p, MJ y=4p’x 
sino j 


一 


$5. 不 等 式 和 区 域 
5.1 等 值 线 


` . 
ri: .. 
° - 


LENJI. 等 值 线 itil, yx, y 的 函数 式 ， 当 满足 IC. ?7) 二 h(h 是 
RIOR RE (Gx, y D= JHR- RHR, X 


曲线 0058468 49. 
注意 ! .在 地 二 的 等 高 线 是 等 值 线 的 一 个 
例子 一 
2。 当 h= 时 的 等 入 线 是 1(x， y)= 
0 的 图 形 ,. 
【定理 ]1、 x、 grh 次 式 ax 十 by +c (a, 
b 中 至 少 有 一 个 不 为 0 ) 的 等 值 线 ， 是 与 直 
Westby tci 0 平行 或 重合 的 直线 ， 
证 明 者 令 ax 十 by 十 C 关 ER EAR), MWA :: L 7-99 
0 十 2 十 C 一 有 二 0。 


C LAR} 


AEELRMAG, PERE SE SETIT Wb atiti BARO 
注意 ”直线 ax 十 by 十 c=0， 是 ax+by+c=k 当 k=0 时 的 等 信 线 人 


敬 的 变动 ; 其 等 值 线 将 平行 移动 ， 如 图 7-99 所 示 ， ， 


$5. 个 等 式 和 区 域 (367) 


【定理 ]2. K(x,y)=x+y’+Ax+By+C 的 等 值 线 是 以 (一 D E)» 
中 心 的 圆 . 
证 明 S x: 十 多 十 4x 十 By 十 C 一 R， 则 
x +y + Ax+By+ (C —k)=0. 
A 2 
Y (+) 二 (3 十 旺 ) =+ (448-10 +4k), 


2 E r E 

当 -AEA 时 ， 它 表示 以 ( 一 从， 一 号 ) 为 中 心 的 加， 
A+B—4C A B 

s E >, z )- 
A’+B’—4C 


f 


时 ， 它 表示 点 ( 
当 <— 


+ 从而， 除了 最 后 的 情形 外 ， 等 值 线 是 以 点 ( 一 入 ， 一 号 ) 为 中 心 的 
(包括 点 四)， 如 图 7-100 所 示 ， 人 


例题 1， 试 求 98(x，y) 一 多 一 4px(p 半 0) 的 等 值 线 . 
W EF y'—4px=k, 


则 yp («+ ay 


SELTS Q(x, y)=0 在 x 轴 方 向 平移 一 如 图 
7-101 所 示 ， 上 ` 


B, 
yei D 


图 7-100 O BM 
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y? . | u 
;一 一 1 的 等 值 线 。 LE EET 


x? y? 
解 Et- Z t p —1=k, N 


S+ =k. 


x k<—1BW, SRAKAR, MEHRA. 
当 及 一 一 1 时 ， 它 只 表示 原点 ， 
当 > 一 1 时 ， Fun TO EER da 1-102 所 示 . 


例题 5 试 求 C(x,?) 一 -六 一 一 wi NSR. 


= as | 


TiN k> 时 ， 它 是 焦点 在 x 轴 上 的 双 曲 线 ， s" EOD RB 
有 相同 的 中 心 ， 


y A: an 
uon 
js 
ihis AN AA eg 
P y ps 
图 7-102 ， 图 gios. 


"k= 1 时、 它 是 双 曲 线 Q(X,y)=0 WAER. - Q x 
Š k<— 1 时 ， 它 是 焦点 在 ? 轴 上 的 双 曲 线 ,具有 与 双 Bln 
相同 的 中 心 和 洛 近 线 ， | 


52 ERR AKR . 
【定义 ]2. 正 区 域 、 负 区 域 设 f(x,y) 是 xx、 y ns, 满足 1(x,y)> 0 
的 点 (%,y) 的 集合 ( 即 《Cx%,y)1(x,y)>0} ) 叫 做 f(x,y) 的 正 区 域 ， 满足 


į E 


$ 5. 不 等 式 和 区 域 (369) 


j(x,y) 芝 0 的 点 (x,y》) 的 集合 ( 即 《(x,y)1f(x,y) 芝 0》) 岂 做 Hx,y) 的 负 区 
R. 

注意 HF f(x,y) 的 一 次 式 的 特殊 情形 的 正 区 域 、 负 区 域 已 在 § 1[ 定 义 ] 
18, 【定理 }29 ZRT. 

, 【定理 ]35. K(x,y)=x ty t Ax*+By+C (A+P'—iC>0) 的 正 区 域 是 
BIK(x,y)=0 的 外 部 ， 负 区 域 是 加 Sy) 0 的 内 部 


2 ë — 
EA Kie) (s+ +742) - 2273 令 点 (x,y) 为 P， 


A .3 V A+B'—AC _ 
若 K(x,y)>0， 则 


(+£) +(y++) >=, 

“PQO*>r?, 即 点 P 位 于 国 K(x,y)=0 的 外 部 ， 

Æ K(x,y)<0， 则 

PQO*<7?， 点 了 位 于 该 蜗 的 内 部 . 

Æ K(x,y)=0, HU P@ =7 ， 点 了 位 于 该 圆 上 ， u. 

根据 以 上 讨论 ,【 定 理 ] 的 结论 成 立 ， 如 图 7-104 所 示 . 口 
【定义 3、 二 次 曲线 的 内 部 、 外 部 ”在 一 平面 上 ， 被 二 次 曲线 所 划分 开 的 
-各 部 分 中 ,包含 其 焦点 的 部 分 叫做 二 次 则 线 的 内 部 ， 不 包含 其 & 点 的 部 
分 ， 叫做 二 次 曲 绞 的 处 部 ， 如 图 7-105 所 示 ， 
> 例题 1.. 试 求 》 


外 pg 


.图 7-104 , 图 7-105 


 Q(x,y)=y'—4px (p>0) 的 正 区 域 、 负 区 域 
M 满足 Q(x,y)=0 的 点 位 于 抛物 线 y2= 4px_ E. 


(370) 第 七 章 ”图形 与 方程 


— — ——-—— — n , 一 


H Q(x, y) B y*—4px <0 


MEE E E E E 
yim px 的 点 为 S(x,y1) CA 7-106), W 


= yi—4pxi=0, yi=y. 
因此 | 

y?— 4px = 0. ©) 
. AO, ORE 4pxi 一 4Dx<0， 


因为 4p>0， 所 以 xx. PIAP 位 于 抛物 线 y= 4px 的 内 部 ， 
类 似 地 讨论 可 知 满足 Q(x,y)>0 的 点 位 于 抛物 线 的 外 部 ， 


根据 以 上 讨论 可 知 ，Q(x,y) 的 正 区 域 是 抛物 线 Q(x ,y)=0 的 外 部 ， 
负 区 域 是 抛物 线 的 内 部 ， a 7-106 所 示 。 


例题 2. 试 求 Q(x,y)= = + aT 一 一 1 的 正 区 域 负 区 域 ， 

解 ” Q(x,y)=0 表示 椭圆 ， 记 之 为 C. 车 p(x,》) 是 满足 Q(x,y)>0 即 
EAE ETS 

的 任 登 一 点 ， 

ša y> 


@ 


i aj, 则 此 不 等 式 恒 成 立 , 在 此 博 并 X, ri 
ps 


当 |x1 之 Jal 时 ， 通过 PP 点 作 平 行 于 y 轴 的 直线 必 与 C 相 交 ， aie 
点 为 S(x, yı), 则 


2 
=1 
XI = 一 和 a? b? , 
2 r 
PE >x 2 
HO, OR 
: h 
7—106 x >, .. | > | >| yıl . 


从 而 ,在 这 种 情形 下 ，P 点 也 位 于 C 的 外 部 ， 


| &*&r O e 1 p |. Å 


L 


` — -- — -— -— 


Š 5. 不 等 式 和 区 域 (371) 
类 似 地 ， 可 知 满足 CCx,y)<0 的 点 位 于 C 的 内 部 ， 
根据 以 上 讨论 可 知 ，Q(x,y) 的 正 区 域 是 C 的 外 部 、 负 区 域 是 C 的 内 

部 ， 如 图 7-107 所 示 ， 


——— ae Imee 


2 2 
例题 3. GOR O(x,)=- r — r l 的 正 区域 、 负 区 域 ， 


解 使 Q(x,y)=0 的 点 的 轨迹 是 邓 曲 线 ， 把 它 记 为 C。 设 P(x,y) 是 满 足 
Q(x,y)> 0 E 

2 2 
s: r 一 !>>0 O) 
BER— H, PERTE x 办 的 直线 ， 则 它 必 与 C 相交 ， 设 此 交点 
H S(x, Yı), Bill 


2 2 
x 

Y = Yis — yı 
2 


E T TSA 
xi 2 @ 
—————I=0. 
a b 


HO, ORA Xo 3 >0, |x|> |x il. 从而, P 点 位 于 C 


的 内 部 ， 
类 似 地 ， 可 知 满足 Q(x,y)<0 的 点 位 于 C 的 外 部 ， 


根据 以 上 讨论 可 知 ，Q(x,?) 的 正 区 域 是 C 的 内 部 ， 负 区 域 是 C 的 外 


图 7-107 图 7—108 


一 般 池 说 ， 下 列 定理 成 立 , 
【定理 4. 二 次 方程 Xx,?) 一 0 表示 固有 二 次 曲线 时 ， 藉 x,?) 的 正 区 域 是 
这 个 曲线 的 内 部 (或 外 部 )， 而 x,y) 的 负 区 域 则 是 其 外 部 (或 内 部 )。 


(872) PEN 图 形 与 方程 


讨论 ki(x,y) (R 是 不 为 0 的 党 数 ) 的 正 区 域 ， 2 k>0 kf, 5 f(x,y)ht 

正 区 域 相同 ; 当 k<0 时 ， 与 f(x,y) 的 负 区 域 一 致 .而 边界 线 是 曲线 f(x y) 

二 0。 又 ， 《f(x,y)}“ 的 正 区 域 是 除去 曲线 f(x,y)=0 以 外 的 整个 平面 . 
i 因此 ， 所 谓 正 区 域 、 负 区 域 ， 不 是 对 曲线 

来 说 的 ， 而 是 对 表达 式 来 说 的 。 

例题 ” 画 斜 线 表 示 出 x,y 的 四 次 式 

f(x ,y) 一 (x2 十 2 一 9)(x2 一 Xy 一 4) 
的 负 区 域 . 
解 I(x,y)<0 与 下 列 事实 是 等 价 的 ， 


(i) x 


Z x2—xy—4<) 
C A 或 (ii) CE 
图 7-109 x*—xy—4>0 


FWE., GDRAC ,y)BJ4Eér OH REA REXER. 
”x 十 一 9 的 正 区 域 是 加 x? 十 y* 一 9=0 的 外 部 ， 

又 ， 方 程 x? 一 xy 一 4 一 0 可 变形 成 x(x—y)=4. 但 根据 § 4. 【定理 ]1s 
的 例题 可 知 ， 它 表示 以 二 直线 x= 0，x 一 >y= 0 HA R NAR. EA 
x2 一 xy 一 4 一 0 HS y=0, Ji|x=+2. 六 此 变 为 图 7-109 所 示 的 那样 。 而 
H, HF 邓 一 xy 一 4， 若 令 x=0，y 一 0, 则 化 为 —4(<0), 因此 x 一 xy 一 4 
HARREI A (E FRIZ). _ 

根据 以 上 讨论 知 ，( 认 是 区 的 外 部 : Ra PPB NEAT (ii) 8 
示 圆 的 内 部 与 双 曲 线 的 内 部 的 公共 部 分 
讨论 ”除了 边界 线 以 外 ， 平 面 的 其 余 部 (未 画 斜 线 的 部 分 ) 是 fx 9) 的 
正 区 域 . 在 边界 线 上 ,f(x,y)=0.， 


$6. 曲线 的 表示 方法 


6.1 用 参数 表示 的 方 》 

lexn. 参 变量 (或 辅助 变量 ) 设 x=f(t),， y= =g(t), MUZE x,y 2 FJ # 
在 直接 的 函数 关系 ， 而 t 成 为 起 过 渡 作 用 或 参考 作用 的 变量 ， 故 # 叫做 参 
变量 (或 参数 辅助 变量 ). 

注 塞 ” 若 消 去 t， 则 可 化 为 F(x,y)=0。 


8 6. H£ n n A (373) 


一 条 直线 或 曲线 可 有 各 种 各 样 i 的 参数 表示 法 。 下 面 列 举 几 种 有 代表 性 
的 参数 表示 法 . 
(I) 直线， 
1) (x=a+ftcosa, | 
P- b+t sina, (t 是 参 变 量 ) 
如 图 7-110 所 示 ， 考 虑 到 通过 点 4(a,b) 的 直线 g 的 方向 ， 设 a 是 由 
x 轴 的 正方 向 到 g 的 正方 向 的 夹 角 ,上 是 由 4 到 g 上 任意 一 点 P(x,y) 的 有 
向 线段 AP HKEE, MERR. 4t 由 一 ce 变 到 +=o 时 ，P 点 在 g 上 由 
负 无 穷 通 过 一 切 点 移 向 正 无 穷 ， 
注意 当 cos a 寺 o 时 ， 若 消去 t, 则 化 为 y 一 b=tg a(x 一 0), 若 令 m= 霹 a， 
则 化 为 在 $ 1!. 【定理 116 中 所 得 到 的 形式 ， 
2) 通过 二 点 (x1，》1)，(Xxs，Y2) 的 直线 


— xi Àx; 
x” +A ， 
(4 为 参 变 BL) 
y = J17 十 472 
1 十 4 ' 
根据 $ 1.【 定 理 ]16 的 例题 3， 这 是 很 明显 的 . 
(1) B 
1) (fx 一 rcos 0， 
= sin 0. (r 是 正 的 常数 ，0 是 参 变 量 ) 


如 图 7-111 所 示 ， 设 P(x,y) 是 以 原点 O 为 圆心 r 为 半径 的 圆周 上 E 
意 一 点 ，98 是 从 x% 轴 正 方向 到 OP 的 夹 角 ， 则 上 式 成 立 ,， 如 果 6 从 0 变 到 
2x， 则 P 了 点 从 (r,0) 出 发 在 圆周 .上 沿 正方 向 转 一 周 。 


y 
p (x) 


D. s: 
NL 


图 7-110 图 7-111 


2) (x=a+r cos 0, " l 
2 0. (r 是 正 的 常数 ，9 b EB) 


(374) 第 七 章 ”图 形 与 方程 


如 图 7-112 所 示 ， 上 式 表示 以 点 (a,b) 为 圆心 > 为 半径 的 圆 ， 
注意 1， 如 果 消 去 参 变 量 ， 则 1) 变 为 2+y2=r2, 2)3E3J(x—a) + (y—b)! 
三 r”， 它 们 是 分 别 在 § 1.【 定 理 ]12 的 例题 3，§ 2.【 定 理 ]1 中 得 到 的 方程 . 

2. (1)1) 和 (I)2) 的 式 子 形式 是 相同 的 ， 但 在 ( 了) 中 ,t 是 变数 ， 
a 是 常数 ， 而 在 (了 ) 中 ,，r 是 常数 ，9 是 变数 . 

3。 从 式 子 的 构成 来 考虑 ， 把 1) 的 图 形 在 x 轴 方 向 平移 a, # y 轴 方 
向 平移 b， 就 是 2) 的 图 形 . 
讨论 。 下列 各 式 都 表示 以 t 为 参 变 量 ， 以 原点 为 国 心 ，r 为 半径 的 圆 . € 
们 都 可 作为 一 条 曲线 的 参 变量 表示 的 例子 . 


(ËB) /x=r cost, (E) fx 一 所 

D sint; L=+V 六 一 万 3; 
(再) 1—t" 

[== TT 


| 2t 

y= ipe 7 

(NÚ) 椭圆 ，frx=acos ð, 
Ga sin. 
(a>0,b>0,0 是 参 变 量 ) 


注意 ”消去 0 就 化 为- 为 -十 -55- =1 它 是 在 $ 3 定理 ]2 中 所 得 的 标准 形 ， 
因为 精 加 -十 -%5- 一 1 是 把 贺 +y =a E y AD ARGA 
到 的 曲线 (参看 $4.【 定 理 ]2 例题 1 的 讨论 )， 如 图 7-113 所 示 , 所 以 ,着 


Š 6. HH 线 的 表示 方 法 (375) 


令 Q(X,Y) 是 通过 椭 贺 上 任意 一 点 P(x,?) 而 垂直 于 x 轴 的 直线 与 六 的 交 
点 ,0 是 从 x 轴 的 正方 向 到 OQ 的 角 ， 则 有 


X=x, ek cos 0, 
| — Y=asin 0, 
Y p?” 

{= cos 0, 
y=b sin 0. 


当 0 册 0 到 2r 变 动 时 ， 点 Q@ 从 (ca,0) 出 
发 在 圆周 上 转 一 周 ， 办 而 与 此 对 应 ， 点 
P 从 点 (a,0) 出 发 ， 在 椭圆 周 上 转 一 膨 ， 
(N) JHR: kan sec 0, 
y=b tg ð. 
(a>0, b>0, 0 Fan 


y? 
注意 EWE 0, mey- =. 
即 在 $ 3.【 定 理 ]3 中 所 得 到 的 标准 开 7-114 


如 图 7-114 所 示 ， 和- 二 1 上 的 一 点 P(x,y) 向 x* 轴 


作 垂 线 ， 设 垂 足 为 RR， 从 尺 AFA +y =e 的 切线 , 设 切 点 为 Q. 这 
里 ， 根 据 P 点 位 于 第 一 、 第 二 、 第 三 、 第 四 象限 ，@ 相应 地 位 于 第 一 、 第 
三 、 第 二 或 第 四 象限 . 车 令 0 为 从 x 轴 的 正方 向 到 08(o 为 原点 ) 的 角 ， 

则 得 上 述 参 变量 表达 式 。 当 0 从 0 到 2r 变 动 时 ， 点 P 由 点 (a,0) 出 发 在 曲 
线 上 沿 图 的 箭头 方向 前 进 。 若 Q 移 到 第 二 象限 ， 则 P 在 曲线 上 沿 箭 头 方 
向 前 进 到 第 三 象限 .以 后 ，6 运动 时 ，P 点 在 曲线 上 沿 箭头 方向 前 进 到 第 
二 、 第 四 象限 ， 当 0=2x=w 时 ， 回 到 出 发 点 (a,0). | 


讨论 对 应 于 0 地， 的 点 不 存在 。 但 当 0-> 于 十 0 时 ，(x,?)->( 十 


°o, +o); 当 0> 字 一 0 时 ， (x ,7) 一 (一 co， 一 co ). TA A) 


3: 
hh, (x,y)> (=, +o) 40-5- +0, (x,y) > (ho, =), 


【定义 )2， 棋 略 及 双 曲线 的 辅助 回 、 偏 心 角 


(376) 第 七 章 ”图形 与 方程 


2 2 2 2 
对 于 椭圆 “+=, 双 曲 Rer ir =1(a2>0, b>0), 
称 贺 x? 十 y= 二 a NARA, EC), (FE ) 中 提 及 的 角 9 叫做 偏心 角 。 
(Y) 抛物 线 ， x= pt°, 
Emas, (pëz0, 是 参 变量 ) 
注意 83 t, MEX y =4px, MEZE S3 TEEN 中 得 到 的 标准 É. 
如 图 7-115 所 示 ， 设 P(x,y) 为 抛物 线 尖 二 4px 上 的 一 点 ， 则 该 点 切 


线 的 斜率 为 (参看 § 3.【 定 理 19). 若 令 此 切线 与 x* 轴 正方 向 的 夹 角 为 9， 


H ctg0=t， 则 -了 一， 因此 y= % 一 Bf， 即 得 上 述 参 数 表 示 式 ， 


t 
设 p>0. EA 0 的 变动 ， 我 们 来 考察 上 和 p 点 的 变动 。 当 0 从 0 到 


Taa, t 从 co 减 小 到 零 ， 而 p 点 经 抛物 线 在 第 一 象限 的 部 分 由 无 限 远 


Za) x 变动 时 ，t 从 零 减 小 到 一 oo . 这 时 ，p 点 从 原点 沿 曲线 的 箭头 方向 


在 第 四 象限 内 移动 到 无 限 远 ， 
(W) 旋 轮 线 
【定义 ]3。 施 辊 线 ” 当 定 长 半径 的 圆 在 定 直 线 上 滚动 (而 不 滑动 ) 时 ,此 
图 上 一 定点 了 的 轨迹 叫做 旋 轮 线 ， 

如 图 7-116 所 示 ， 设 圆心 为 C， 半 径 为 a 的 圆 在 x 轴 上 滚动 ， 当 P 点 
位 于 x 轴 上 时 ， 令 此 点 为 原点 ， 这 时 把 
半径 CP 作为 基准 ， 而 当 转 过 + 角 时 ， 令 
P 的 坐标 为 (x，?)。 由 图 中 有 — 

PM = OM =at, 
PN=asint, 
` NC=acost. 
从 而 可 得 旋 轮 线 的 一 种 参 变量 表示 ， 
=a(t—sint), 


Ü 
7—115 HER ly=a(1—cost), 
(a>0, t 是 参 变量 ) 


X 又 称 善 通 旋 轮 线 或 摆 线 一 译注 


8 6. 曲线 的 表示 方法 (377) 
(HNR 
【定义 14. 渐 伸 线 在 曲线 C 的 弯曲 方向 不 变 的 那 段 范围 内 ， 把 一 段 
无 伸缩 的 线 绕 在 这 条 曲线 上 ， 再 使 线 无 松 驰 地 拉 开 ， 这 时 ， 线 外 端 画 出 的 
轨迹 叫做 曲线 C 的 新 伸 线 ( 渐 开 线 )》， 如 图 7-117 上 部 所 示 。 
注意 ”由 于 线 的 长 度 是 随意 的 ， 所 以 一 条 曲线 C 的 渐 伸 线 ， 可 认 为 是 无 


7-116 图 7-117 


假定 把 无 伸缩 的 线 绕 在 贺 +y =a 上 ,再 使 其 无 松 驰 地 从 点 A(a,0) 
放 开 (图 7-117 FR) 。 由 这 个 渐 伸 线 上 任意 一 点 P(x, y) 向 圆 作 切线 ， 
令 切 点 为 G8，0Q 与 x 轴 的 夹 角 为 t+， 由 图 中 有 

QP= AQ=at, LQ=atcost, LP=atsint, 
由 此 得 区 的 渐 伸 线 的 方程 式 


x=a( cost+tsint), 
We (a>0，t 是 参 变量 ) 


6.2 极 坐标 
【定义 15、 极 坐标 、 动 径 、 偏 角 、 极 点 .基线 ”在 平面 上 给 定 一 个 定 点 O, 


“(398) 第 七 章 m 图 形 与 方程 ãčć 


它 叫做 极 点 (或 大 Ry, 然后 确定 一 条 以 O 为 端点 的 射线 g, 它 叫做 基线 (或 
RR) $g 的 正方 向 为 远离 O 点 的 方向 ,对 于 平面 上 的 一 点 P, 规定 出 直 
线 OP 的 正方 向 ， 并 设 从 g 的 正方 向 到 直线 OP 的 正方 向 的 角 为 6， AW 
距离 OP=r( 可 为 负数 )， 这 时 ， 如 果 * 和 被 确定 ， 则 点 P 就 确定 了 ， 
这 个 r 叫做 动 径 ，6 叫做 偏 角 "。 有 序数 对 (r，9) 叫 做 P 点 的 极 坐标 。 写 
成 PCr, 0), WE 7-118 所 示 。 
注意 1、 对 极点 自身 ， 不 能 考虑 偏 角 ， 但 通常 设 =o, 0 可 取 任意 值 ， 

2. 在 平面 直角 坐标 或 斜 坐标 中 ， 一 点 和 .一 对 有 序 实 数 (坐标 ) 一 一 对 
上 应， 而 在 极 坐 标 中 ， 藻 动 径 和 极 角 被 给 定 ， 则 一 点 就 唯一 确定 了 。 反 之 ， 
对 于 一 点 的 极 坐 标 ， 可 有 无 穷 多 种 表示 法 。 为 使 一 点 的 极 坐 标 唯一 确定 ， 
TRL, RK r>, 0<0=<2<. 
【定理 ]1. 〈 直 角 坐 标 与 极 坐 标的 关系 ) 

考虑 以 直角 坐标 系 的 原点 为 极点 ，x 轴 的 正 半 轴 为 基线 的 极 坐标 ， 游 
令 平 面 上 异 于 极点 的 一 点 的 直角 坐标 、 极 坐标 分 别 为 (x, y), (r, 0), HHJ 
下 列 关 系 成 立 ， 


"s d 
D. x ?’ 
y=rsin0, r=x +y’. 


证 明 ”如 图 7-119 所 示 ， 根 据 三 角 函 数 的 定义 ， 有 


P(X,Y) y P(x;1) g | 


P (r,0) 
F. 


0 g 
O (r>0) 


图 7-118 7-119 


x=0Pcos Z (0x, OP), 

y=0Psin (Ox, OP). 
其 中 人 人 (Ox，OP) 表 示 以 x 轴 的 正 半 轴 为 始 边 ， 从 O 向 P 的 有 向 直 线 为 
终 边 的 夹 角 . 


K 基线 又 叫 极 轴 、 动 径 又 叫 极 径 ， 偏 角 又 岂 极 角 一 一 译注 


§ 6. 曲线 的 表示 方法 (379) 
当 OP>0 时 ， 有 
OP=r，(Ox,OP)=0 二 2nr(n 是 整数 ). 
因此  x=rcos0, y=rsin0, 
34 OP <0 时 ， 有 l 
OP=—r, (Ox, OFP)=0+x+2nn. 
因此 
X=(—r)cos(0+ z)=rcos0, 
y=(—r)sin(0+xz)=rsin0. 
总 之 ,， 我们 有 x=rcos0, y=rsin0, 


若 由 两 式 消去 r， Mtes. ko, =s, O 


例题 1， 试 求 极 坐标 下 两 点 Alr 01), 
B(r:，02:) 间 的 距离 . (r202) 
解 ”如 图 ?-120 Rn RERA (Anw) 
以 基线 为 x 轴 正 半 轴 的 直角 坐标 系 中 ， 
A、B 点 的 坐标 分 别 为 (x1,Y1)、(x2,y2)， 
则 由 {定理 ]1， 有 
人 ricos0,, s ; 
yi=risin0,, Y= rsin. 
根据 § 1.【 定 理 ]7 9 
AB:=(x;—xi)” tyy) 
=(r;cos0;—ricos0,)2+(r;sin0,.—r,isin0,)° 
=r; +r: —2rir:(cosĝzcosĝı+sinĝzsinð,) 
=r/2+r2—2rir.cos(0,—0,), 
AB=V riitrs—2rirscos(0s—01) 。 
讨论 对 人 0A4B(O 为 原点 ) 可 应 用 余弦 定理 ， 
例题 2， 在 极 坐 标 系 中 ， 下 烈 各 点 相对 于 点 Ar, 0) 具有 什么 样 的 位 轩 关 
38? 


AG; :0:) 
(Xi ' 11) 


B(—r, 0), Ce; —0), D(—r, —ĝ\, E(r, T 一 0)， 


F(-, 芝 一 4 
解 ” 如 图 7-121 所 示 ， 
B 和 4 关于 极点 对 称 ， 


(380) REE 图 形 与 方程 
C 和 4 关于 基线 对 称 ; 


D 和 4 关于 通过 极点 、 垂 直 于 基线 的 直线 对 称 ; 
E ÑD 重合 ; 


F 和 À 关于 通过 极点 且 与 基线 构成 也 角 的 直线 对 称 ， 


下 面 举 一 些 简 单 曲线 的 极 坐标 方程 . 

(1). 直线 : 

1). 通过 极点 、 与 基线 正方 向 的 夹 角 为 a 的 直线 (参照 图 7-122) 其 裤 
坐标 方程 是 


图 7-121 图 7-122 
若 (r，9) 为 直线 上 的 任意 一 点 ， 则 恒 有 09=al?r 任意 ) ;反之 也 成 立 。 
注意 根据 【定理 ]11， 若 把 极 坐 标 变换 为 直 鲁 坐标 ， 则 有 
ABG 5 
=rsina, 
在 6.1(1)1) 中 ,在 a=b=0 的 情形 下 ，r 82 38388. 
2)。 由 极点 向 直线 1 EER, 设 垂 足 为 H. 3 OH=p, Z(Ox, OH) 
=a( 参 看 图 7-123) 时 ,1 的 极 坐 标 方程 是 
rcos(0—a)=p. 
1 是 使 PH-LOH 的 点 P 的 轨迹 。 若 令 P 的 极 坐 标 为 (r，09)， 则 由 么 POH 
一 0 一 a 十 2nr(n 是 整数 ) 便 得 上 式 . 
讨论 ” 若 应 用 【定理 ]1 将 上 述 方 程 变形 ， 则 化 为 xcosa NO 即 是 
直线 的 标准 形 ( S 1.[ 定 理 ]26) 
(I) J 


Š 6. 曲 线 的 表示 方法 t381) 


——— —— aMi x T  - —— 


图 7-124 
1) .以 极点 为 圆心 、a(>0) 为 半径 的 圆 〈 图 7-124) 的 极 坐 标 方程 式 
是 
?二 4 或 r= 二 一 a. 


注意 因为 r?=a?， 故 由 [定理 11， 若 把 极 坐 标 变 换 为 直角 坐标 ， 则 得 。 


和 光一 全 
2). r=2acos0, @ 
(a> 0) 
r=2asin0. @ 


都 是 通过 极点 而 半径 为 a 的 圆 ，@ 的 圆心 在 基线 上 ， 外 的 圆心 在 通过 
极点 而 垂直 于 基线 的 直线 上 ， 如 图 7-125 MR. 
3)。 以 点 (ri，01) 为 圆心 ， 以 a 为 半径 的 加 的 极 坐 标 方程 是 
r+ri—2rricos(0 —0,)=a, 
若 令 圆心 为 C， 则 满足 CP=a 的 点 P 的 轨迹 ,就 是 这 个 圆 ( 图 7-126) 。 
令 卫 的 坐标 为 (r*，6)， 应 用 例题 1， 便 得 上 式 ， 


图 7-125 图 7-126 | 
注意 .1 若 变换 成 直角 坐标 ， 令 C、P 的 直角 坐标 分 别 是 (x1 ,1)、(%,》)。 
则 有 
s | 


yi=risingi, y=rsin0, 


(382) 第 七 章 “” 图 形 与 方 入 
将 上 面 所 得 的 极 坐 标 方程 变形 ， 得 
r-r 2—2rricosÜcos),—2rrisin0sin0,=a°, 
na xt y2 十 xi2 十 yi2 一 2xxi 一 27yy1 一 G2。 
BD (x—x:) + (y —yi)2=a°, 
此 即 § 2. LEEN rR AR RRA N. 
2。 在 3) 的 极 坐 标 方 程 中 ， 若 仿 ri 二 0， 则 化 为 1) 的 情形 ， 若 令 rj=a， 


91=0 或 三， 则 化 为 2) 的 情形 . 


《 夏 》 以 中 心 为 极点 ， 以 轴 为 基线 时 的 椭圆 及 双 曲 线 的 极 坐 标 方程 ， 
在 直角 坐标 系 下 的 椭圆 及 弘 曲 线 (图 ?7-127) 的 方程 


一 ”一 rp 


X y 

人 =i{a>0.b>0', 
xš y: r`. ` AN 
r a urd Voda. 


HDE, UH THAA 


2 z; | 
r*cos“6 r*sin°0 
-一 中 <, oa me dnit 


a bš = 一。 
Ea 2 a2b: 
"s = becos bta sin h ° 


一 一 一 一 一 一 一 一 


A ) 
2 一 -一 一 一 一 一 =. ... Wm. a = ` x 
= (e= ai yta). 


对 于 双 暴 线 有 


$ 6. 曲线 的 表示 方法 。 (383) 


cos0 _ rising _, 
a` b° 


z 
gg E y EP A y 
b’costh —a°sin20 


=a a= (=V STD aok). 

(N) 以 焦点 为 极点 、 以 轴 为 基线 时 的 二 次 曲线 的 极 坐 标 方程 ， 

如 图 7-128 所 示 ， 设 通过 二 次 曲线 的 焦点 F 作 一 条 直线 垂直 于 此 焦点 
对 应 的 准 线 了 ， 设 f 上 的 垂 足 为 DD. 

我 们 建立 以 F 为 极点 ， 以 射线 Fx( 规 
定 其 正方 向 ， 使 DF>0) 为 基线 的 极 坐 标 
系 ， 并 求 出 三 次 曲线 的 极 坐标 方程 . 

由 平面 上 一 点 P(r ,9) 向 f 作 垂 线 ， 充 
垂 足 为 H， 前 面 已 知道 满足 


证 -=e(e 是 偏心 率 )， 


图 7-12f 


即 PF=e:HP. @ 
的 点 P 的 轨迹 是 二 次 曲线 (参看 § 4.【 定 义 11). 
ik K 为 通过 F HEAT Fx 的 弦 (叫做 正 焦 弦 或 通 径 ) 的 一 端点 ， 由 K 
向 了 FER, EHL. #6 FK=1(HEFi E), WA 
FK e, 即 Lg/e. x d 
又 由 P 向 Fx EER, REEN M. WAO, OR 
PF=e:HP=e(DF+FM)=e(LK+FM), 


1 
AA r=e(+r cos 0). 


/二 -一方 (1 是 正 焦 弦 长 之 半 ,e 是 偏心 率 )， 


注意 ”有趣 的 是 梢 圆 、 双 曲线 、 抛 物 线 在 形式 上 可 用 一 个 方程 表示 ， 不 言 
而 喻 ，0<e<1, e=1,，e>1 的 几 种 情形 ， 分 别 对 应 于 椭 国 、 抛 物 线 和 X 
曲线 。 : 


(384) PLE AYSHE 


讨论 和 
则 它们 的 极 坐标 方程 均 为 ， 


1 
i 1+e cos ĝ 
w" x 1 1 f 
VERE ie aM 
线 的 两 个 交点 为 P，Q， 殴 FO 为 定 值 ， 


证 明 ”如 图 7?-130 所 示 ， 假 设 以 F 为 极点 ， 通 过 FF 的 轴 为 基线 ， 曲线 的 极 
坐标 方程 式 为 


NE 
1—e cos 0 ° 
P, Q 的 极 坐 标 分 别 为 (rr 0,). Cra 02). 
EM b 使 rm > 0， 则 由 0,=0,-+- z, 得 fr,>0， 


r= 


Ç, 0) 


E] 7-129 图 7-130 
Laua ER Ë 
1 1—ecosh, ' 2 1-ecos(gi+r)  l+ecos@, ， 
1 1 1 1 1—e cos 0 1-Fe cos 0 
a a 一 = 一 一 一 一 a —— ip — 
FP FQ rı r? 


= 一 一 ( 定 值 ). 
(V) r m. r=ab(a> 0). ` 
若 取 一 9 REO, rr. uE, Aar, 0) 位 于 曲线 上 ， 


则 点 (一 7， 一 9) 也 位 于 地 线 上 . Am, HARANERA, BETER H 
线 是 对 称 的 (会 看 例题 2). 


如 图 7-131 所 示 ， 画 出 太极 点 为 圆心 ，9 为 半径 的 圆 ， 设 贺 周 EE 


Š 6. 出 线 的 表示 方法 (385) 


— a Ña... —. . — — — a — _ am  — Pq 


ÉE 7-131 


一 点 为 @， (OX, 08)= 二 9， 则 有 AQ=a0. 因而 ， 若 在 08 上 取 一 点 
P 使 OP== AQ, HJ P 点 的 轨迹 是 阿 基 米 德 螺 线 ， 如 图 ?7-131 的 右 部 所 示 。 
图 中 实 线 部 分 对 应 于 9> 0， 虚 线 部 分 对 应 于 6<0. 两 者 结合 起 来 就 是 表示 
r=a0 的 曲线 ， 
(N) FARR: r=ka? (a>0).* 
例如 ， 假 设 a>1，k>0， 则 当 0 增加 时 ，r 也 增加 ， 当 0-> 十 co 时 ， 
r>+o; 当 4 了 一 时 ，r 习 十 0O。 因 此， 等 角 螺 线 的 形状 如 图 7-132 所 


人 小。 
注意 车 ?为 曲线 上 的 任意 一 点 ， 则 P 点 的 切线 和 OP 的 夹 角 显 然 是 一 定 
ti. 这 就 是 “等 角 ? 这 一 名 称 的 由 来 . 

(VI) WHR: r0=ala> 0). 

基于 与 阿 基 米 德 螺 线 情形 同样 的 理由 ， 可 以 说 明 ， 曲 线 对 通过 极点 而 
垂直 于 基线 的 直线 是 对 称 的 . 

如 图 7-133 所 示 ， 先 作 一 个 以 极点 为 圆心 、o 为 半径 的 辅助 贺 ， 若 令 
Q 为 图 周 上 一 点 人 (Ox， 00)=0， 则 AQ=a9. 因 此， 如 取 08 上 一 点 P 
{H OP- AQ=0, 则 P 点 的 轨迹 就 表示 ro=a 的 图 形 。 当 0~> 十 0 时 ， 
r>+o, 0 增加 时 = 减少， 当 9 一 十 ce 有 时，r 一 十 0. 


图 7-132 
荔 。” 当 8 一 6 了 时， 又 叫 对 数 螺 线 一 一 译注 。 
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— — P -一 一 一 一 ~ 


在 图 7-133 中 男 的 是 9> 0 的 情形 .与 9<0 的 情形 结合 起 来 就 是 7r0=a 
的 曲线 ， 
注意 ”在 等 角 螺 线 、 双 曲 螺 线 的 情形 下 ， 曲 线 不 通过 极点 ， 但 无 限 地 趋 近 
于 它 。 过 常 把 这 样 的 点 叫做 曲线 的 渐 近 点 ， 


g? 
(VIII) r= 1 ° 


若 点 (7，0b) 位 于 曲线 上 上 ， 则 点 (>， 一 6) 也 位 于 曲线 上 . 因此 ， 曲 线 对 
AR 基线 对 称 ( 参 看 例题 2)。 现 考虑 ，0>0 的 


Cd 


情形 . 
当 0=0 时 , r=0. H T r=1— 


gigio BIE r 随 着 9 的 增 大 而 增 大 ， 
当 6 一 十 co 时 ，r 一 1， 曲 线 无 限 趋 近 于 加 


k. 0052 r=1 ,因而 得 到 网 形 7-134 
图 7-134 注意 ”这样 的 贺 Y=1 叫做 高 近 圆 。 


(K) 四 叶 玫 瑰 线 、r=acos 20(a>0) 
由 于 cos(~20)=cos 20，cos {2(x 一 0)} =cos 29， 因 此 曲线 对 基 


线 以 及 通过 极点 与 垂直 于 基线 的 直线 是 对 称 的 ， 又 由 于 cos | 2 (一 9) 
= 一 cos 29， 所 以 ， 若 点 (r,9) 位 于 曲线 上 ， 则 点 ( 一 "于 一 0) 也 位 于 曲线 


kE. 从而， 这 个 曲线 对 直线 0= 一 子 (相当 于 直线 y= 一 x) 是 对 称 的 ( 参 看 
例题 2)， 
34 0 从 0 增加 到 子 时 ,r 从 a 减 小 到 0。 考 虚 到 上 述 的 对 称 性 ， 整 个 


曲线 就 如 图 7-135 AR. 
(X) 三 时 玫瑰 线 ，r=acos 30(a> 0) 


由 于 cos {3(—0)}=cos 30 ， 所 以 曲线 关于 基线 对 称 ， 又 因 


cossf $ +0)= coss [F0] ma alr g to) 位 于 曲线 上 ， 


$ 6. 曲线 的 表示 方法 (387) 
TAT s 08 L.A HANAR O=- ak. 50 由 


0 变动 到 TB, r 从 a 减 小 到 0. 根据 上 述 分 析 ， 曲 线 如 图 7-136 所 示 。 


图 7-135 


(K) RAZ: rr=æ cos 20(a EFX Y). 
落 (y,0) 满 足 方程 ， 则 (一 r,09)、(Cr ,一 0) 也 满足 方程 。 因 此 ， 曲 线 对 
极点 及 基线 是 对 称 的 (参看 例题 2). 


由 于 "之 0， 所 以 cos 20220. 车 在 0 过 20 壹 二 的 范围 内 考察 ， 则 0< 
0 <. 
Xi r= +a, cos20 ,但 由 于 对 称 性 ,可 以 只 考虑 *= 十 avwcos20 。 


34 0 从 0 增加 到 于 时 ，r 从 6 减 小 到 0 。 画 出 与 此 对 应 的 曲线 ， 并 画 出 它 


关于 基线 以 及 关于 极点 的 对 称 曲 线 ， 就 得 到 图 7-137. 

(XI) 心脏 线 ， 7 二 a(1 十 cos 9)(a 是 正 的 常数 )， 

若 (?,9) 满 足 方程 ， 则 (7Y, 一 9) 也 满足 方程 。 从 而 ， 曲 线 关 于 基线 对 
#k. 

30 oF] = 变动 时 ,7 从 2a 减 小 到 0 . 

画 出 对 应 曲线 以 及 它 关 于 基线 的 对 称 曲线 就 得 图 7-138 (EB). 
讨论 ” 画 出 通过 极点 且 圆 心 在 基线 上 、 直 径 为 6 的 圆 ， 设 Q 为 此 圆 上 任意 


(388) REE ”图形 与 方程 


7-137 


一 点 ， 在 图 中 令 人 408=0. 在 直线 08 E, # Q 的 两 侧 取 两 S P. P, 
假定 QP= QP' =a, MU P. P 的 轨 还 就 是 上 述 心 脏 线 ， 

这 是 因为 0Q=a cos 0, iX r=op=a cos 9 十 a 二 a(1 十 cos 0), PAF 
曲线 上 。 


OP'=G—acos =a {1 十 cos(Xz 呈 9)》， 但 Pp’ 的 极 角 是 x 二 9， 所 以 
这 个 P' 仍 然 位 于 曲线 上 . 

(XII) W: r=b+a cos 0(a,b 是 正 的 常数 ). 

与 心脏 线 的 情形 相同 ， 曲 线 对 基线 是 对 称 的 . 

与 上 面 的 讨论 同 祥 地 先 画 出 通过 极点 ， 中 心 在 基线 上 、 直 Aha 的 
贺 ， 对 于 此 圆 上 的 一 点 Q@， 在 直线 08 上 取 两 点 P、P"'" 使 QP=QP' =b, 
则 两 点 P、P?’ 的 轨迹 就 是 旦 线 ， 如 图 7-139 所 示 ， 


iz] 7—139 


注意 3b=aBh, WHRRELER. 

钢 是 4。 设 有 一 曲线 ce， 其 极 坐 标 方 程 为 ?=j(0)， 现 把 它 围绕 极点 旋 转 a 

角 ， 得 到 一 条 新 曲线 c" 。 试 求 c 的 极 坐标 方程 ， 然 后 ， 应 用 这 个 结 果 ， 
考查 下 列 各 组 曲线 间 的 关系 。 


6. 曲 线 的 表示 方法 (389) 


GO) r ead (2) (T=a cos 36; 
— sin 20; (r= a sin 30; 
(3) r 二 a(1 十 cos 9)， 
r=a(1—cos 0), 
`r=a(1-F sin 0). 
解 ” 设 (r,0) 是 曲线 C 上 的 任意 一 点 ， 把 
此 点 围绕 极点 转 过 a 角 ， 令 所 得 到 的 点 
ZJ (r°, 02), WA 


r=? r= r, 
A a, "° SA da É] 7-140 
把 上 式 代 入 r= 世 0) 得 
r*=J(0*—a). 
满足 上 式 的 点 (r' ，0' ) 的 轨迹 就 是 C'， 如 图 7-140 所 示 
把 流动 坐标 从 (r’ ，0" ) 变 为 (r>，6)， 所 求 的 方程 可 写成 下 列 形式 。 
r 一 所 9 一 C)。 


(1) 在 r=acos20 中 , 若 用 0 一 工 代 堆 0， 则 变 为 r=asin2g。 从 
而 ， r=asin20R min r=a cos 28 轩 绕 极点 旋转 万 后 得 到 的 曲线 ， 

(2) 在 r=acos38 中 ， 若 用 0 一 二 代替 0， 则 变 成 r=a sin 30. 因此 ， | 
后 者 是 把 前 者 围绕 家 点 旋转 王后 得 到 的 结果 , 

(3) 由 于 cos(9 一 #)= 一 cos ð, P pata 此 mia 


r=a(1+cos 09) 围绕 极点 旋转 z RE, MER 上 # 果 分 别 是 曲线 ， 


r=a(1—cos0), Oo an 
MUN. REFA SRSOPEASOBOAOURDIRACSIS AR, BRA 
的 直角 坐标 方程 . 

(1) r=acos20, (2) r=a?cos20, 

(3) r=a(1+cos0). 
m SALEH. 
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(1) Hr 38 r= = acos20 两 端 ， 得 
y'= a(Y’ cos20—T`°sin 9); K 六 一 a(x2 一 22)， 
两 端 再 平方 。 7*=a*(x’ 一 y?)’, 
(x2+y2)i=a(x2—y2)2, 
(2) M r R r '=atcos20 两 端 ， 得 


— -— m Ë 


r!=a2(y'cos?0—r2sin20), s (ety y= y). 
(3) H r 3 r=ali t+ cost) Hin, 47 
y =alr+rcosh), .. %? 十 ?2 一 ar 十 ax。 


x2+y2—ax=ar. 
BARFA (x+y —ax) =ar, 
; (x+y —ax) =a (x+y). 


$7. 空间 图 形 


7.1 空间 点 的 直角 坐标 
(EXN. 空间 直角 坐标 、 坐 标 平面 、 坐 标 轴 ”在 空间 中 确定 一 点 O, 称 为 
原点 。 S 分 别称 为 x Sh. y 轴 和 z 轴 ， 
统称 坐标 轴 ， 由 空间 一 点 P 各 向 x BH. y 轴 和 z 轴 作 垂 线 ， 设 垂 足 分 别 
为 、M、N， 它 们 在 各 自 举 标 轴 上 的 坐标 分 别 为 x<、y、z. 这 时 ,一 点 P 
和 一 组 有 序 实数 《x，y，z) 一 一 对 应 。 这 组 数 叫 做 PP 点 的 坐标 ， 写 成 
P(x, y, z).X H x 轴 和 y 轴 所 决定 的 平面 叫做 xy 平面 。 同 样 也 有 ?yz 平面 
2x 和 平面 .这 些 平面 叫做 坐标 孚 面 . 
注意 EAP 点 向 各 坐标 平面 作 垂 线 ， LEESI L, M2, A 如 
7—141 所 示 ， 则 有 OL= 工 P=>x OM=M' P=y ON=N P= 
LEWI. RA P(x，》，z) 把 连接 两 点 Alx Yis z1), Blxz Yir Km 
线段 从 4 点 算 起 内 分 为 m:n(m>>0，n>0)， 则 下 式 成 立 
MX: +nxı my: +nyı mz: +nzı 

m+n ' 2 min '“” min °` 
证 明 如 图 7-142 所 示 ， 从 A. B. P 向 xy 平面 作 垂 线 ， 设 垂 足 分 别 为 
A, Bt, PZ, MIZ xy - s Hü Eg ARE ACs, y), B“(x;, ya), . 
p'(x, s). 由 于 Pe SERR 22B 从 AKE B 点 内 分 为 msn， 所 以 根据 
$ 1.T 定 再 }5， 有 


x=- 


x= 


mx + nx my: 


= nyı 
mtn ?> 


— — 


m+ 


OM=M’P=y, 图 7-142 
ON=N‘P=z. 
图 7-141 


同样， 由 A. B. P 向 yz 平面 或 zx 平面 作 垂 线 ， 根 据 类 似 分 析 得 


i mz;+ nz, = 
m+n ` 


【 系 】1 连接 两 点 (x!，y1，z1)、(xs，y2，z2) 的 线段， 其 中 点 是 

— Anth S) 

2 2 2 e 

略 证 ”只 要 在 上 述 定理 中 ， 令 m=n 即 可 得 证 . | = 
【 系 ]2. 在 【定理 1 中 ， 若 m. n 中 的 一 个 取 负 ， 则 可 得 外 分 点 的 坐标 . 
RE 只 要 象 § 1.【 定 理 ]} 4 的 注意 事项 那样 考虑 即 可 . 
例题 ” 设 三 角形 三 顶点 的 坐标 为 A (xi, yu 2), B (x;, Yz Z+), 
C(xs，Ys，Zs)， 试 求 其 重心 的 坐标 ， 
解 ” 设 DD 为 边 BC 的 中 点 ， 则 把 线段 AD 从 4 点 算 起 内 分 为 2:1 的 点 是 
ED, $ D 的 坐标 为 (xt，?4，z4) ,重心 的 坐标 为 (x，y，2z). 根 据 [ 定 理 】1 
WRH, FZE x 坐标 ， 则 有 


X, xs = X1 十 2X4 
= 23 + 7 IP? 
š x 二 xs 十 X3 
3 a Sa 二 


对 于 y. z 坐标 也 是 同样 的 ， 因 测 ， 重 心 的 坐标 是 
(tata Yiıtyz+tys 。 21 十 z2 十 zs ) 
3 , 3 , 3 ° 


(392) a> 图 形 方程 


注意 1。 上 例 的 解法 和 $ 1.【 定 再 ]8 的 例题 是 完全 相同 的 . 
2. 一 般 地 ，n 个 点 (Xi，yi，2Zi)(i=1，2,，…，) 的 重心 的 坐标 是 


x= 2 x,/n, y == Y:/N, g= 2 z/n 


1= 1 j= 1 j=1 
【定理 1]2. 两 点 AG. Yo z) B(x;, y, z>,)[B] WJ A 
V (xax) (ys—y1) +(z, +z.) , 
证 明 ”如 图 7-143 所 示 ， 如 果 分 别 过 4 
B 点 作 平 行 于 坐标 平面 的 平面 ,那么 一 般 
就 构成 了 一 个 长 方 体 . El rh, ZACD= 
全 ADB=90” 因 此 根据 勾 股 定理 有 
AB’= AD2+ DB’ 
= AC:+CD’+BD’. 
但 AC 平行 于 x 轴 ，C 的 x 坐标 等 于 
B 的 x 坐标 ( 即 x。)， 因 此 对 于 有 向 距离 


图 7-143 AC 有 AC=x,—x, 同样 有 CD=y,—y! 
DB 一 22 一 21。 
AB:= (x; —xi +(y; —yi)” + (z; —zi22, 
而 ABS), z AB= \/ (x; —X1) + (y2— y1) + (z; —z))° A 


注意 ”对 于 上 面 的 证 明 ， 也 有 不 能 构成 长 方 体 的 情形 。 但 即使 在 这 种 情形 
下 ， 上 面 的 证 明 也 是 通用 的 。 
[R] 原点 和 点 (xi，?y1， zj ) 之 间 的 距离 是 
V qis ° 
RE 在 上 述 定理 中 ， 令 x:=y:=z:=08 TE. O 


T2. 轨迹 和 方程 

空间 中 的 轨迹 和 方程 的 关系 ， 可 以 类 似 地 应 用 $1.[ 定 义 }12、 is, 
【定理 }12、13 来 讨论 . 
BN. 通过 > 轴 上 的 点 (0，0，C) 作 平行 于 xy 平面 的 平面 (垂直 于 z 轴 的 
平面 )， 试 求 此 平面 的 方程 . 
解 ” 如 图 7-144 所 示 ， 设 (x，y， z) 是 此 平面 上 的 任意 一 点 ， 则 恒 有 

z=C. 

反之 ， 若 令 (x， y, z) 是 满足 z=C 的 任意 一 点 ， 则 此 点 必 位 = 上 述 

平面 上 。 


$ 7. 空 间 图 形 (393) 
根据 以 上 所 述 ， 所 求 平面 的 方程 是 z 
s=0, 
讨论 E, Ela, 0, OWE 行 于 
yz 平面 的 平面 的 方程 是 x=a, 通 过 点 (0,b， 
0) 而 平行 于 zx 平面 的 平面 的 方程 是 y=b. 
注意 方程 x=a 表 示 的 图 形 ， 在 一 维 空间 
中 是 一 个 点 ， 二 维 空间 中 是 一 条 直线 ， 三 
维 空间 中 是 一 个 平面 ， 如 图 7-145 所 示 ， 
例题 2. 通过 xy 平面 上 的 点 (a， b, 0) 作 
平行 于 z 轴 的 直线 (垂直 于 xy 平面 的 下 
线 )， 试 求 此 直线 的 方程 ， 图 7-144 
J] 设 P(x，y，z) 是 此 直线 上 的 任意 一 点 。 因 为 由 P 向 xy gif (E T 
线 的 垂 足 为 (a，b，0)， 所 以 得 


x=, 


=b. @ 


O y 


(0,0,0) 


图 7-145 


Rž, (x, y, z) 98 E LaK 3 p EBWOIE S — S 则 z 不 论 取 

什么 值 ， 该 点 都 必 位 于 此 直线 上 . 
根据 以 上 所 述 ， 所 求 的 方程 就 是 中 式 ， 

注意 空间 直线 用 联 立方 程 组 给 定 。 上 面 @ 式 所 示 的 直线 ， RETTE 
x=a, y=b 的 公共 部 分 ( 交 线 )， 如 图 7-146F%28. 
【定义 ]2. 母线 、 准 线 、 柱 面 、 锥 面 ” 如 图 7-147 所 不 ， 关 动 直线 g 有 与 
定 则 线 (或 定 直线 )c 相 交 ， 同 时 掖 某 规 则 运动 ， 则 5 上 的 一 切 点 的 集合 一 般 
构成 某 个 曲面 ， 这 时 ，g 叫做 母线 ，c 叫做 准 线 。 当 母 线 重 平行 于 某 定 直 
线 时 所 构成 的 曲面 叫做 柱 面 ; 当 母线 恒通 过 某 定点 V 时 所 构成 的 曲面 叫做 
锥 面 ， 该 定点 叫做 锥 面 的 项 点， 
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图 7-147 


注意 准 线 是 直线 时 的 柱 面 一 般 是 平面 
例题 设 以 xy 平面 上 的 下 列 直 线 或 圆 作 为 准 线 构 成 柱 面 ， 涛 母线 平行 于 
轴 ， 试 求 其 柱 面 的 方程 . 

(1) 1. ax+by+c=0, 

(2) c, x<*+y°=+°'., 
解 (1) 这 个 柱 面 是 平面 (图 7-148 左 图 )， 令 此 平面 为 x， 

设 Plx, y, 2)Æ r 上 任意 一 点 ， 则 由 P 向 xy FINES R, KEE 
必 位 于 直线 1 上。 从而， 下 和 式 成 立 

ax+by+c=0, @ 

若 Q(x，?y，z) 是 不 在 x 上 的 任意 一 点 ， 则 由 Q 向 xy PENER 

决 不 与 相交， 从 而 。 
ax+by-+cə=0. 

于 是 ， 所 求 平面 的 方程 是 @@， 亦 即 与 原来 的 1 的 方程 是 相同 的 ，。 

(2) 与 (1) 类 似 可 知 ， 所 求 柱 面 的 方程 是 x 十 y= 二 7”， 它 表示 圆柱 面 
(图 7-148 左 图 ). 


§7. 空 间 图 形 (395) 


图 7-148 
讨论 方程 ox 十 by 十 c=0 在 平面 上 表示 直线 ， 在 空间 表示 平面 ， 又 方程 
x? 十 y? 二 rf? 在 平面 上 表示 圆 ， 在 空间 表示 圆柱 面 
-Rt DEI, y= 在 平面 上 表示 平面 曲线 ， 同样 的 方程 在 空 
间 则 表示 以 曲线 J(x, y)=o 作 准 线 、 和 母线 平行 于 z 轴 的 柱 面 。(《 参 看 例题 1 
的 注意 事项 ) 


7.3 球面 方程 
DEX]. 球面 ”空间 中 ,到 革 定 点 的 离 距 为 一 定 值 的 点 的 轨迹 叫做 球面 
该 定点 叫做 球 心 ， 此 定 距 离 叫做 该 球面 的 半径 . 
1383835. 以 点 (aq，b，c) 为 球 心 ，7Y(7>0) 为 半径 的 球面 的 方程 为 
(x—a)’+(y~b)’+(z—c)’=r’, 
EA ia (a, b, c) 为 4，P(x，y，z) 是 空间 一 点 ， 这 时 ， 此 球面 是 
满足 AP=r 的 点 的 轨迹 ， 由 【定理 ]2 有 
V(x—a)’+(y—b)’+(z—c)’=r, 
由 于 两 端 都 非 负 ， 故 与 两 端 平方 后 得 到 的 下 式 等 价 ， 
(x—a)'+(y—b)'+(z—c)'=,, g 
【 系 】 以 原点 为 球 心 ，r 为 半径 的 球面 ， 其 方程 式 为 
X2 十 2 十 Z2 一 r2。 


RE 在 [定理 }3 中 ， 令 a=b=c=0 即 可 得 证 口 
【定理 】4. 球面 方程 可 表示 成 下 列 形式 
x? 十 y? 十 x? 十 Ax 十 By 十 Cz 十 D=0. @ 


反之 ， 当 方程 表示 图 形 时 ， 除 了 仅 一 个 点 的 情形 外 ， 都 表示 球面 . 
证 明 把 [定理 ]3 中 所 得 方程 里 的 括号 展开 ， 并 整理 便 可 化 成 @ 的 形式 。 
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反之 ， 由 人 @ 式 得 , , | 
A B C 4 十 B 十 C “一 4D 
(toteen, 


因此 ， 当 A’+B*+C’—4D=0 kF, 表示 一 点 /一 分， _ 2 


| ee Á... a 


而 当 4: 十 B: 十 C2 一 4D>>0 时 ， 表 示 以 点 (一 全 -分 ， | 多 球 心 ， 
V AFB OD /2 为 半径 的 球面 . 


7'4 直线 方程 

【定理 ]5。 设 有 过 原点 的 直线 g 。 取 定 g 的 正方 向 。 且 令 它 的 正方 向 与 % 
轴 、? 轴 和 % 轴 的 正方 向 的 夹 角 分 别 为 gc、B、?， 则 g 的 方程 式 为 

6 x=t cos a, 


( y=tcos 0, (t 是 参 变 量 ) 


PG7J,z) y z=tcos y. 
证 明 如 图 7-149 所 示 ， 设 P(x，?，2) 为 
O g 上 任意 一 点 ， 令 有 向 距离 OP=t, ` 
| H P 向 x 轴 作 垂 线 ， 垂 足 为 P” , 则 OP” = 
OP s OP cos(ox,g), 
x ¿a x=t cosa. 
图 7-149 同样 可 得 y=tcos P, z=tcosy. D 


[8] 若 取 定 通过 点 (a ,b,c) 的 直线 的 正方 向 ， 且 设 它 的 正方 向 与 x 轴 、 
Y 轴 和 2 轴 的 正方 向 之 间 的 夹 角 分 别 为 a、B、y， 则 此 直线 的 方程 为 
x=a-+t cos a, 
y=b+t cos 0, (t 是 参 变 量 ) 
z=ç+t cos rx. 
, 证 明 这 条 直线 是 把 【定理 】5 o x RH n] a, Ey 方向 平移 
b, # z 方向 平移 c 所 得 的 结果 .这 时 ， 方 程 的 变化 和 平面 的 情形 相同 ， 
因 $ 4.【 定 理 ]1 Z, apan su 的 x、?、2z 变换 成 x—a, y—b, z—e 
便 得 。 即 INT 
x—a=tcos Q, ,x=a+t cos a, 
y—b=t cos P, = y=b+t cos f, 
z—c=t cosy, ` #=c+t cos Y. Tu] 


EN í` V. G 


8 7. = ja) 2] (397) 
注意 ”这 个 方程 ， 除 了 维 数 的 着 别 外 ， 与 8S6.1( 工 ) 是 同形 的 . 
【定义 14. 直线 的 方向 余弦 、 方 向 数 在 【定理 ] 5 及 其 【 系 } 中 的 cosa. 
Cos S, cosy 叫做 直线 的 方向 余弦 ， 通 第 用 1、m、n 表示 ,又 ,与 方向 
余弦 成 比例 的 三 个 数 叫 做 方向 数 ( 或 方向 比 ) 
注意 ”如 果 把 g 的 正方 向 反 向 ， 则 其 正方 向 与 x 轴 正 方向 的 夹 角 是 w 一 mr 
十 2nx(n 是 整数 )， 因 此 得 cos (a 一 xX 十 2nx)= 一 cos a. 对 8g 与 y 轴 、 z 
轴 夹 角 的 方向 余弦 也 右 司 伴 的 结果 . 也 就 是 说 , “如果 把 方向 余弦 为 1L、m、 
R&R 的 直线 的 正方 向 反 向 ， 则 方向 余弦 变 为 一 l， 一 m， 一 n。” 
$f 定理 ]6。 方 向 余弦 为 I、m、n， 且 通过 点 (a，b，c) 的 直线 的 方程 为 


X 一 @ y—b £ == Ü 


— — - r- —— 
一 一 —— 


l m n 
其 中 当 分 母 为 0 时 ， 约 定 对 应 的 分 子 也 为 0， 
证 明 ”直接 将 【定理 】5 的 ! 系 } 的 结果 改写 一 下 就 是 ， 


x=a+tl, 
=+, (D 
z=c+tn. 
G) Himno 时， 由 上 述 三 式 消 去 t+ 便 得 
x—a _ y—b _ z—c_ 
l m n 


(ü) 41. m. n 中 荣 一 个 (例如 nn) 为 0 而 1 三 9，m 夺 0 时 ， 则 由 人 @ 式 
得 


x—a 一 b 
T — y tas 


根据 约定 ， 该 定理 成 立 . 

当 ]3àg0, m=n=0 ki, HOR 

y—b=0, z—c=0, 

根据 约定 ， 定 理 也 成 立 . 

其 他 的 情形 ， 也 可 同样 证 明 ， RHC), i), ERE. O 
注意 1， 在 【定理 ]7 中 将 要 看 到 . 不 可 能 有 l=m=n=. 

2, 在 { 定 理 }6 中 “关于 分 数 式 的 约定 "常常 被 应 用 ， 今 后 如 事先 未 特 
别 申 明 ， 常 使 用 这 一 约定 . 


Hie 【定理 16 中 的 公式 ， 可 认为 是 把 两 个 方程 式 -<= 一， 


(398) gt “图形 与 方程 


Xa 2 一 [C 


-2 联 立 起 来 .这 是 因为 这 些 方程 分 别 表示 垂直 于 yx 平 面 ,zx 平 


面 的 平面 (参看 7.2[ 定 义 12 的 例题 )， 而 这 两 个 平面 的 交 线 正 是 方向 R 52 
为 I、m、n 的 直线 . 


【 系 】 通过 点 (a,b,c)、 方 向 数 为 L、M、N 的 直线 的 方程 为 
en hd aa 
LT” M ` N 
ES ” 设 此 直线 的 方向 余弦 为 {m,n， 则 有 I:M:N=t:m:n. F jk h 
【定理 ]6 便 得 结果 . 
例题 试 求 通 过 不 同 二 点 (x, yu Z). (xz ys, 22) 的 直线 的 方程 。 
MN iL. M. N 为 此 直线 的 方向 数 ， 则 此 直线 的 方程 是 
X Xi y— yı Z— Zi 
L ~ M F. @ 
由 于 此 直线 通过 (x:、y2、z2)， 所 以 


KaT Xi YY _ 2 —2 @ 
L = M N 
由 @@，@ 式 消去 LL，、M、N， 便 得 所 求 的 方程 式 ， 
nt .td WR ung. 1 83 


X2 一 XI1 ”yz 一 21 Z2—2Z2i ° 


讨论 1。 EDE Yu a) (Xa Yan RÈR ARI xs 一 xn 
yz Yis Z2— ži. 
2. 通过 二 点 (x1，Y1，2z1)、(x、y:、Z2) 的 直线 的 方程 可 写成 

(A 是 参 变 量 ). 
{ 定 更 】7?7。 设 1、m、n 为 一 直线 的 方向 余弦 ， 则 

tm tnr El. | | 
证 明 设 g' 为 通过 原点 且 与 g 同 指向 的 平行 直线 H| g, g 55 x #h. y 
H, 轴 正 方向 的 夹 角 分 别 相 等 ， 令 这 些 夹 角 为 a、B、y， 则 

l=cosa, m=cos PB, n=cos y. 
取 P(x,y,z) 为 g' 上 不 是 原点 的 任意 一 点 (图 7-150)， 通 过 卫 作 三 个 坐标 
平面 的 平行 平面 ， 则 一 般 地 说 ， 这 些 半 行 平面 和 坐标 平面 构成 长 方 体 ， 而 


$T. 空间 图 形 


OP 是 此 长 方 体 的 一 条 对 角 线 . 在 图 7- -150 
中 所 用 的 记号 下 ， 有 
OM =x, ,MN=y ,NP=z, O) 
OP’=OM’+ MN:+NP:., 
若 令 OP=t#， 则 由 【定理 5， 有 
x=tcosa=tl. 


HĀ y=tm, z=tn. 


代入 @ 式 得 
t= (+m +n), Ki 0, ik x 
Pmt =l. O 图 7-150 
【 系 】 假设 一 条 直线 的 方向 数 为 工 、AM1、N， 方 向 余弦 为 上、 如、h， 则 下 
ARM: 
L 
LEIAN IAT 
Ska aa ( 辐 取 正 号 或 同 取 负 与 ) 
SR NE 
V L?+4 2 十 2? 
n= + N - 


+ 
证 明 MEXA = S, Sitti k, Ml 


L=kl, M=km, N= Rn, @ 

L+ M '+N2=k'(Ë+m+n)= R. 

ht T FMFN. 
把 上 式 代 入 @ 式 便 得 结论 . 站 
【 定 琴 】8。 设 两 条 直线 gj/、g; 的 方向 余弦 各 为 hh、mi、ni: L. 
g: 和 g: 平行 或 重合 的 充分 必要 条 件 是 


k=l m=mi, ns=n, 


M2, Nns 


或 =, m= —mi, n= — n. 

证 明 g. g 平行 或 重合 ， 与 它们 各 自 过 原点 的 二 :平行 线 重合 是 等 价 的 : 
因而 ， + g, Rl gs 的 正方 向 相同 ， 则 由 方向 余弦 的 定义 有 L=l, 

M=m, mw=m FEARR, Wh EXM, F hkL=-—l, m=-m, 


hh 二 一 n+ L 


(400) Fei ”图 形 与 方程 


【 系 】 设 两 条 直线 的 方向 数 分 别 为 Ll，Mi，Ni; Lx Me Ny. 这 两 条 直 
线 平行 或 重合 的 充分 必要 的 条 件 足 


证 明 设 两 条 直线 的 方向 余弦 分 别 为 ms， D, Mmo ns. WE 
Li MiNi =h mMm; Sn, 
L: M2$N2= lim: nz, 
因此 ， 由 【定理 ]8 便 得 结果 . 口 
【定理 j9. 设 两 杀 直 线 的 方向 余 法 各 为 五 、jpli，1 L, ms, m. 此 二 直线 
的 正方 向 的 夹 角 为 6， 则 ， 
w: Ë; cos 0=l,l;+ mm: + nin. 
Paz) T ”通过 原点 作 平行 于 n. p 的 直线 ， 
) (x1Y121) 令 它 们 各 为 g, g. Migi, g 2 的 正方 
F 向 的 夹 角 为 6. 
y 在 gi 、 g: 上 上 分别 任 取 一 点 Pi, P;, 
Ë OP> 0, OP.20, % Pi. P, 的 坐标 为 
(x, yu Zi), (xz Yz, z2) 40E 7-151 所 


* Z. 
图 7-151 根据 余弦 定理 ， 有 
OP +OP -P,P 
S oB 2OP,: OP, 


< OP,=tv OP,=t,, 应 用 【定理 ]2 及 【定理 ]5， 


ERR TF =(x Hy taz) +(x2+y2 +z) 
— ((x;—xi)2+ (y; —y i) + (z; —z )° 
=2(xix;: + YY: + zz) | me 
=2(tilitolst timitsms + tinitsnz) 
=2)t,t,(1,1,+mim. + nin; 


2tit(hil+mm +n) 
2tit» 


cos 0=: 


=l,l; +mm:+ nm. C] 
注意 ”对 于 方向 数 不 一 定 有 cos 0=L;L:+ M, M.+N.N.,.. 
[R]. HARIZTIA li mi, ni; ln m, Mz 的 两 条 直线 相 互 垂 直 的 


| $7. 空 间 图 形 (401) 


— ——. Á 0 a -mm 


充分 必要 条 件 是 


Ll; mimi nin = 0 ë 


EA [SPS 44036, cos 记 二 0， 故 应 用 [定理 ]9 便 得 出 结果 。 


O 

【 系 】2， HAER L, Mo Nu L, Mo N, 的 两 条 直线 相互 垂直 的 充 
分 必要 条 件 是 

LiLs+ MM;,+NIN,=0. 
证 明 设 两 条 直线 的 方向 余弦 分 BIX D. mi, nig D. Ma, no IA 
Li MINI 一 0， M2 IN 一 1 :7202， 因 此 由 【 系 11, 便 得 结果 。 O 
讨论 在 【定理 ]9 中 ， 当 gı fg: 时 ，0=0 Ra, Al cos0= +I, 

bhl;+mm;j+nin, = tl. 


当然 它们 满足 条 件 hitmi +n =l, L’ +m? +n =l. 


7.5 平面 方程 


在 7.2 例题 1 及 【定义 】〗2 的 例题 中 ， 研究 了 简单 的 平面 方程 。 在 这 
里 ， 我 们 再 进一步 研究 一 般 形 式 的 平面 方程 。 
【定理 10， 设 在 空间 中 有 一 平面 xz。 通过 
原点 O WEHT r 的 直线 g, € 与 的 
交点 为 五 . 设 g 的 方向 余弦 JJ 1. m. n, 
OH=p. MWER x 的 方程 是 

Ix+my+nz= p, 
其 中 约定 取 g 的 正方 向 使 p>. 
证 明 ”如 图 7-152 所 示 ， 对 于 空间 中 不 同 
-于 H 的 一 点 P， 使 PH-Lg 的 点 P 的 集合 
和 点 H 合 起 来 就 构成 平面 x=. 图 7-152 

根据 【定理 ]5，H 的 坐标 是 (pl，pm，pn)， 因 此 ， 若 令 P 的 坐标 为 
(x，y，z)， 则 由 【定理 ] 6【 系 】 的 讨论 1， 直 线 PH 的 方向 数 是 x 一 pl， 
y 一 pm，z 一 pn。 应 用 【定理 ]9 的 【! 系 ] 2， 有 

(x—pl)1+(y—pm)m-+(z—pn)n=0, 
lx+my+nz=p( +m +n’). 
a Ix+my+nz= p. 

又 ， 对 于 点 4; 

(pt) +m(pm)--n(pn)= p(Ë--m°+n°)= p, 


S (2) 第 七 章 图 形 与 方程 
因此 满足 @ 式 ， 
根据 以 上 所 述 ，@ 是 zt 的 方程 ， @ D) 
【定理 】11，x、?>、z 的 一 次 方程 
Ax+By+Cz+D=0(A. B. C 中 至 少 有 一 个 不 为 0) 


表示 平面 。 
证 明 设 g 是 通过 原点 且 方 向 余弦 为 

kas .SS 

V AFB HC?’ v +B TC VL BT G: 

i A H OH=p=— P .，, 
直线 ， 在 8 ERA H IME OH= p=- rer EH 点 作 
垂直 于 g 的 平面 ， 则 贝 【 定 理 }4， 此 平面 的 方程 是 
Ax+By+Cz+D _ 


~ 一 和 一 一 一- 一 一 一 


tx+ z=p, Hp = 
jiii V ATB:+ 


亦 即  Ax+By+Cz+D=0, 

因而 ， 这 个 平面 的 方程 是 4x 十 By 十 Cz 十 也 =0. 

换 句 话说 ， 所 给 x. y. z 的 一 次 方程 就 是 上 述 那 个 平面 的 方程 ， 口 
【定理 ]12。 平面 方程 是 x、y、2 的 一 次 方程 ， 反 之 ，x、y、z 的 一 次 方程 
表示 平面 。 

证 明 这 不 过 是 [定理 }10 和 [定理 }11 的 结合 而 已 ， O 
【定义 15 .平面 的 方向 余弦 、 方 向 数 ”垂直 于 平面 的 直线 的 方向 余弦 及 方 
向 数 分 别 叫做 这 个 平面 的 方向 余弦 及 方向 数 ， 

【定理 】13. 平面 Ax+By+Cz+D=n0(A. B. C 中 至 少 有 一 个 不 为 0) 的 方 


向 数 是 A, B, C. 
证 明 ”正如 在 [定理 ]11 的 证 明 中 所 看 到 的 ， 3 1, m, n 是 垂直 于 此 平 
面 的 直线 的 方向 余弦 ， 则 有 Timin= A:B:C. 口 


【定理 】14. 设 有 两 个 平面 mi: ix 十 By? 十 C12 十 也 := 0, 
ETT Ax + B,y+ C,z + D;,= 0 
(1) m f xx:( 也 包括 重合 的 情形 ) 的 充分 必要 条 件 是 


(25 mix; 的 充分 必要 条 件 是 
44 十 BIB: 十 CI1C2 一 0 
EA ”如 图 7-153 所 示 ， 设 &! EET m 的 直线 ，g; 是 垂直 于 fs 的 直 


_ S 7. 空 间 图 形 (403) 
线 ， 线 ， 则 根据 [定理 ]13 a Bis 82 a 的 方向 比 分 别 是 B Bi, Cy, A: Bn Ch. 


C13 g; (2) 
s g 


2 
Í Xa 


I 
t 


图 7-153 
(1) mf x; 的 充分 必要 条 件 是 g: 82» 从 而 ， 由 【定理 ]8 的 【 系 】 得 


证 ， 

(2) mima 的 充分 必要 条 件 是 g1 1 g:。 从 而 ， 由 【定理 ]9 的 【 系 】2 得 
W. “G 
【定理 ]15. 设 有 一 平面 x Ax+By+Cz+D=0 和 一 直线 1 
XTX YY, _ Z7 


E jM K ° 

(1) zt 的 充分 必要 条 件 是 

y: AL+BM-+-CN=0. 

(2) ndt 的 充分 必要 条 件 是 
A B C 


L W 


M N: 


证 明 如 图 7-154 所 示 ， 设 g 是 垂直 于 r 的 直线 ， 则 由 【定理 ]13，g 的 
方向 比 是 _ 4、B、C . 
(1) z] 1 的 充分 必要 条 件 是 1Lg. 从 而 ， 根 据 【定理 ]9 的 【 系 】2 得 证 ， 


Ci) ! (2511 


图 7-154 
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- + + ——- . —— —  —F- -- 


(2) x1 的 充分 必要 条 件 是 14 5， 从 而 ， 根据 [定理 ]8 的 [ 系 ] 得 证 。 
口 


7*6 空间 曲线 及 曲面 
【定理 116. 联 立方 程 组 
Ha y, z)=0, 
G(x, y, z)=0, 
一 般 表示 空间 曲线 (也 包括 直线 )， . 
证 明 F(x, y, z)=0 及 G(x, y, z)=0 一 般 表 示 空 间 曲 面 (也 包括 平 
面 )， 如 图 7--155 所 示 .。 因而 ， 把 两 式 联 立时 ,同时 满足 这 二 方程 式 的 点 


(x，2》，2z) 的 轨迹 ， 作 为 两 曲面 的 交 线 ， 表 示 空 间 曲 线 ， O 
讨论 ”在 一 定 条 件 下 ，F(x，y，z)=0 也 可 改写 成 z=](x, y). 

F(x, y, z)=0, Ce = y= 4(x), 

Pa y, z)=0, L, 18629 


如 果 采 用 参 变量 时 ， 也 可 改写 成 


x=1(t), 
y= g(t), 
Ga 
在 【定理 15 中 的 直线 方程 就 属于 这 种 形式 F(Y, D 
例题 1。 联 立 方程 组 G(x,y,z)=0 


2x+y+z4 3=0, 
[ y 图 7-155 


—x+4y+2z—1=0. 
表示 直线 。 试 求 此 直线 的 方向 数 。 
N ”因为 这 条 直线 是 两 个 平面 2x+-y+z+3=0, —x+4y+2z—1=0 的 交 
线 ， 所 以 也 包含 在 其 中 任何 一 个 平面 内 。 从 而 ， 若 令 方向 数 为 ZL、M、N， 
则 由 [定理 ]15 有 | 
T F R 
(—1)L+4M+2N=0. 
由 此 ， 所 求 直线 的 方向 数 为 
LM:N=2:5:(—9), 
例题 2。 联 立方 程 组 
ty 
x+2y+4z=21., 
表示 空间 的 圆 . 


ee 


8 7, = [B) EJE (405) 


(1) REAR O C 的 坐标 和 半径 长 ， 
(2) 求 此 圆 在 xy 平面 上 的 投影 的 方程 式 。 ; 
N (i) 如 图 7-156 所 示 ， 因 为 @@ 的 球 心 是 原点 ， 所 以 由 原点 向 平面 加 所 
作 垂 线 g 的 垂 足 是 此 圆 的 中 心 ， 
根据 【定理 1}13，g 的 方向 数 是 1，2，4， 所 以 出 【定理 6 的 【 系 }，g 的 . 
方程 式 是 


xXx_ y _: 
Wn 
令 其 比值 为 {， 旭 x=t，y=2t，z=4t. 
把 它们 代入 @ 式 得 
ft 十 4t 十 16t 二 21，.*.t 二 1 


x”. x=1, y=2, z=4, 
因而 ， BU C 的 坐标 是 (1， 2， 4). 

由 于 球 的 半径 为 5， 故 若 令 图 半径 为 r， 则 由 勾 股 定理 有 

r1=5-—OC2=52—(12+224+42)=4, s r=2. 

故园 心 是 C(1，2，4)， 半 人 径 是 2. 

(2) 如 图 7-157 所 示 ， 设 Q(x, y, 0) 是 圆 上 任意 一 点 P(x, y, z) 
在 xy 平面 上 的 投影 ， 则 Q 点 的 x.y ARRS PAR xy 间 关 系 是 相 
同 的 。 从 而 ， 所 求 的 方程 式 是 由 由、@ 式 消去 z 后 所 得 的 结果 ， 


21 一 X 一 27) 


由 @ z=—— 
把 它 代入 @ 得 
tyt (212222 Y s 
“° 17x'+4xy+20y'—42x—84y--41=0, 
š P x 2) 


Qix 0) 
图 7~156 图 7-157 


(406) 第 七 对 图 形 与 方程 


讨论 根据 $ 4. 【定理 115， (2) 中 的 投影 曲线 是 椭圆 。 一 般 地 ,“ 把 圆 平行 投 
影 语 得 到 的 曲线 是 椭圆 "(参看 $4.【 定 理 j2 的 例题 1). 

例题 3。 假设 有 一 个 以 z 轴 为 轴 、 半径 为 a 的 直 圆 柱 ， 它 与 x SH. y 轴 的 
正 半 轴 的 交点 分 别 为 A B. 现 把 一 张 角度 为 a 的 纸 片 象 图 7-158 那样 卷 


起 来 ， 使 其 一 边沿 着 4B， 求 纸 片 另 一 边 在 空间 所 构成 的 曲线 的 方程 ， 
解 ” 如 图 7-158 所 示 ， 设 P(x, y, z) 是 曲线 上 任意 一 点 ， 由 了 向 xy 平 
面 作 垂 线 ， 垂 足 为 M， 则 MM 点 的 坐标 是 (x，y，0)，M 点 位 于 圆柱 在 xy 平 
面 的 截 口 的 加 有 周 上 ， 

车 令 OM 与 04 HAK t WA 


X=acost, y=asint. 


又 ， 因 AM=a, ik z= 二 MP=attga， 从 而 ， 所 求 的 方程 是 


x=acost, 

区 之 (t ESZE) 
z=attga. 

注意 ”这 个 曲线 叫做 螺旋 线 。 落 令 atgc=b， 则 可 写成 z=bt. 

例题 4， 试 求 以 TE 24y’ =a? 

作 准 线 ， 而 母线 平行 于 直线 x= aaye —3z 的 柱 面 的 方程 . 


解 ” 把 直线 的 方程 改写 成 。 刁 = 忆 二 二 2>， 因 此 方向 数 是 6，3， 一 2， 


iz P(x，y，z) 是 柱 面 上 的 任意 一 点 (图 7-159). Q(x1，y1，z1) 是 通过 


P 点 的 母线 与 准 线 的 交 上 护 ， 则 有 
21 一 0， x ty =a, (D 


p(x r, 2) 


图 7-158 图 7-159 
从 而 ,直线 PQ 的 方向 数 是 x 一 x1!，y 一 y1，z。 因 此 有 


§7. 空 间 图 形 (407) 


x yy _ @ 
ARREO, ORKA P(x,y,z) 的 轨迹 就 是 所 求 的 柱 面 。 由 @、@ 式 消 
E xn Yo 14 


(x+3z) + (+z) =a, 


ne 4(x+3z):+ (2y +32) = 4a2, 
例题 5， 试 求 以 原点 为 项 点， 以 加 
人 
xtytz=a, 
为 准 线 的 锥 面 的 方程 ， 
解 ” 如 图 7-160 所 示 ， 设 点 P(x,y,z) 是 锥 面 上 任意 一 点 ,Q(x1，y1，21) 是 
通过 2 点 的 母线 和 准 线 的 交点 ， 则 有 
kasqaqa @ 
xiTyi+zi=a. @ 


因原 点 O 和 P. Q 位 于 同一 直线 上 ， 从 而 有 kapa SPSS EE M. 


同时 满足 四、 名、@ 式 的 点 P(x,y,z) 的 轨迹 ， 就 是 所 求 的 锥 面 ， 
HO, D; ONEA Xis Yi» Zi: 令 @ 中 的 比值 为 t, MWE 
. i=, yXi=ty, Zi=tz. 
把 它们 代入 @D、@ 式 ， 得 
Pleyt), 
t(x+y+z)=a. 
HO, ORK 
X2 十 入 十 22 一 (x 十 ?十 2)2， 
ee Xy 十 yZ 十 ZX 一 0， 


例题 6， 试 求 xy 平面 上 的 椭 


有 时 所 构成 的 旋转 暴 面 的 方程 . 

解 ” 如 图 7-161 所 示 ， 设 P(x,y,z) 是 旋转 曲面 上 的 任意 一 点 。 通 过 卫 点 
作 垂 直 于 x 轴 的 平面 。 令 此 平面 为 c. +š; a 和 x 轴 及 椭 贺 的 交点 分 别 为 
Q. R, Ha 与 曲面 的 交 线 是 以 Q 为 中 心 、QR 为 半径 的 名， 从 而 


@ @ 


x 9. 


' | 
a? + b? 二 1(a>0，b>0) 围 绕 x 轴 旋转 
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9) 
O 
图 7-160 


x? 
QP’= OR’ =b*(1— a: j. 

男 一 方面 ， QP2= y°+ z, 从 而 
y+e=(i -r ). 


x? 2 十 2 
vo + =1, 


注意 当 a=b 时 ， 化 为 x+y +z =o, 即 得 到 球面 方程 

讨论 ”一般 地 ，xy?y 平 面 上 的 曲线 > 一 帮 x) 围 绕 x 轴 旋转 时 ， 所 构成 的 旋转 曲 
面 的 方程 是 y: 十 z?= {f(x)} °. 

例题 7。 设 g 是 平行 于 xy 平面 且 恒 与 z 轴 相 交 的 动 直 线 ， 围 绕 z 轴 以 匀 角 
速度 o 旋转， 而 且 g 与 z 轴 的 交点 8 在 z 轴 上 以 固定 速度 a 运动 . 试 求 
以 g 为 母线 的 曲面 的 方程 .假定 在 时 刻 t=0 时 ，g 与 x 轴 重 合 ， 

解 ” 如 图 7-162 所 示 ， 设 P(x,y,z) 为 时 刻 t 时 g 上 的 任意 一 点 , H P 点 向 
xy 平面 作 垂 线 ， 垂 足 为 P， 则 PiE xy 平面 上 的 坐标 为 (x,y)，OPs 与 & 


§ ?7, 空 间 图 形 (409) 


轴 的 夹 角 是 ot. Mii 2°2OP'=u, MJ 
X= Cos Ot, Y=u stn wt. 
X, z=PP'P=0Q=at. 
从 而 ， 所 求 的 方程 化 为 下 列 形式 


y=u sinot, (t, ú RATE) 


| z=at. 
讨论 若 消去 w，ft， 则 化 为 关 一 他 hz(k=o/a). 
注意 ”螺钉 表面 的 螺旋 面 是 此 曲面 的 一 部 分 。 
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第 八 章 ”排列 、 组 合 与 二 项 式 定理 


S1. H ?l 


1'1 不 同 元 素 的 排列 
【定义 ]1. 排列 ”从 nn 个 不 同 的 元 素 中 每 次 选取 ?个 不 同 元 案 按 一 定 的 蜂 
序 排 成 一 列 ， 红 做 从 有 个 元 素 中 每 次 选 7+ 个 的 一 种 排列 ，( 在 这 里 ， 排 列 
顺序 是 个 很 关键 的 问题 ).， 

从 不 同 的 m 个 元 素 中 每 次 选取 Y 个 的 所 有 排列 数 ， 用 记号 Pr RA 表 
ZR. XE, KAMAE, 1Sr<n. P EEX, permutation HEA) — W 
的 第 一 个 字 E, Pi (或 P1) 读 作 " 从 不 同 的 个 元 素 中 选取 ? 个 的 所 有 HE 
列 数 ”。 


DEMI. Pi=n (n—1Xn—2)--(n—r+1)=% r. 


特别 地 ， 当 r= 二 时 ，Pi= 二 n(n 一 1)…3:2:1 二 nh1. 

EA 从 不 同 的 ”个 元 素 中 选取 ?个 排 成 一 列 时 ， 排 在 左 起 第 一 个 位 置 
ETRE Æ n 种 .对 于 每 一 个 这 样 排 法 , 排 在 左 起 第 二 个 位 置 上 的 元 
过 的 种 数 ， 是 从 nn 个 元 素 中 除去 最 初 已 被 排列 了 的 那个 以 外 的 (n 一 1) 种 。 
对 于 每 一 个 已 作出 的 排 法 ， 可 排 在 第 三 位 的 元 素 有 (n 一 2) 种 ，…， 排 在 
第 ~ 个 位 置 上 的 元 素 的 数目 是 n 一 (一 1)=n 一 Y 十 1 种 。 因 此， 从 nm 个 
不 同 元 素 中 选取 r 个 元 素 的 排列 总 数 P 是 


z=n(n—1)(n—2)-=(n—r+1). 
招 上 式 乘 (a 一 ”1 后， 右边 得 mi， 因此 和 有 
1 1 
Pi = (ky)! 
JFB, 当 r=n 时 ， 太一 ”十 1 一 1， 因此 
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SS o B D) 
另 证 An 个 不 同 元 素 每 次 选取 ?个 所 作 的 排列 中 ， 把 某 个 特定 的 元 素 放 
在 最 前 头 的 排列 ， 其 数目 等 于 从 剩 下 的 (一 1) 元 素 中 选取 (7 一 1) 个 的 排列 
的 数目 ， 因 此 是 PE 又 从 m 个 元 素 中 选取 特定 的 一 个 排 在 最 前 头 的 方法 
有 种 . 故 Pi 与 8 的 积 等 于 由 mm AKRA r 个 的 排列 的 数目 ， 因 此 

Pi=n' P:i 

完全 同样 地 ， 
PI -1 一 (7 一 1).P8 3 
PI2=(n—2):P:`3, 


@ s... .. .. 


i P? ,,2 =(n—r+ 2): 有 , 


显然 Pir =n—r+1. 
”把 上 述 各 等 式 相 莱 ， 便 得 
z=n(n—1)X(n—2)e(n—r +1). 口 


(+E Pi=n- 下 
证 明 由 上 面 另 证 开头 的 说 明 ， 这 是 很 明显 的 ， 
又 由 [定理 }1， 有 


A RI. (n=) S A 
Hin a eT) s: Ë 


例题 用 0 到 9 的 十 个 不 同 数 字 组 成 的 五 位 数 有 多 少 个 ? 
解 由 0 到 9 这 十 个 数字 中 选取 五 个 组 成 的 排列 ， 其 数目 是 
.PS=10.9.8.7.6, 

其 中 0 位 于 最 左 端的 所 有 排列 数 是 

P{=9: .8-7:-6=3024. 
所 求 的 五 位 数 的 数目 等 于 它们 的 盖 ， 因 此 有 

Pñ —P$=3024(10 —1)=272164%. | 
【定义 ]2 循环 排列 “不 是 在 一 直线 上 ， 而 是 在 一 圆圈 上 作 的 排列 , 叫做 ` 
循环 排列 .在 圆圈 上 选 定 排列 的 方向 (例如 顺 时 针 方向 ) 后 ， 相 对 位 置 相 同 
的 排列 ， 视 为 同一 循环 排列 . 
例题 三 个 元 素 o,b,e 可 作成 多 少 个 循 环 排列 ? 


| $1. 排 7 (413) 

解 ” 先 在 某 圆 图 上 选 定 一 种 排列 方向 ， 例 如 顺 时 针 方 向 ， 在 ge、b、c 中 任 
取 一 个 元 素 ， 例 如 a， 放 在 圆圈 的 任何 位 置 上 ， 人 然后 ， 从 a 出 发 ， 沿 顺 时 
针 方 向 在 圆圈 上 排放 第 二 个 元 素 b 或 c<， 最 后 ， 沿 此 方向 在 圆圈 上 排 第 = 
个 元 素 ，c 或 b(c 或 b 不 能 越过 4a 的 位 置 )， 因 此 三 个 元 素 a,b,c 作成 的 所 
有 不 同 的 循环 排列 是 abc，acb. 

， 按 [定义 ]2， 循 环 排列 bca，cab 5 abe 应 视 为 同一 排列 ， 同 样 ， cba, | 
bac 应 与 acb 视 为 同一 排列 . 
【定理 )2. 由 ”个 不 同 的 元 素 组 成 的 全 部 循环 排列 有 (nm 一 1)1 种 . 
证 明 设 这 样 的 循环 排列 有 x 种 . 任 取 其 中 的 一 个 循环 排列 , 在 它 的 任 
意 两 个 元 案 之 间 切 断 贺 图 并 拉 直 排列 ( 按 溃 先 选 定 的 排列 方向 ， 在 加 图 上 
和 的 这 两 个 元 素 中 先 排 的 那个 元 素 在 拉 直 后 仍 排 在 首位 ， 这 样 的 ( 直 ) 排 列 显 
ABE nh, Am, h x 种 循环 排列 可 作成 nx 种 ( 直 ) 排 列 ， 这 正 是 nn 个 
元 素 的 全 排列 ， 因 此 ， 

nx=ni, B| x=(n—U1):. D 

PE `5490BYSHEPIDT, KREEKA O 时 针 方 向 或 反 时 
针 方 向 )， 哪 个 元 素 在 最 前 ， 哪 个 元 素 在 最 后 ， 是 不 加 区 别 的 。 因 此 ， 以 
其 中 的 一 个 为 基准 ， TERE 它 (n 一 1) 个 元 素 的 全 排列 即 可 ， 故 所 求 的 排列 
数 是 


Ps-1=(#—1)!. g 
例题 ”使 五 个 男子 和 五 个 女子 男女 相间 围 坐 圆桌 的 方法 有 多 人 少 种 ? 
R ”使 五 个 男子 坐 圆桌 的 方法 有 4! 种 。 又 因 五 个 女子 可 以 分 开 坐 在 每 两 
个 男子 之 间 的 五 个 座位 上 ， 所 以 有 Pš 种 坐 法 .于 是 kul awia 
总 数 是 | ú 
41 X PŽ =41 X51 =24X 120 =2880. 

在 刚才 举 的 例 中 ， 已 说 明 三 个 不 同 元 素 在 一 平面 贺 句 上 总 共 可 以 作成 
两 个 不 同 的 循环 排列 ，abce，acb. 这 两 个 循环 排列 有 这 样 的 特点 ， 如 果 把 
其 中 的 一 个 (比如 abc) 视 为 蜂 时 针 的 循环 排列 ， 则 男 一 个 (acb) 恰 好 是 前 一 
个 依 原 次 序 的 逆 时 针 的 循环 排列 。 另 一 方面 ， 也 可 以 这 样 来 看 ， 设 ta, 
b, c 是 三 个 不 同 颜色 的 滚珠 灸 在 --- 个 得 承 模 里 ,如 果 从 空中 ， 沿 顺 时 针 方 
向 循环 排列 c，b5,-c。 又 从 循环 排列 a，c，z2 所 在 面 的 背面 仍 沿 顺 时 针 方 
向 看 它 ， 结 果 是 同一 排列 。 也 就 是 对 同一 个 代表 着 不 同 元 素 的 滚珠 轴承 ， 
从 其 正 反 两 面 都 沿 顺 时 针 方向 着 它们 时 ， 恰 是 两 个 不 同 的 排列 ， WwW 
如 下 的 定义 。 
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【定义 ]3. 平面 贺 圈 上 nm(n 福 2) 个 不 同 元 素 的 所 有 循环 排列 中 ， 必 成 对 地 出 
现 这 样 的 循环 排列 ， 对 于 每 一 对 中 的 任 一 排列 视 为 顺 时 针 的 循环 排列 ， 则 
男 一 个 恰好 是 前 一 排列 依 其 原 次 序 的 逆 时 针 的 循环 排列 ， 如 果 把 具有 上 述 
性 质 的 每 一 对 循环 排列 视 为 一 个 时 ， 称 这 样 的 排列 为 珠 数 排列 . 


【定理 ]5。 由 n(n> 2?) 个 不 同 元 素 作出 的 珠 数 排列 数 为 < 二! 站 . 


证 明 ”在 所 有 循环 排列 中 ,对 每 一 个 反 时 针 方向 的 循环 排列 , 必 有 一 个 顺 时 
针 方向 且 同 顺序 的 排列 与 之 对 应 。 按 珠 数 排列 的 定义 ， 这 样 的 两 个 排列 对 
应 于 一 个 珠 数 排列 。 所 以 珠 数 排列 数 应 为 循环 排列 数 的 一 半 ， 据 【定理 】2 
m Dr = 
例题 1 今 有 10 个 相 异 的 小 球 ， 问 

(1) 把 它们 排 在 一 条 直线 上 ， 排 法 有 多 少 种 ? 

(2) 把 它们 排 在 贺 局 上 ， 排 法 有 多 少 种 ? 
“ 解 (i) 直线 上 的 排列 数 为 P88， 妈 101 二 3628800 #h. 

(2) 这 显然 是 循环 排列 ， 故 为 (n—1)i=91=362880 种 . 
例题 2. 要 把 5 个 相 异 的 珠子 串 成 珠 轿 ， P E 


解 这 是 名 副 其 实 的 珠 数 排列 问题 , 故 : 一 12 种 排 法 . 


1.2 含 相 同 元 素 的 排列 与 重复 排列 
【定理 】 4. # n 个 元 素 中 分 别 有 了 个 ，4 个 ，r 个 ig ETETA ... 


一 #%) 是 相同 的 ， 则 把 它们 全 部 取出 所 作成 的 排列 数 为 


证 明 设 所 说 的 排列 数 为 x， 对 于 其 中 的 一 个 排列 ， EEr 个 相同 元 来 才 
换 成 各 不 相同 的 元 素 ， 那 么 这 p 个 不 同 元 素 可 作成 p! 个 不 同 的 排列 ， 同 
理 ， 若 将 该 排列 中 另外 的 q 个 相同 元 素 ，r 个 相同 元 素 都 分 别 换 成 不 同 的 
元 素 ， 则 由 这 个 排列 就 能 得 到 p141r1…… 个 不 同 的 排列 ， 进而 对 x 个 上 
述 排 列 ， 都 用 同样 的 方法 ， 则 可 得 到 n 个 不 同 元 案 作 成 的 全 部 排列 ( 据 [ 定 
理 】1， 它 的 数目 为 ps 二 #1), 即 x: (pigri) =ni 


2 x=— q (其 中 Pp 二 4 十 ?十 … 二 1) D 


例题 用 1，!1，1，2，2，3,，4 这 七 个 数字 能 组 成 多 少 个 七 位 数 。 


S1. io a | (415 ) 
x 由 于 给 定 的 元 素 中 有 三 个 同 为 1, 两 个 网 为 2， -个 3， i ik 
计 了 个， 由 这 了 个 数字 组 成 的 不 同 排列 的 数 上 月 即 为 所 求 的 7 位 数 的 ets 


人 
人 而， giza 一 OEP): | Š 


【定义 14、 重 复 排列 ”人 允许 同一 个 元 素 在 同一 个 排列 中 和 让 复出 现 的 排列 nu 
做 重复 排列. 

【定理 ]5. Z n 个 相 异 元 素 中 取 7 个 的 重复 排列 ， 其 种 数 为 n'(7 可 以 大 
Fn). 

证 明 ”因为 允许 重复 选取 元 素 ， 所 以 在 选取 7 个 元 素 的 排列 中 ,其 第 1 个 、 
第 2 个 、 第 3 个 ，…， 第 7 沾 元 素 剖 可 以 独自 取 这 n 个 元 素 中 任何 一 个 ， 
BDZy 别 都 有 n 种 取 法 . 从 而 所 有 可 能 的 选取 种 数 为 n. 

注意 ”一般 用 开本 米 表 示 个 相 异 元 素 中 选取 7 个 的 重复 排列 ,这 mI 
是 表示 乘积 的 记 汪 ， 它 是 罗马 字母 ， 是 表示 圆周 率 的 字母 x WAS. 


作为 乘积 记 已 号 的 例子 ， 此 如 T= "Xn, 


DIN. Ho. 1. 2. 3. 4. 5 组 成 不 大 于 10 位 的 正 整数 , 问 有 多 少 种 组 成 
法 ? 

N ”只 要 从 0 到 5 的 六 个 数字 中 ， 人 允许 重复 地 选取 10 个 数字 所 作成 的 全 
部 排列 ， 再 除去 10 个 数字 都 是 0 的 那 一 排列 即 可 . 故 有 

J 0 A 


例题 2。 把 某 大 学 的 新 生 分 作 .4、B、C 三 组 ， 而 某 高 中 有 8 名 毕业 Æ 
被 该 大 学 录取 ， 如 果 要 求 甲 、 乙 二 亲密 学 友 被 分 在 同一 组 ， 问 这 8 名 学 生 
被 分 入 A. B. C 三 组 的 所 有 可 能 的 分 配方 案 有 多 少 种 ? 

WW “由 于 甲 、 乙 二 人 始终 同 组 ， 所 以 实际 上 只 须 考 虑 7 个 人 的 情形 即 可 ， 
此 属 重复 排列 问题 ， 所 以 所 求 分 配方 案 有 下 本 ,= ?= 2187 种 . 


32. 组 合 


2.1 不 同 元素 的 组 合 


【定义 ]1. 组 合 An 个 不 同 元 素 中 每 次 取出 ?个 不 同 的 元 素 ， FARNU 
元 素 的 顺序 如 何 而 做 成 -组 ， 叫 做 从 n 个 元 素 中 每 次 取 r 个 元 素 的 组 合 
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或 者 简单 叫做 n 个 元 素 的 r R. GH, ， 没 有 排列 涯 序 的 问题 。 HRW 
楚 一 个 问题 是 排列 还 是 组 合 问 题 时 ， 只 要 考查 该 问题 是 否 与 取出 顺序 有 
关 、 或 者 是 否 与 排列 闫 序 有 关 ， 就 可 立即 得 到 判断 .)》 

从 nm 个 不 同 元 素 中 取 r 个 的 组 合 数 用 C+ 表示 ， 不 言 而 喻 有 n2>r>1. C 


是 英文 Combination( 组 合 ) 一 词 的 第 一 个 字母 .C! 读 作 “ 从 n 个 不 同 的 元 
素 中 取 > 个 的 组 合 数 .” 


_ P n(n—1)(n—2)-::(n—r+1) 
ERN. CC. 一 @ 


n! 


= rin—r): ° @ 

ER 设 x 是 所 求 的 组 合 数 ， 若 把 每 一 组 合 所 包含 的 rf 个 元 素 排 列 起 来 ， 

则 可 得 到 y1 个 排列 ,所 以 就 全 体 来 说 ， 组 成 %*r! 个 排列 ， 而 且 ， 这 些 排列 

都 是 互相 不 同 的 ， 因 而 这 与 从 "个 不 同 的 元 素 中 取 r 个 的 排列 完全 一 致 、 
rix=p. 


| s = Pr _ n(n—1)(n—2)--(n—r+I) 
因此 SE Sa S » 


ri 
分 母 、 分 子 同 乘 以 (xs 一 ">)!， 便 得 


y | SN - 
C= ri 一 rm。 ae 


注意 ”把 @ 式 右 端的 式 子 记 作 (7 ， ee 
本 身 完全 没有 “组 合 "的 意义 ， 但 是 在 现 E We C' 常常 不 加 区 别 ， 也 


可 以 看 成 (7 ) 与 c" 是 相同 的 ， 当 r=n 时 ， 有 Ci=-aL 一 1。( 从 外 式 看 


出 ， 这 是 很 明显 的 ， 但 从 意义 上 也 很 明显 -于 人 v yQ 
ran HERZ, E 01=1.) 11 
例题 AALE n 个 (23) 点 ， 把 这 些 点 作为 顶点 可 构成 多 少 个 三 角 
形 ? 

和 将 ”因为 圆周 上 任何 三 点 都 不 在 一 直线 上 ， 从 而 其 上 任意 三 点 都 必然 构成 
三 角形 ， 于 是 ， 所 求 的 三 角形 个 数 是 


S2 合 (417) 
C= 2 2 n(n—1)(n— 2). 
($). Cr =C* 
证 明 由 [定理 ]1 有 


nı 


Cr 
sr A E ee 
X Cr = (n—r)! {n—(n—r)}! — (n-r)ir:’ 
^ Cr =c", = 
另 证 ”因为 从 个 不 同 的 元 素 中 ， 选 取 r 个 的 组 合 ， 就 是 选取 其 余 的 n—r 
个 元 素 的 组 合 ， 所 以 ， 按 组 合 的 意义 ， 这 个 系 成 立 。 r] 


注意 ”约定 Ct=1, 以 使 r=n 时， 这 个 定理 也 成 立 。 这 与 约定 01=1 是 
完全 一 致 的 

实际 上 ， 在 计算 Ci, WE r 很 大 ， 用 这 个 [ 系 ] 来 计算 就 很 方便 ， 
例题 试 求 CY, 的 值 ， 


100 .99 
解 CW =Civ= 2 = 4950. 


注意 ”实际 上 ， 在 计算 组 合 数 时 ， 使 用 [定理 ]i1Q@ 式 的 形式 比 @ 式 的 形式 
更 方便 ， 


【 系 ]2。 C; =C} 十 C5_1。 


证 肯 上 式 右 端 一 ea el pii 十 一 eu 


ri(n—r—1)! 
(n—1)! 1 1 
= G—1)i(n— ! yl ie TF 
(n—1)! ed al 2 A 
= (r—1)i(n—r—1)!: r(n—r) 
n! uu 
Spar) E: š 


BE 从 nn 个 不同 元 素 中 取 ?r 个 的 组 合 数 ， 竺 于 包含 这 个 元 素 中 荣 一 
个 特殊 元 素 的 组 合 数 与 不 包含 这 一 特殊 元 素 的 组 合 数 两 者 的 总 和 .包含 某 
一 个 特殊 元 素 的 组 合 数 ， 是 由 除 它 以 外 的 (n 一 1 个 元 素 取 (r 一 让) 个 的 组 
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合 数 ， 即 Ci] 
而 不 含 这 个 特殊 元 素 的 组 合 数 ， 是 由 除了 这 一 元 素 以 外 的 (n 一 1) 个 中 选取 
* 个 的 组 合 数 ， 即 Carli. 
Cs == C314 Carl}. 

例题 1. 试 证 明 从 2n 个 不 同 的 元 素 中 取 n 个 的 组 
合 数 与 不 包含 它 的 组 合 数 相等 ， 
解 ” 设 某 元 素 为 a。 则 包含 a 的 组 合 ， 可 以 从 2n 个 元 案 除 去 a 以 后 的 
2n 一 1 个 元 素 中 取 n 一 1 个 的 组 合 ， 再 分 别 补 上 a 而 得 到 ， 因 而 包含 a 的 
组 合 数 是 Chh. 不 包含 a 的 组 合 数 可 以 从 除去 a 以 后 的 2n 一 1 个 元 素 中 
取 有 个 而 得 到 ， 因 此 是 Cia MHLN. 

O e as Oiti Sra aus. 


例题 2. 从 m 个 不 同 的 元 素 取 n 个 的 组 合 中 ， 当 包含 特殊 的 一 个 元 素 的 
组 合 数 ， 是 不 包含 它 的 组 合 数 的 方 时 ， 试 证 明 


— FN. 


L) 
合 ,其 中 包含 其 个 元 素 的 组 


m=(p+1)n. i 
8 从 个 不 同 的 元 素 中 ， 取 ?个 而 且 包含 了 特殊 的 一 个 元 素 的 组 合 
数 是 C%-1， 而 不 包含 这 一 特殊 元 素 的 组 合 数 是 C,",, 
PCr 1 一 Cn2l， 
_p(m—1)! __ (m—1)! 
即 Dimna)  mi(m—n— 


p = — = — 
= El pn=m—n, 


"。 m=(p+i)n. 
[8R]3. C; =Cx-i +Cx-3 十 CI 十 C5 ++. +e 
证 明 出 [ 系 J]2， 有 
Ci = cr" +C,",. 
在 上 述 公式 中 ， 
Eng žni kt, Cr, =C} +C", 
Eni J n2, C, 二 Cs-3 十 Ce7s， 


ao oe .. 


$2. 组 合 
把 wn 换 为 r 十 1 BF, C, = CT +C, 


最 后 C; =Cr-1(=1). 
因此 ， 把 上 述 各 式 加 起 来 ， 就 得 到 应 证 明 的 公式 ， 
【 系 14 . Ca 一 CrL1 +C; 十 Cr-3 Hee +C Cahe 
证 明 由 [ 系 ]2， 有 

i Cs = CZ! 十 Ce71， 
在 此 公式 中 ,将 nm 换 为 上 一 1，7 换 为 7 一 1， 则 得 

Ci =cr- +C, 

闻 理 有 ` c; =cCr33 +0, 


Ü; i == CY + C1_,, 


Ce., 一 Ca_，_-1。 
把 上 列 * 十 !1 个 等 式 相 加 ， 就 得 到 和 欲 证 明 的 公式 ， 
例题 1， 试 证 明 


C; 一 Ci + 2 CI +C (HP r22). 
W 由 【 系 ]2， 有 cC; =C0r 十 Ci-i， 

Cii = C,': +0123, 

cri =cCri+ Cr. 
把 上 列 二 式 相 加 ， 就 得 到 欲 证 明 的 等 式 ， 


(419) 


gE 设 n 个 元 素 中 有 特定 的 两 个 元 素 a、b， 则 从 不 同 的 个 元 素 中 取 ? 
介 的 组 合 ， 可 分 为 四 类 ， 即 ，( 让 包含 a、b;， EBA aR E E b (Hi) 
包含 b 但 不 包含 a; (i) F8 a, b. IBG)rRBJZRG JDI 从 除去 a、b 以 
外 的 n 一 2 个 元 素 中 取 r 一 2 个 的 组 合 再 把 a、b 补充 进去 得 到 ， 因 此 组 合 
wE ch 对 (ii)、( 说 )， 由 同样 的 考虑 方法 ， 都 得 到 组 合 Aeh (iv) 


是 Ca" 个。 因而 有 
CI = G:`š + 201} + Ciz. 


. 例题 2， 设 有 番号 为 ! 到 的 红牌 、 绿 牌 各 n 张 ， 从 这 2n 张 牌 中 取出 n 张 
时 ， 正 好 只 包含 + 张 红 牌 的 取 法 有 多 少 种 ? 利用 这 个 结果 证 明 下 式 
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O Ch = (CH (CHH (CH? + e+ (CH. 

W 从 #* 张 红 牌 中 取出 r* 张 的 取 法 有 Ci 种 .对 于 每 个 这 样 的 组 合 ， 从 nn 

张 绿 牌 中 取出 n 一 r 张 的 取 法 是 C?'=C1。 jk, A 2n SE B E r 5É 

红牌 ，(w 一 r) 张 绿 牌 的 取 法 有 (C1)? 种， 从 2n 张 牌 中 取出 n 张 的 取 法 


有 CL 种 ， 而 在 这 nn 张 中 ， 红 牌 有 0 3k, 13k, 23k, =, nk % 38 J, 
所 以 


C$ = (C3):+ (CD) + (Ci) +. +(C22. 

例题 3。 从 12 人 中 选举 4 个 委员 ， 但 其 中 有 指定 的 二 人 必 为 委员 。 这 种 选 
举 方法 有 多 少 种 ? 某 指定 的 一 人 必 当 选 ， 另 一 指定 的 人 不 当选 的 选 法 有 多 
少 种 ? 
解 ” 指 定 的 二 人 人 必 为 委员 的 情形 的 选 法 ,就 是 从 镜 下 的 10 人 中 选举 二 人 作 
委员 的 选 法 .因此 这 种 选 法 数目 是 Ci = 45 种 . 

指定 的 一 人 必 当 选 ， 另 一 人 不 当选 的 选 法 ， 不 消 说 ， 只 要 从 这 10 人 
中 选举 这 了 两 人 以 外 的 三 人 作 委 员 即 可 。 因 此 这 种 选 法 数目 是 

Co 二 120 种 ， 

注意 【 系 ]3、【 系 ]4 是 一 般 的 推广 ， 要 紧 的 是 [ 系 ]1、{ 系 ]2。 


; .2 重复 组 合 
{定义 ]2. 重复 组 合 ”从 若干 个 不 同 的 元 素 中 ， 人 允许 重复 选取 的 组 合 ， 叫 
做 重复 组 合 ， 从 个 元 素 中 选取 ?r 个 的 重复 组 合 数 用 记号 Hi 表示 ,与 HF 
列 及 普通 组 合 的 情形 不 同 ，r 可 以 比 X. 

H EZX Homogeneous products( 齐 次 积 ) 一 词 的 头 一 个 字母 ， 它 来 
源 于 单项 式 的 乘积 的 问题 (参看 [定理 ]2 KER). HRE An 个 不 同 
.的 元 素 中 取 r 个 的 重复 组 合 数 .” 
[定理 ]2，H: 二 n(n+1)(n+2)--(n+r—1)- 


| r! 
ER 用 不 同 的 n 个 字母 a,，b，c，…，k，1 表示 n 个 不 同 的 元 素 ， 则 由 
它们 所 构成 的 r 次 齐 次 积 a",b”,c",…， gt, … ,a" ?bec ,… 的 数目 可 用 H; 表 


Re 《这 是 采用 记号 H; 的 原因 ,) 
EH, 个 齐 次 积 中 ， 都 分 别 包 含 r 个 字母 . (例如 在 ar 中， 包含 rf 个 


= cz ° 


$ 2. 组 合 (421) 


且 ， 因 为 n 个 字母 应 该 平等 地 被 包含 在 齐 次 积 中 ， 所 以 某 个 特殊 的 字母 
(例如 a) 的 总 数 是 所 有 字母 个 数 的 二 ， 即 到 个， | 


n 

FEE H 个 * 次 的 齐 次 积 中 ， 把 包含 a 的 齐 次 积 都 取出 , 则 得 

OO ad, ad D; ae, m o De, abd, e abt, sa, 
贰 把 它们 分 别 用 a 除 ， 则 得 

(H) a-t, ab, a?e, +, abo, a bd, aÍ, DH, e, To, 

这 必定 是 由 a，b，c，…，!? 的 nr 个 字母 构成 的 (r 一 1 次 齐 次 积 的 全 体 
也 就 是 说 ， 这 些 积 相互 不 同 ， 除 此 以 外 ， 没 有 别 的 (一 七 次 齐 次 积 (如 时 
还 有 ， 那 么 乘 以 a 后 它 必 包 含 在 (让 中 ， 这 与 以 上 所 述 相 矛盾 ) 。 因 而， 
(让 是 由 a，b，c,…,l 所 构成 的 (> 一 1) 次 齐 次 积 的 全 体 ， 所 以 它 的 个 数 必 
定 是 Hs!. 而 且 包 含 在 《i 记 中 的 字母 a 的 总 数 ， 完 全 与 前 面相 类 似 ， 必定 是 


— . res 
Atii .因为 用 a 除 (i) 中 的 各 个 齐 次 积 ,去 掉 的 a 的 数目 显然 是 H:-! , 


所 以 包含 在 人 中 的 a 的 总 数 是 
Hy 1! 十 rE Rs ed HL, 


n 
不 用 说 ， 它 应 和 前 面 求 出 的 数目 相等 ， 因 此 


aea i 
H= n+r l Hr-1 
s r 
如 果 把 > 每 次 减 小 1， 则 有 
Hr'-!= n+Tr—2 了 -3 
n r n , 
H-? ntr- -s 
n r—2 8: F 
1 
有 一 Hà , 


显然 Hi=n, 
把 以 上 各 式 相 乘 便 得 


(52) I wia HE) RECAE 


_—— l l U —TV.W MA 


H= natt intre atr 
角 “一 r| Pe 
而 且 上 式 显然 可 写成 
Hš =Crtr_1 。 口 


另 证 假定 把 nn 个 不 同 的 元 素 用 数字 1, 2, 3, =+, n 表示 ， 并 把 从 它们 
中 人 允许 重复 地 取 Y 个 的 组 合 的 元 素 , 从 左 起 按 由 小 到 大 的 顺序 排列 起 来 . 例 
如 设 为 

(i) l; 1, 1, 2, ĝi s H, n EE r 个 )， 对 这 r 个 数字 ， 如 果 由 
左 到 右 依次 加 上 0, 1, 2, 30, r—1 所 得 到 的 数字 的 组 合 ， 就 会 产生 象 

(ii) 1, 2,3,4,5, 6, +, n+r—2, n+r—1 
这 样 的 从 不 同 的 (n 十 r 一 站 个 数字 ,不 重复 地 取 r 个 的 组 合 中 的 一 个 , 因为 
在 (ii) 中 ， 不 存在 相同 的 数字 , 而且 最 小 的 数字 是 1， 最 大 的 是 m 十 > 一 1， 
所 以 (ii 时 然 是 由 (十 r 一 1) 个 不 同 元 素 中 不 允许 重复 地 取 r 个 的 组 合 中 的 
一 个 ， 从 允许 取 重 复 的 组 合 (i)， 必 然 得 到 组 合 (ii). 反之 ， 洪 由 (ii) 的 
各 数字 ， 从 左 起 依次 减 去 0，1，2，3，… ，r 一 1， 则 得 到 组 合 (i)。 因此 
(i) 和 ii》 是 一 一 对 应 的 ， 也 就 是 说 ， 由 nn 个 不 同 的 元 素 ， 允许 重复 地 
取 r 个 的 全 部 组 合 与 由 (n 十 r 一 1) 个 不 同 的 元 素 不 允许 重复 地 取 r 个 的 全 
部 组 合 之 间 一 一 对 应 着 ， 因 此 全 体 的 组 合 数 也 必然 相等 . 

Hi =Cirr-1. Q 


例题 1， 同 时 撞 三 个 形状 相同 大 小 相等 的 仙 子 时 ， 不 同 的 结果 有 多 人 少 种 ? 
E ”由 于 在 最 子 之 间 没 有 区 别 ， 所 以 要 求 的 种 数 与 从 1 到 6 的 六 个 数字 允 
许 重复 地 取 三 个 构成 的 组 合 的 数目 一 致 ， 因 而 所 求 的 结果 是 
Hi=6-7-8/31=56#h, 
例题 2. 在 (c 十 ?十 c 十 d)3 的 展开 式 中 有 多 少 项 ? XMa, b, c, d 四 个 字 
母 中 至 少 取 两 个 相 异 字母 构成 的 三 次 齐 次 积 有 多 少 ? 
M ”将 (ac 十 b 士 c++d)3 展 开 ， 则 可 得 到 全 部 三 次 齐 次 积 , 这 就 是 允许 重复 地 
从 这 四 个 字母 中 取 三 个 的 组 合 的 个 数 ， 从 而 其 总 数 是 
H} 一 Cj: =6:5-4/3i=20(/"). 


又 这 些 三 次 齐 次 积 是 由 (i) 同 一 字母 的 三 次 方 ，(ii) 同一 字母 的 二 次 
方 与 另 一 字母 总 积 ， (iii) 不 同 的 三 个 字母 的 积 组 成 .但 在 本 题 中 ， 同 ~-~ 
字母 最 多 只 有 两 次 方 , 故 情形 〈i) 不 发 生 , 因 而 是 由 四 个 字母 构成 的 三 次 的 
齐 次 积 的 总 数 型 减 去 情形 (i) 的 总 数 4. 即 


— 一 - 一 


32. 组 ” 合 (425) 
Hi—4= 20—4=16. E 
【 系 】 Hi =H; ' +H! (n22). 
证 明 由 H: 的 公式 
H3! =C}. Hk. =CLy.,-,, 
HI l +H:_, CI +CLI,,_3 
一 Cr+r-l =H}. 


(根据 $ 2. 【定理 1[ 系 ]2). E 
另 证 在 H: 个 齐 次 积 中 ， 以 某 字 母 为 公 因 子 的 齐 次 积 的 数目 是 了 1， 不 
包含 该 字母 的 齐 次 积 的 数目 是 HI_:， 这 两 者 加 起 来 就 是 全 体 齐 次 积 ， 故 
LARV. 
E ”在 上 面 的 证 明 中 ， 没 有 应 用 $ 2.【 定 理 ]1[ 系 ]2, 而 是 分 别 计 算 


a an det 31 MNR [S WN 
Ciit: 十 Cnrr-2 一 (7?—1)! (n— —2)1 人 m rj 


_ C i a esd 1)! ` 


| -rrm Orr Hs. 
.不 言 而 喻 ， 这 是 正确 的 . 


例题 试 证 明 下 列 各 式 
© H =H?! HI} HHN} +.. +H (n23); 
© Hi =H; +H +e +Hia +1(n22). 
解 ” 由 上 面 的 [ 系 ]，H: =Hp'+Hi, | @ 
(1) Wn J n-i, Hi =H +H. 
Wn 为 m% 一 2， H, =H; +H;.,. 


Wn H2, H! =H! +H}. 
ponn (r = mi ? =J 
H? =- ==! =C, HT! =Ç; 


把 上 列 各 式 相 加 ， 则 得 (1) 式 ， 


(424) E BNE H 排列 、 ARSI 项 式 定理 
(2) 在 @ 式 中 ， 令 + 为 r > HI! =H? 4H, 


< r Pa r—2, Hy 2 — =H: `š +H. 


令 r 为 y AA Hš =H} + Hš_,. 
令 r 为 1 Hi 二 Hr 十 Hi_1， 
而 H°=1. 
把 @ 式 与 上 列 各 式 相 加 ， 便 得 名 式 . 
注音 1。 在 (1) 式 右 端 ， 洪 不 写 出 第 三 项 H!:-3， 则 可 将 限制 (n>3) 改 为 


(n 六 2) .又 在 (2) 的 证 明 中 ，Hs 是 从 n 个 不 同 的 元 素 中 一 个 也 不 取 H, 
即 全 部 保留 的 取 法 ,这 只 有 一 种 ， 因 此 Hs=1. 这 也 可 以 看 成 是 Hs 二 


Cs_i: 一 ! 的 约定 ， 
2. Jk/k, n 49689 中 , a 有 a 个 , b 有 pB 个 , C 有 ?个 ，… 时 ， 
从 这 些 元 素 中 不 允许 重复 地 取 r 个 的 组 合 数 等 于 
(1 十 x 十 ‰2 十 … 十 xz) Ott teta) Utete) 
的 展开 式 中 % 的 系数 .由 这 个 元 素 中 取 +r 个 的 排列 数 等 于 


人 + (i 2E) 


的 展开 式 中 xr 的 系数 和 yi 的 积 *。 但 其 内 容 超过 了 高 中 的 程度 。 故 不 作 进 
一 步 的 讨论 . 


$3. 二 项 式 定 理 


31 二 项 式 定 班 
【定理 11. (THREW) n 为 正 整 数 时 ， 
(x-ra)"=x"+ Clax"") +C} a? xtp eee 


+ Ciq'x""'4 +a", 


8 3. 二 项 式 定理 (425) 


-一 -一 -一 -一 -一 -一 


注意 ”上 式 叫做 二 项 式 定 PR, CI, Ch, +, Cire, Cl 是 二 项 式 (x 十 a)" 

展开 后 的 系数 ， 叫 做 二 项 式 系 数 . 和 有 时 ,把 字母 省略， 用 小 写字 母 co,ci， 

fo e, Cp e, a 记 之 .( 读 者 使 用 时 ， 必 须 记 住 它 们 是 二 项 式 系数 ,) 
采用 记号 三 ， 二 项 式 可 表示 成 


(x 十 a)"= > Cha ss 


—NNVY- 


或 (x+a)"= 22 Crax". 


. KAMA, C =CI=1.B JF sC r+ 1 Di CIC"'-'x' BË CI ax- l 
做 通 项 (或 一 般 项 )， 
证 明 ”让 我 们 来 求 (x 十 a)" 的 展开 式 中 x 的 系数 ， 因 为 (x 十 a) 的 4 次 拜 是 
由 nn 个 (x 十 a) 中 ， 取 出 x 或 a 作 和 乘积， 再 求 这 些 积 的 总 和 ,所 以 含 x' 的 
项 是 从 ?个 因 式 中 取出 x， 从 余下 的 (n 一 7?) 个 因 式 中 取出 a 所作 乘 积 的 总 
和 。 因 而 ， 各 项 具有 x 的 形式 ， 其 项 数 每 于 从 nn 个 元 素 中 选取 r 个 
(An 个 元 素 中 取 m 一 r 个 ) 所 作 的 组 合 数 ， 从 而 定理 成 立 。 bD 
SE 〈 用 数学 归纳 法 ) 
jt 当 #%=1 时 ， 左 端 =x 十 ao 一 右 端 ， 定 理 成 立 。 
2: 假定 当 n=k 时， 定理 成 立 ， 则 
(Xx 二 a):=x!: 二 Glaxt-!+ Cia’ xt? 
十 … 十 Ciarxt-7 十 … 十 at， 
上 式 两 端 各 乘 以 (x 十 ay) 
(xta) =x! + Cioxt 十 Cia xs 十 
十 Cia"xt- 1 十 … 十 aix 
十 Ciaxt 十 Cia2x -十 … 
十 CI Iarxk-r+1 十 十 Cliakx 十 al+l 
= xttl+(C? 十 Cl)axtk 十 (CI + C?)a’xt-! 
二 (CI +C) arst'i s att, 


但 是 C?’ +C; =C, (8$2.[ 定 理 ]1 的 [ 系 ]2)。 
故 有 


(426) 第 八 章 排列、 组 合 与 二 项 式 定 再 
Ct +C} 一 Cil， Ci +C; =C1,x, aç 


Ci? +Ci =Chxu 
办 而 


(x+a)tt1=xkt1 Cl,iaxt+ C? a?i lH e 


+ Cinai! -TA et Cina tatt, 
这 表明 n= 十 1 时 定理 也 成 立 。 
从 而 对 于 所 有 的 正 整数 n， 定 理 得 证 。 口 
注意 ”还 有 别 的 证 明 方 法 ， 倪 如 利用 逐次 微分 法 ， 但 此 处 从 赂 . 详 见 有 关 
微分 学 的 书籍 ， 


UR) (1 十 x)"=1 十 Clx+ C2x? +. 十 CIxr 十 …… 十 Xn。 @ 
(1—x)'=1 — Cix+ Cx’ — + (—1) C;x' 
二 … 十 (一 1)"x". . @ 
证 明 ”在 [定理 ]1 中 ， 令 ao=1， 则 得 @ 式 ; 若 由 @， 把 x 换 为 一 x， 则 
OA. D 


注意 ”如 果 对 Q、 加 的 首 项 及 末 项 ,利用 1=C?，1=C!， 则 @，@@ YS 
成 
(14x) =C? 十 C3X 十 Cax 十 + Cix tee t Cix". 


: (1—x)"=c1— Clx+ Cha —... 
+ (—1)' Cix +e + (—1)"Cix". 
对 于 【定理 ]1 也 可 这 样 作 ， 它 就 是 把 记号 Z&H BOINI 
(x-+a)"'=)) Cras- 


直接 写 出 来 的 结果 ， 
例题 (i) 试 根据 二 项 式 定 理 ， 展 开 (2a 十 6) 
(2) 试 求 下 列 二 项 式 展开 时 的 一 般 项 ， 


(x-4) » (b) (2x—3y)"; 


(3) R(t) 的 展开 式 中 x 的 系数 


$ 3. ZANEN 


(4) a(t) HESON. 


W (1) (2a+b)'= Dy CIC2a)-"b 


y ssp 


= (2a)°+ C)(2a)'b + C2(2a)5b2 + C3(2a)5b5 
Cši(2a)tbti+ Cš(2a)°b5+ C5(2a)°b 
+ C12ab' + b? 
=256a°+ 8-128a7b + 28-64a°b2 
十 56.32055b3 十 70.16a4b4 十 56 .8a3b5 
十 28.4a2b6 十 8.2aD7 十 DB8 
= 256a? + 1024ab+ 1792afb’ + 1792a5b? 
-+ 1120afbt + 448a°b5+ 112a?2b5S+ 16ab' -H b°, 


t (a) (=) -之 PEE (e 
-5 (=1) cat”, 


(b) 《2x 一 3y)" 的 一 般 项 是 
CI(2x)"-"(—3y)'=(—1) Ci2 3 x Ty". 


| 9) (2-a -X Ce) 


ee C12% -f .3-7% 16- s. 


r= o 


As 的 系数 是 对 应 于 16- 3r=7, Hlr=3 的 项 的 系数 ， 
系数 为 


| 25 8:7-6 1792 
(一 1)3Cj28-3.3-3 一 一 ~ 一 -一 一 一 


33 ` 39244 97 B 
6 
i 238 / 2 
Q .2 s, boy F 2 Tj mm 
(4) (3x = 22 CI) ( F 


R 
= 人 (一 1)"Ci36-7. E saqi 


— - -———— n — —-.—— P. x —.-. - 


故 所 求 的 


由 于 常数 项 是 对 应 于 12 一 3r=0， 即 r=4 的 项 , 故 所 求 常数 项 为 


t428) 第 八 章 排列 、 组 合 与 二 项 式 定 更 


— - ——. -ev me ee . 一 一 一 一 一 — hasa 5 ~e s 


aaam, 
【定义 ]】i。 巴 斯 卡 三 角形 ”在 (a 十 b)" rh, HRR n=0, 1,2, aT RJ 
RAAR, 便 构 成 下 表 所 示 的 系数 表 ， 这 叫做 巴 斯 卡 三 角形 "。 . 


3 3 
A ev NN " 
ZN 
CO we 


5 : 64 
SO 


7 
K k a a K a k 4 Së 
VS AN 


] 26 126 


Ze 


210 252 


E 2 3 4 5 6 7 8 9: 10 r 
c ai 
” 各 行 的 数 在 左右 对 称 的 位 置 上 是 相等 的 ( 几 于 CI= er, 故 上 
E 


2 除去 顶端 的 数 ! 以 外 的 备 个 数 等 于 它 的 左上 方 和 右上 方 的 两 个 数 
的 和 .( 由 CL. = Cr+ C; 直 接 得 证 .) 
o 名 行 的 每 一 个 系数 ( 除 第 一 个 外 ) ,是 它 的 左 邻 系数 的 "一 一 倍 。 
(例如 ，m= 8 的 行 ， 与 r=3 对 应 的 56 可 由 其 左 方 的 28 算得 ; 
28x + 一 28x ==56.) 这 可 证 明 如 下 ， 


# 上 比 巴 斯 卡 早 三 百 多 年 ， 我 国 宋 朝 数学 家 杨辉 在 其 著作 “详解 九 章 算法 "中 已 指 
出 这 样 的 三 角形 系数 表 ， 故 又 称 杨辉 三 角形 ,~ 一 译注 


Š 3. 二 项 式 定理 (429) 


ER 
r  (r—1)i(n—r+i1)! r 
ONE: EET 
-yin 一 


4” 与 + 对 应 的 各 列 的 数 是 它 的 石上 方 数 的 一 — (Pan, 


56=35X-—— )。 可 以 证 明 如 下 : 
二 n1) 和 
"1 nr  ri(n—r—1): n—r 
EN U. 2. 
“(rh 一 


5° 各 行 数 字 的 和 ， 等 于 该 行 最 右边 2" 列 的 相应 数值 . 这 在 +x) 
中 令 x=1 并 求 二 项 式 的 系数 和 便 可 显 见 (参看 下 面 的 [定理 }2)， 
注意 “在 这 里 ， 不 要 忘记 行 数 nn 和 序号 + 都 是 从 0 开始 的 ， 因 此 特地 在 二 
项 式 系 数 表 上 写 出 了 hn 和 +。 上 面 ， 与 56 对 应 的 位 置 号 是 n=8, r=3. 
(在 8=8 时 , r 也 可 以 是 5， 此 时 ， 左 方 的 数 是 70，, 右上 方 的 数 变 为 21.) 
例题 ” 写 出 n=20 时 的 二 项 式 系数 ， 
W 显然 Cg =1,Ch =20。 只 要 准确 地 算出 


20.19 20.19'1R _ 


Ch 一 一 -2 =190, Ch 一 一 1 7.3 1140, sereee 
即 可 。 当 然 也 可 以 利用 性 质 3" 计算 ， 

Ch 一 20X-2 二 2 -20 x- =190, 

meN 18 


Ch =190x -本 -一 1140， 
17 

C 一 1140 关 一 一 4845， 
Ci =4845X -> = 15504, 


15 
C$, =15504 X e 


类 似 可 得 


= 38760 


(430) 第 八 章 排列 、 组 合 与 二 项 式 定理 
Cio=77520, C=125970, 


— 


C2=167960, Cj 一 184756 ， 
下 面 各 系数 可 以 根据 性 质 1 ° 对 称 地 写 出 ， 即 
C}i=167960, C}=125970, C}=77520, 


1 
2 

C3=38760, C3=15504, C))0=4845, 
1 
2 


CH=1140, Cls=190, CR=20, ChHR=1., 
X#E n=19 的 情形 ， 可 以 应 用 性 质 RA. 


3.2 二 项 式 系数 加 的 关系 


【定理 ]2. 对 于 二 项 式 系数 ， 下 列 等 式 成 立 
(1) C+ Cl+ Ci+...+ CI=2", 


(2) Cšs— Ci+ C- ..+(-—1)'Ci= 0. 
W ”根据 二 项 式 定理 ， 有 
(1 十 x)"=C? 十 Clx + Clx?’ tet Cix" 
由 此 
(1) 令 x=1, M| C+ Ci 十 C#+..+ C=", 


(2) 令 x== 一 1, 则 C9? 一 CI+ Ci 一 … 十 (一 1)"C'=0， 

注意 ”在 (2) 式 中 ， 将 偶数 项 移 项 至 等 式 右 端 得 
Cs 二 Cit Ci 十 … 一 Ci 十 C3 十 C5 十 。。 

根据 (1)， 二 项 式 系数 全 体 的 和 是 2"， 因 此 上 式 的 左 端 是 它 的 一 半 ， 变 为 
2"-1, H n EFA 2m 一 1 时 ， 上 式 两 端 都 为 m 项 ， 而 当 n 是 偶 数 2m 时 ， 
上 式 左 端 为 m% 二 1 项 ， 右 端 变 为 mm 项 ， 但 它们 的 和 仍然 是 2"-!。( 不 要 忘 
记 *=0 即 Cs 项 包括 在 内 !) 
例题 ” 试 证 明 下 列 各 式 

(1) Ci+2C; 十 3Ci tee +nCi=n:2""1, 

(2) 1°C# + 2°03 + 32Cš ++. + niCa=n(nt+1)2"?. 
注意 ”对 于 上 述 这 样 的 问题 ， 一 种 方法 是 用 数学 归纳 法 来 证 明 , 但 在 这 
里 ， 我 们 利用 【定理 ]2 的 方法 来 证 明 ， 


rn od ... 
W O) rc;= rin—r)i ” (r—1)i(n—r)i =nCi-h 


$ 3. 二 项 式 定 理 | (431) 
因此 CI+2CI+3CI+..nCI= I 


> =n {Cat Cl I+ Cr 十 … 十 CN] 
Rm, REAN, # 
Cihat Cilat Chaite + Cr-1=2"-1, 
(1) 式 左 端 =n*2"-1. 
(2) r=r(7 一 1) 十 r， 因 此 ， 当 r=1 时 ，1?C1=n. C?_1( 与 (1) 同 ). 
当 r72 时 ， 
rCi=7(7—1): 


n! n! o 
rin—7r)! Tr' ri(n—)! 
"w oOo nD) _ (n—1)! 
n(n—1): (7 二 2 二 7) T  (r—1)i(n—”)! 
=n(n—1) C+ nC] 
(2) RE mw = n(n—1) {Ci + Clt C3_2 十 十 Cr 
+n {Cit Chite + C3] 
=n(n—1):2"-?+n:2"-! 
=n(n+ 1): 2" 2—= Fm. 1 
注意 ”在 讨论 二 项 式 系数 间 关 系 的 问题 时 ， 利 用 微分 法 和 积分 法 也 常常 是 
很 方便 的 。 下面 就 是 用 微分 法 证 明 倪 题 (1) 的 一 个 例子 。 
将 等 式 (+x) =C0i+ Clx+C5x*+-. + Cix 
| 十 十 Clx" 
两 端 微分 ， 得 
n(1+x)"-! 一 CI 十 2C3 x 十 3C3x2 十 … 十 7C5X71 
| 十 … 十 1C8xX"-1。 
Ju x=1, 便 得 
Cl 十 2C3 十 3C3 十 … 十 ?CI 十 RCI 一 1 .21 。 C 
BF, AMMER, BE3FIRDPN ZAP T 
Cat Cl ++ + Cist, 


C? ,十 Clt eet Cr 2=2"-2 
【定理 ]3， 在 (1 十 x)" 的 展开 式 的 (n 十 1) 个 系数 Cr, CiO es Ch, 


(432) 第 八 章 ”排列 、 组 合 与 二 项 式 定理 
cs, RASAT 则 最 中 间 的 系数 Cz/ 最 大 ; 若 n 是 奇数 ， 则 最 中 [šj 


noi "t 


的 两 个 系数 c, ° 和 Ca l AFERAK. 
证 明 二 项 展开 式 的 第 r 个 系数 Ci” 和 第 (7 十 1) 个 系数 Cs 之 比 是 


CG — n(n—1)-(n—r+2) s —1)-(n—r+1) 
Ç (m 1): r} 


SEES. LENES 
= n—r+1 ` 
1 . 
如 果 二 一 7 二 T < BI r < nt 一 ， 则 cri< CI。 从 而 在 这 个 范 力 
内 ， 若 使 r 增 大 ， 则 系数 依次 增 大 ， 
BJ C? <C} <C3 Lle <C. 


2 t=, Weri >>C5、 从 而 在 这 个 范 
围 内 ， 洲 使 7 增 大 ， 则 系数 依次 减 小 . 
即 CK? >C; DCD e> Ca. 


S, engg, WJ = TL 时 ， 中 间 两 项 的 系数 Cs: 和 
„+E 


C 。” 相等 ， 且 为 最 大 ， 车 是 偶数 ， 则 当 r= 记 时 ,中 间 一 项 的 系数 C3 
为 最 大 . 口 
注意 ”如 果 观察 巴 斯 卡 三 角形 中 二 项 式 系数 如 何 变化 ， 则 这 个 定理 就 立即 
明白 了 . 

【定义 ]2。 高 斯 记号 ”用 [n] 表 示 不 超过 的 最 大 整数 . [nn] 叫做 高 斯 记 号 。 


A 着 采 用 高 斯 记号 , 则 当 n 为 偶数 时 | 旦 | 二 号 ， 当 n 为 奇数 时 
es 


若 采 用 高 斯 记号 ， 则 [定理 ]3 可 简单 地 表述 成 下 列 形式 ， 
CEMI. OHY 的 展开 式 中 ， 最 大 系数 是 Cr ， 


注意 “项 的 序号 不 能 这 样 简单 地 表示 ,比如 说 ,第 | 号 | + 1 项 是 具有 最 大 系 


加 3, 二 项 式 定 定理 | (433) 
BAT, Bln EEan, S| y ] + 为 具有 最 大 系数 的 项 。 


【定理 J4， 当 x 是 正 数 , n ERR BJ, A S C;ix'=u, HI 
(1+x)!'=1+uitiu;+usy+- +u. Tu, WB 

(1) 若 TELs 是 整数 ， 则 当 r= Ehet, ua lu, 48 5, tk 
其 他 任何 项 都 大 . | 


(2) aT 不 是 整数 ， 则 对 于 满足 -2 x>r 的 r (r 表 示 


x 的 最 大 整数 值 )，t 也 比 其 他 项 大 ， 
证 明 若 比 较 u, 和 ww,-!:， 则 


E r n=rti, 
Ur-i Pr r 


n—r+1 n+1 
如 果 一 一 x 二 1， 即 1+x x 二 7， mij U, = U-10 


因而 ， 若 以 1，2，3，… 代 替 r+， 则 开始 时 u, BAAK, RAS r 的 


aait, n RTRA. 


从 而 ， (1) 若 一 => l e 是 整数 ， 则 当 r= Ç r — xW, Ur 二 UW-1s H 


比 其 他 任何 项 都 大 .(2) er M$ "为 不 超过 它 的 最 大 


整数 时 ， v 为 最 大 项 ， E 
这 个 定理 若 采用 高 斯 记号 ， 两 个 结果 还 可 简单 地 归并 为 一 个 ， 即 


【定理 ]4。 若 令 (1 十 x)"==1 十 ti 十 Ws 十 … +u, (X h u, =C), MS 
r=| -2 二 > | 时 ,是 最 大 项 . 


注意 由 于 x 是 正 的 , 故 也 二 s= EL oR, T ent d 
-| 


m. [FE x | 是 0 到 中 的 菜 一 整数 ， 而 且 


(434) 第 八 章 排列 、 组 合 与 二 项 式 定理 


(1) 车 二 >n 亦 H x< 一 
是 最 大 项 ， 其 他 的 项 都 比 1 小 . 


O 若 * 充 分 大 ,而 | -名 二 x |=", MRA m= 为 最 大 项 . 
例题 试 求 在 (a+b)" 的 展开 式 中 绝对 值 最 大 的 项 


,由 对 x |=, 从 而 , 首 项 ws=1 


M atarit), 而 在 (1 十 之 ) 的 展开 式 中 ， 绝 对 值 最 大 的 项 


与 (1 十 局 |)” 展 开 式 中 的 最 大 项 一 到 因而 ， 若 令 几 是 (a+b)" RER 


onayi bln 二! 
中 第 r 十 1 项 ， 则 由 [定理 ]4 A, MRTE E la T+ ET 是 整数 ， 并 
令 此 整数 为 r， 那 么 uw, Mu 是 最 大 项 ， 如 果 它 不 是 整数 ， 令 r 为 不 超 
过 该 数 的 最 天 整数 ， 则 u, 是 绝对 值 最 大 的 项 . 


2 
Am, Wa=- b=—p, n=100, R 


n+1 _ 100+1 ol .r_n+t1 
I+ +Z s: ir] |=. 
因而 第 68 项 绝对 值 最 大 ， 其 值 为 


1 \100-67/ 2 AG 100; 297 
cs) (-4 = 871331510 


(之 所 以 称 为 第 68 项 ， 是 因为 首 项 是 xs)， 
33 一 般 的 二 项 式 定理 
{定理}5。 当 jx|<! 时 ， 对 于 任意 的 实数 


《1 十 xz) =t EAEG H H O 
n = n(n—1)(n—2)-(n—r+I) _ 
kh G= “W SE 


TE ln 是 正 整 数 时 ， 前 已 证 明 
(1+x)'=1 + Cix 十 C23x? 十 十 Cix 十 … + Cix" 


当 n 不 是 正 整数 时 ,Ci 记号 失去 其 原来 的 意义 ， 但 是 ， 如 果 承 认 C; Bi 
公式 即使 在 %% 是 负数 和 分 数 的 情形 下 也 是 合理 的 ， 于 是 可 以 证 明 ， 若 
[xf{<1， 则 (1 十 x)" 为 无 穷 级 数 ， 上 式 成 立 . 不 过 ， 其 严 烙 的 证 明 忆 须 借 


$ 3. 二 项 式 定理 (435) 

助 于 微 人 ye, 在 此 ， 粗 略 地 证 明 如 下 *， 
证 明 假定 (1 十 x) "=ao 十 aix 十 asx2 十 …… 十 anx" 十 ……， (1-+x)' 变 为 x 的 多 
项 式 ( 可 能 有 无 限 多 项 ) 。 其 中 ， 车 令 x=0， 则 ao=1， 若 两 端 对 x 求 > 次 
导数 ， 则 得 

n(n—1)(n—2)=-(n—r+1)(1+x)''=ría t (r+1)r e2 apx t, 
因此 ， 若 令 x=0， 则 有 

n(n—1):(n—r+i)=ria,, 


= =n D (5. 


由 此 即 得 

(1 十 x) 王 1 + (Dx 十 Cte t Oxe 口 
注意 即使 假定 变 为 x 的 无 穷 级 数 ， 在 n 是 正 整数 时 ， 在 ()x" 以 后 的 各 
项 均 为 0 .因为 超过 (3)x" 时 ,( 纪 的 分 子 变 成 0, 因 而 此 级 数 在 n 十 1 项 终 


t. WE n TEES, MWA, BHE rw mZ», m 是 无 限 继续 
下 去 ， 在 这 里 ， 这 个 无 穷 级 数 在 何 处 收敛 便 成 了 问题 ， 当 令 
(n—1)(n—2)-- (n—r+1) „1-1 
(r—1)! 
时 ， 根据 达 朗 贝尔 收敛 判别 法 ， 


lim -Zr — limi- 


ye Qr y— oo 


= ay, 


nr 


， 则 [x 之 1 为 级 数 的 收 


Swa. 

在 上 面 的 证 明 中 ， 假 定 了 (1 十 x)" 可 展开 成 x 的 多 项 式 ， 但 若 令 
fx) 二 《1 十 x)"， 而 按 微 分 学 中 的 麦克 劳 林 形式 形 开 ， 则 立即 可 得 二 项 式 
定理 的 展开 式 ， 

又 利用 本 定理 ， 当 绝对 值 充分 小 (至 少 ]x|<1) 时 ， 近 似 公式 ` 

(1+x)"#z1--nx 


或 (1+x)"#z1-+nx+ 


成 立 ， 这 是 因为 在 |x|<1 Bë 和 在 上 列 (1 十 xz) 的 展 式 中 ,可 忽略 第 
三 项 ( 含 x? 的 项 ) 及 以 后 的 各 项 . 
例 通 1. Bini, RRR U+., 


—1) x? 


* 读者 可 参看 第 九 章 3.6 一 译注 


(486) 第 八 章 排列。 组 合 与 二 项 式 定理 


æo -r ——— o 


1 1 1 
R (+x) =i +(3) x +í) w+ (2 )= +e (lx|<1), 
r 


1 2 
- 1 /LN 4/4 1 ) 
1 ? D, 8 ' , | 
i a ) T ) 
(aala) aya uester. 
r Ee F D ee e š 
1 
2 1 1 š 1.3.5.。 (2r 一 3) 
(1+x)' 一 1 十 本 X 一 十 妇 十 十 (一 1 一 
十 (xiji<1)。 


WE. 利用 二 项 式 定理 ， 求 出 下 列 各 数 的 近似 值 . 
(1) VT: (2) 99; (3) YW. 


Aaaa i a 
让- 让 (全 


135 / 2y 
TEST 人 s) +=] 


9 2 .9 E T, -| 
=3(1—0.11805---)#z3X 00.88195 
所 2.6458( 不 足 近似 值 ) . | 
一 1 ; 1 \Vs 
2 一 DT 一 一 ss 
(2) V 99 = 100—i iv/ : i00 to(1 100 / 


二 if LNVIA _1 W 
=10{1+3 ; 100 )—B( -T00 +=] 
一 10(1 一 0.005 一 0.0000125 一 …) 

扩 9.949875( 不 足 近似 值 ) 。 


(s) 2 so =¿4/27+3 = (i+) 


§ 3. 二 项 式 定理 (437) 


1 1 1 1 5 1 10 1 
sitis r s ta ee 


1 1 5 10 
一 3 十 可 一 243 T 19683 ~ 531441 T” 


Ax3 十 0.1111111-0.0041152 十 0.0002540 一 0. 0000188---. 
~% 3.10723. 
【 系 11. 4 n 是 正 整数 旦 |x|<1 Ej, 

(1 一 x)-" 二 1 十 Hix 十 Hix” 十 … 十 Hix' 十 … 


r _ n(n+1):: hC i uama D D 
其 中 H, = BEE SSSR; 


证 明 根据 [定理 ]5， 由 于 |x|<1， 所 以 
oo aex" G")(—x) + GG GCI 
g Cire Ln Ona) nrt) 


r! TT =: 
n(n+1)(n+2).… (n+r—1) ET 
| h = Ht. 
因而 [ 系 ]!1 成 立 。- | 口 
【 系 ]2. 若 n EERI, xli, A f 
(1x) =1 Hix t Haix —+- J (—1)'Híix' +. 
其 中 H; WRN 所 示 . 
证 明 在 [ 系 】i 中 ,将 x 取 为 (一 x)， 即 知 [ 系 12 RZ. 3 
5.4 多项式 定 理 


【定理 16. (多 项 式 定理 ) 4n TERAN, ma, a, an HIA 
Bn | 
(ata. +an)"= > . alay e a mm, 
其 中 了 表示 对 于 W E ptp p a=n B p>), p.20, , Pa 220 的 整 
数组 (p: ,p:，… ,pn) 的 一 切 值 求 和 ， 
证 明 《ai 十 cz 十 … 十 an)” | 
一 《al 十 aa 十 … 十 ar)(ai 十 az 十 … 十 an)…(ai 十 as 十 … 十 am) 
把 上 式 右 端 展 开 后 ， 显 然 只 是 形式 为 af! as2..as" 的 项 的 积 . 这 就 是 从 


(438) 第 八 章 ”排列 、 组 合 与 二 项 式 定 理 


上 式 右 端的 n 个 因 式 中 ， 取 pi 个 al， 取 p; © az, aaz. 取 ps 个 Gn， 总 共 
”取出 了 wn 个 ， 再 把 它们 排 在 一 起 然后， 根据 1.2 的 [定理 M4， 其 个 数 是 


ORIN: i SERERA 
Pil polt e pm ' 内 而 


出 1.2 的 [定理 4 知 其 中 2 必须 是 对 满足 pi 十 ps 十 … 十 pn 二 nn 及 pio, 
人 这 0 ,… Pa) 的 一 切 整数 求 和 ， 口 
另 证 1° 4 m=2 时 ， 根 据 二 项 式 定 理 

x ate) -D0 rad ekaa 

JtrH Z3 RHE p.20, p.Z>0, HIE p tpn — iii (pp K 
和。 从 而 ， 当 m= 二 2 时 ， 定 理 成 立 ， 


2° 假定 左 端的 项 数 为 m 时 定理 成 立 ， 现 在 证 明 项 数 为 m+1 时 害 
理 也 成 立 。， 由 二 项 式 定理 ， 


(aitaz +: “十 Gn 十 dm+1)" = {l(a tat Fan) tant) » 


=Y ap r (atate Han) Ya, nP, 
HFX m 项 定理 成 立 ， p 


i MERTI aP? ... a? Pati 
i 上 式 = kir i ° === < i aa Jans Ñ 
5 i P? eg?" Pati 
2,22 TT TT eak ann Patt. 


RPS KMA TWE n >90, Pm), n’ Pm =M 的 一 切 整 数组 

(W Parn) RM, DX 示 对 于 固定 的 w ， 满 Ep, p,e, p,220, 
了 :十 pz 十 … 十 pn 一 82 的 一 切 整 效 组 (pi1,Ps,…pn) 求 和 ， 这 时 ， 二 重 和 2, 
D: 显 然 表 示 对 于 WE piZ20,p.Z20,::- , paZ20,p, .1i220,pi-+pI:+ `` + Da + 
pa+1 二 及 的 一 切 整 数组 (pi ,ps,… Pn Parr RM, 从 而 我 们 证 明了 ， 如 项 数 
为 m 时 定理 成 立 ， 则 项 数 为 m+1 时 定 理 也 成 立 . 多 项 式 定理 得 
证 . 口 
例题 在 (a+b+ctd)" 的 展开 式 中 ， 求 含有 obod 的 一 项 的 系数 。 
解 根据 多 项 式 定理 ， 有 


(a+b+c+d) = =% L “Oped. 


§ 3, 一 项 式 定理 (439) 


——. 


对 于 abcd 的 系数 ， 由 于 这 时 p=3, q=2,r=2,s=1,%1% 
8! 8.:7.6.5.4.3.2.1 
3121211 一 3.2-1.2.1.2.1:1 —?°6°7'8=1580, 
【 系 】 Em, n 是 正 整 数 ， 则 《ao 十 cix 十 asx2 petan y 


ee SE O aP’ aP: . ,0DmxDi 十 2p2 十 … 十 如 pn 
Po!pi!D2! Pm! i ° 


其 中 2 表示 对 于 满 足 popi +p: +U Tp.=n, p.Z20,p,Z0,-.. ,pn 之 0 的 
一 切 整 数组 (po,p1,ps,… ,pn) 求 和 . 

证 明 由 [定理 ]6 显 然 ， Fl 
例题 1， 试 求 在 (3 一 2x 十 x2 一 5x?) 的 展 式 中 含 x? 的 项 的 系数 。 

N ”由 上 面 的 [ 系 】， 得 


(3 一 2X 十 X2 一 5X3)4 = 2 a a 6) wt, 
p+q-+r+s=4, q--2r+3s=7. 
X p=0 Ëf, q+r+s=4, q+2r+3s=7, 
r+2s=3, 
3 s=0, Hi) r=3, q=1, p=0. 
Je s=1, Aj r=1, q=2, p=0. 
当 p=1 Ëf, q+r+s=3,q+2r4+3s=7, 
r+2s=4. 
2: s=, Mj r=2, q=0, p=1. 
若 s= 一 2， 则 r=0, q=1, p=1. 
当 p> 时 ， 不 能 得 到 满足 上 式 的 g、r、s， 因 此 x! 的 系数 只 有 上 列 
四 种 情形 ， Nk 


C -2)+—1- ~(— 2)2( 一 一 5 十 -了 -3( 一 5) 十 -3 《一 2)(—5)’ 


a 
例题 2?。 试 求 在 (1 十 x 十 x? 十 x? 十 x 和) 的 展开 式 中 含 x 的 项 的 系数 。 


M itxt tx tx = =, 

(txt tx txt) 1 xC e)s, 
假设 {x1<1 ,这 不 会 影响 展开 式 的 结果 ,因此 由 3.3 的 [定理 ]5 及 其 【 系 ]1， 
有 


《1 一 x5)5(1 一 2)-5= (1 一 Cjxs + Cix!—...) 


(440) 第 八 章 ”排列 、 组 合 与 二 we 项 式 定理 


. (1+ Hix+ Hšx° w SETIEN 十 HP” +e). 
在 这 个 展开 式 中 x™ 的 系数 是 
H! — Cl .HS  C2=1001—5X126+10=381, 
注意 ”在 上 例 中 如 5 :用 [定理 36 的 [ 系 ] 来 求 系数 ， 无 疑 是 可 以 的 . 但 在 这 
里 ， 利 用 了 3.3 的 [ 写 理 ]5L 系 ]1 求 系数 的 方法 ， 一 般 说 ， 这 个 方法 简单 
” 些 ， 但 这 时 必须 事先 说 明 1xj 区 1， 虽然 这 对 于 展开 后 的 结果 并 无 影响 。 


(441) 


第 九 章 数列 和 级 数 


$1. 数列 的 定义 


11 定义 和 例 

”在 本 章 中 ， 除 了 § 10 以 外 ， 均 讨论 实数 ， 

I 定义]1。 和 数列 .项 根据 一 定 的 规划 排 成 的 一 列 数 ( 有 限 个 或 无 限 个 ) 叫 
做 数 烈 ， 它 的 每 一 个 数 叫做 数列 的 项 。 从 最 初 项 起 ， 依 次 叫做 第 一 项 ( 首 
项 ) ,第 二 项 ，…， 第 mn 项. 

【定义 〗1 .数列 的 另 一 定义 以 自然 数 集合 作 定 义 域 ， 实 数 集合 作 值 域 的 
单 值 函数 ， 叫 做 数列 * 

例 1. 把 x=3.1415926535… 的 各 个 数字 按 它 们 所 在 位 置 的 顺序 排列 时 ， 
Rza. ANDRRA UA, ME niii, BEERE n 个 数字 来 ， 
H2. 从 一 个 乱 数 表 中 随意 抽取 一 些 数 作成 排列 ， 例 如 

aen 0598.0 11644 Ld 

这 些 数 的 排列 不 叫 数 列 ， 因 为 不 能 按 其 项 的 序号 来 确定 相应 的 值 。 

注意 从 0 到 9 的 数字 中 随意 抽出 一 些 数 作成 的 排列 叫做 乱 数 表 。 在 乱 数 
表 中 ， 没 有 某 数 字 特 别 容 易 出 现 或 特别 不 容易 出 现 的 情况 ， 也 没有 在 某 数 
字 后 面 必须 出 现 另 一 个 数字 的 情况 . | | 
[EX]. 一般 项 ”数列 的 第 n 项 由 按 某 种 计算 法 则 或 公式 来 表 示 ， 叫 
做 通 项 或 一 般 项 ， 

【定义 15、 有 限 数 列 、 无 穷 数 列 本数 有 限 的 数列 叫做 有 限 数列 。 项 数 天 
限 的 数列 叫做 无 穷 数列 (或 无 限 数列 )。 


-严格 地 说 ， 有 这 个 单 信 肖 笋 当 自 交 刘 依次 职 自然数 时 相应 的 “ 系 A ER 
函数 值 、 一 一 译注 


(442) Sas Sohna 


【定义 ]4， (a) Dn 无 穷 数列 aa ao， CB E ta) # 


a k 
示 ; ARRA aaz, an, ,at BMR Da, KA. 


【定义 15. 前 n 项 和 ”数列 的 最 初 n REN n 项 和 ， 
【公式 】 设 S, 表示 数列 {a,》 的 前 n 项 和 ， 则 有 
a,=S,—S,-(n>2). 
证 明 S,==aj 十 as 十 …… 十 as ;十 a，， 
Sa-1 一 01 十 0 十 … 十 a:-l 、 
Qn= Sn— Sn-1. C] 


1:2 单调 数列 

【定义 ]6， 单调 增加 数列 ,单调 减少 数列 ,单调 数列 数列 (01 ,0 ,03, An, 
…, 若 满足 条 件 a, <a, LaL Lan- <a, <-.-.. , ln ⁄ P 188 nat 2], 若 满 
足 条 件 oij>> az> as>>…>a-1>as>…， 则 叫做 单调 减少 数列 ,这 两 种 数列 统 
称 单调 数列 ， 

注意 在 [定义 le 中 ， 若 用 符号 委 代 蔡 不 等 号 <， 用 之 代 蔡 >， 则 所 得 的 
数列 ， 分 别 叫 做 广义 单调 增加 数列 ， 广 义 单调 减少 数列 。 


1:3 有 界 数列 

TEXN. 有 上 (下 ) 界 的 数列 .有 界 数列 ” 当 数 列 的 所 有 各 项 不 大 于 某 一 常 
数 时 ， 这 样 的 数列 叫做 是 有 上 界 的 ， 所 有 各 项 不 小 于 某 一 常数 时 ， 这 样 的 
数列 叫做 是 有 下 界 的 。 既 有 上 界 又 有 下 界 的 数列 叫做 有 界 数列 ， 

W. 有限 数 列 是 有 界 数列 ， 无 界 的 数列 是 无 穷 数 列 。 

W2. HARFI {n} 没有 上 界 ， 但 有 下 界 . 


$§ 2， 等 差 数列 


2'1 等 整数 列 

[ZX]. 等 差 数 列 . 公 差 ” 在 数列 (a) rh, 34 X + — UJ nan), 
Gas 一 Qa-1 等 于 常数 d 时 ， 这 个 数列 叫做 等 差 数 列 ，d 叫做 公差 . 

LIAR]. i ws 是 首 项 为 4， 公 差 为 4 的 等 差 数 列 的 第 项 ( 通 项 )，5, 是 
前 8 项 和 ， 这 时 


Š 2. FERRY (443) 


(1) saca k: T 1)d; 


a) satiata) matud 
证 明 (1) u;=a, u;—ui=d, us—u;,;=d, +, Un— ün- =d. 把 这 些 
等 式 两 端 各 自 相 加 便 得 
u,=a+(n—1)4. 
(2) S,=uitu;+u,+- +u,, 
Sn= Unt Un- t Un-2t tetu, 
2Sa = (utun) t (uzt un-1) +e + (urtu) 


= Puttin) ° 
k=1 


其 中 urt un-=0+(k—1)d+a+ (n—Ek)d | 


=2a+(n—1)d, 
.. 2S,=n {2a+(n—1)d} . 
由 此 便 得 结论 . = 


【定义 ]2。 等 整 中 项 ” 设 在 两 个 数 a,， 5 之 间 插 入 一 个 数 x, 当 三 个 数 a,x,b 
构成 等 差 数列 时 ，x 叫做 a 和 b 的 等 差 中 项 ， 当 在 两 个 数 a,b 之 间 插 入 nn 
个 数 X1,X2 °, ,Kn 后 所 组 成 的 数列 G(,Xi, Xs, ° Xa b 是 等 差 数 列 时 ， X1,X35 
e Xz 叫做 0 和 b 之 间 的 n 个 等 差 中 项 . 

【定义 ]3。 相 加 平均 .算术 平均 等 差 中 项 叫做 两 个 数 的 相 加 平均 或 算术 平 
均 


(ARN. i 4 为 两 个 数 a,b 的 等 差 中 项 ， 


S 


2.3 调和 数列 . 调和 中 项 ' 调和 平均 

【定义 ]4. 调和 数列 ”数列 各 项 的 倒数 组 成 等 差 数 列 时 ， 原 数列 叫做 调 和 
数列 ， 

【定义 】5. 调和 中 项 . 调和 平均 ， 这 在 两 个 数 ga,b 之 间 插 入 x. 当 三 个 数 
a,x b 构成 调和 数列 时 ，x 叫做 e 和 5 的 调和 中 项 或 调和 平均 ， 

【公式 】3， 当 {an》 是 调和 数列 时 ， 有 - 


(444) 第 九江 数列 和 级 数 


L - I O j. N a 
= tü D n ) (22) 
证 明 根据 [定义 4 和 [公式 有 1(1) 每 证 . 口 
【公式 】4， 设 总 是 两 个 数 a,b 司 调 和 中 项 ， 
2 1 1 2ab 
则 H a b| HS p a 
证 明 ”根据 [定义 ]5 立即 得 证 m 


$3. 等 比 数列 


š:1 等 比 数列 
【定义 ]1、 等 比 数 列 ， 公 比 ” 在 效 列 {aon} 中， 当 对 于 一 切 的 n(n>2)， 
比 值 -2 是 一 常数 了 时， 这 个 获 询 叫做 等 比 数列 ，r URERA. 


Qn-1 
LAR]. Bu, 是 首 项 为 ， 公 比 为 7 的 等 比 数列 的 通 项 ， 则 
u =ar" t, 


证 明 Wu =a, U= Ur, USE Hs, `° Van 一 Ma-ir 可 得 证 。， C] 
(ARI. 设 5 是 首 项 为 a， 公 比 为 + EGRA n ut, R 


š "oss J 
G) Bram, setea, 


° D *ir=1Df, S,=na. 

证 明 (1) 当 r 六 1 时 ， 
Sa=a tartar’ + ar", 
rS =ar tar’ t= tar" l -par". 


O-O (1—r)S:=a—ar"=a(1— r"), 
HF tæl, 故 s =s) 
(2) 当 r=1 时 ， 由 于 各 项 都 等 于 a， 故 S,=an, n 


3:2 等 比 中 项 .几何 平均 | Ag 
【定义 }2. 等 比 中 项 ”在 两 个 数 a,b 之 间 反 入 数 x， 当 三 个 数 a,x,b 构 成 
等 比 数列 时 ，x 叫做 a 和 bb 的 等 比 中 项， 当 在 两 个 数 a,b 之 间 插 入 n 个 数 
Xis X), ,Xn 局 古 组 成 的 数列 gx,x2,… Xa b 是 等 比 数列 时 ，xi x2,…， 
x< Hik a 和 bb 之 间 的 个 等 比 中 项 ， f . 


ee 


Š 3. .等 teati (445) 


一 一 . -- — p a — — 


[定义 ]3. 几何 平均 ( 相 桶 平均 ) KAES a,b 的 正 的 等 比 中 项 叫做 a 和 b 
的 几何 平均 (或 相 汪 平均 ). 
【公式 35. 设 G 是 两 个 正 数 a,b 的 等 比 中 项 ， 则 

G'=db,G=+t ob 。 | 
证 明 由 【定义 12 可 证 。 口 


3.3 各 种 平均 值 之 间 的 关系 
【定理 ]1. 设 4,G,H 分 别 是 两 个 正 数 a，b(a 志 0) 的 算术 平均 、 几 何平 均 
和 调和 平均 ， 则 

(1) G’= AH; 

(2) ao 碾 H 志 G14&b( 千 号 仅 在 a=b HRS). 


2ab 
证 明 (1) G:=ab, AH= 一 一 Car ro 


2 a+b 
G= AH. 
. (2) b— A= 2740, 
4 十 D 
A-G= "2m = y (a — h>, 
b J 
G-H=V Q ey V (q — vV b P0, 
2ab _ a(b—a) 
Sm O go 之 0 
根据 以 上 各 式 便 得 结论 ， 口 


3.4 累积 金 和 分 期 付款 

【定义 ]4。 单 利 法 。 复 利 法 ”本 人 金 得 定 的 利息 计算 方法 叫做 单 利 法 . 某 期 
期 满 后 将 本 和 利 合计 作为 下 期 的 本 金 ， 这 样 的 利息 计算 方法 叫做 复 利 法 . 
【公式 14。 设 本 金 为 P, 利率 为 ,利息 为 1 期 数 为 m 本 利 合 计 为 


Ss， 这 时 有 
单 利 法 ……I 二 P"，5S, 二 P(1 十 rn). | 
SRJEE-..  .S,=P(1+r)', I=S,—P=P ((1+r)'—1Y . 


证 明 单 利 法 的 公式 由 【定义 了 4 可 得 ， 
在 复 利 法 的 倘 形 下 ，51==P(1 二 7)， 
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MRE St=P(1 十 y)5 这 时 因 S, 是 下 一 期 本 金 ， 故 

S. i=S,(1+r)=P(I+r)š"1, ¿9 
因而 ， 根 据 数 学 归纳 法 ，S,=P(I 十 7) 对 于 一 切 的 自然 数 n 都 成 立 。 O 
[EX]. RECE. 期 首付 款 . 期 末 付 款 每 期 储蓄 一 定金 额 的 储 金 叫 
做 累积 储 金 . 在 每 期 开始 时 储存 的 金额 叫做 期 首付 款 ， 在 期 末 迪 存 的 金额 
叫做 期 末 付 款 . 
【公式 15， 设 每 期 的 积存 金额 为 c， 一 期 的 利率 为 r， 期 数 为 !， 人 存款 的 本 
REHAS, RKE 


+1 
o HER was HA 
单 利 法 | 
期 末 付 款 … “ea } 
o 期 首 付款 ……S==2 Ut tr) 
[ama sa s=a {(1 r)" —1) 


证 明 ku EPEE TE TER | 
在 单 利 期 首付 款 时 ， 根 据 【 公 式 14 有 
uy=a {1+r)}n—k+1)} , 


s=- >. (1+r(n—hR+1)) , 
如 果 运 用 $ 4. [公式]! M2, ny 

D (1+r(n+1)) -ar 
(ntir | 
= 1 


an {1+ 


在 单 利 期 末 付 款 时 ， 根 据 【 公 式 ]4 有 
ui=a {1+r(n—k)} , 


3 3 {1l+rn—k)} 
A a k= 1 


一 人 4 (1+rn) —ar? ,k 
Á - 1 sl 


3 等 比 数列 | | " (447) 


4— nn 


=a |: n 


在 复 利 期 首付 蒜 时 ， 根 据 [ 公 式 ]4 有 


us=a(l+7)"-*+1, 


s= Ju- Po +r)"-k*1 


__a (+n) =! L up; 


EBARA, RELA], E 
ur=a(1 +r)" , 


s=} u=} +r) 
k= 1 kol 
= (tal " 
1 定义 ]86。 分 期 偿还 ”每 期 归还 一 定金 额 的 债 款 ， 一 定时 期 后 偿还 全 部 倘 
款 ， 这 叫做 分 期 偿还 ， 
《公式 6。 设 俩 款 为 4， 每 一 期 的 分 期 付款 为 x， 期 数 为 8， 每 一 期 的 利 
RIT, 这 时 有 | 


_ _ Aü+rm) _ 
期 首付 款 …x A T 


和 
期 末 付 款 ……x RH ez) 


aaen AE 
期 首付 款 ……x i 


期 末 付 款 … sey Ar(1 po 


单 利 法 | 


x 复 利 法 


其 中 ， 在 复 利 法 下 ， 设 分 期 付款 额 支付 和 利息 转 入 的 时 间 是 一 致 的 . 


证 明 ” 当 每 期 积存 分 期 付款 x 时， 最终 期 未 的 本 利 合计 可 以 等 于 K£ À 
的 最 终 期 未 的 本 利 合计 ， 因 此 根据 [公式 ]4 和 5， 有 


在 单 利 期 首付 款 时 m1+ $r ]= (+m), 
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在 间 利 期末 付款 时 a L e: Deia dadai: 


-一 一 一 一 -一 -一 一 -一 全 一 一 一 


在 复 利 期 首付 款 时 stiz (I+r)= A(1+r)", 


在 复 利 期 末 付 款 时 HUNT U a+", 
由 以 上 各 等 式 便 可 分 别 得 出 结论 。 


S 4. 各 种 数列 的 和 


4:1 WER 
【公式 ]1。(1) Pets) Dt >. 
( 同 取 正 号 或 同 取 负 号 )， 
(2) E a= En (c 是 与 尺 无 关 的 常数 ) 。 | 
=m 由 记号 3 的 定义 可 直接 得 证 . r 
- n(n+1) L 
【公式 】2。 Gi) 1 十 2 十 3 十 …-n 一 人 一 人 


. ME 
(2) 12: 中 22 呆 32 十 … 22 b= 人 人 人 让 


J 


i ( n(n+1) 2 
(8) PAPES Etne [| i 


证 明 (1) 这 是 首 项 为 1!， 公差 为 1 的 等 差 数 列 的 前 项 和 . 故 由 $2。 
【公式 1 便 得 结论 ， 
(2) (1+x)i=1+ 3x+ 3x + xš 
依次 用 1, 2, 3, n REEERE FIRR x BF, A 
”23=1 十 3.1 十 3.12 十 13， 
ee 2 十 3， 


i -n+3: BRE 
把 上 列 m 个 等 式 两 端 分 别 相 加 ， 便 得 


$4 i. GAhuy yun E (449) 


—P e —Yn"-=-— 


(n+1)'=n-+: E Er +, 


Sia (n+1)*—n—1—5n(n+1) 
kzì 


m nnt) Cnt) 


r 
S 


(3) e | | i 
IRRA 1,2,3, n REEFERS x, EPS n AFRE BI 48 
加 ， 得 š 

(n+1)i=n+42Jt+6 Jl 4 ak, 
Pmt nt 0 a nt 
=n (n+ F. gE 
由 此 便 得 结论 . m 


【定理 ]1. 设 + 是 正 整数 ，5, 二 了 hk"， 则 S, 可 用 S1,S4,… ,5,-1 的 整 式 来 


表示 ， 
证 明 根据 二 项 式 定理 . 
(xti t= Cha + Ct Xl. Oat a 

依次 用 1,2,…, 代替 上 述 恒等式 中 的 x， 再 把 所 得 到 的 m 个 等 式 两 端 分 
别 相 加 ， 得 | 

(n+1)'=1+C!,,S, + C1S,-u +C? S,- +... +C, HSi+n. 
因而 S, 可 用 $,,S:，… ,S,-/ 的 整 式 来 表示 ， L] 
PEI. 1.2 十 2.3 十 3. "i +... +n(n+1). 


n, Daio- Le D 


_ nt 1) nt D (n+!) 
2 


é 


a nal) n+2) 
3 


(aso) ` = PAE 数列 和 级 数 
另 解 RCRTI) 一- > (h(k+1)X&+2)—(R—1)R(R+1)) 


1 
=- n(n+1)(n+2). 
例题 2. 1:2:3-+2:314+3:4:5+..+n(n+l1)n+2). 


w Tenan Dethe HA 


mty, Mati Xan+1 DA EPE 


_ n(n+ 1)(n+2)Xn+3) 
== i : 


M YlaC+1)(R+2) 


=+ (RCR 十 1)(R 二 2)(R 十 3) 一 (R 一 1)RCR 二 ID)CR 十 2)》 


= n(n+1)Xn+2)(n+3). 
注意 例题 1,2 的 另 解 方法 普遍 成 立 ， 其 公式 如 下 。 


【公式 ]3. 2 TIe+] 
Su DUL- Ile) 


1 二 一 外 


4:2 ÆR 


[#X]1. 8292. BIARRA ” 设 有 数列 4a,} .这 时 ， 对 于 一 切 正 
整数 mw， 以 A a 二 an+1 一 an 作为 通 项 所 构成 的 数列 {A as》， 则 做 原 数 列 
的 第 一 差分 数列 , 而 以 A an= A arri —Aa, 作为 道 项 所 构成 nN {A*a} 
叫做 原 数 列 的 第 二 差分 数列 ， 


的 (451) 
【公式 1]4. 设 (Aay 是 数列 {an} WERNA, (Ata 是 第 二 差分 
数列 . 这 时 有 


(1) Aas 一 ar+l 一 as，A an 一 an+2 一 20r+1 十 Gni ? 


(2) a,=a,+ (Aa,+Aa;+- +A an-1) =a +) JA a 
k=1 


A as 一 Aai 十 人 4A?ot. 


证 明 (1) 由 [定义 j1 可 证 . 
(2) a,=a+(a:—a,)+(a,—a,)+(a—a,)+-- +(a,—a,-1) 
二 Qi 十 A Ql 十 A G2 十 A as 十 … 十 A an-1 
Adas=Aal 十 (Aa: 一 Aai) 二 (Aas 一 Aaz) 十 … 十 (A as 一 an-1) 
=A ai 十 Aial: 十 A?a: 十 … 十 Asa,-1. 口 


4.5 通 项 是 n 的 整 式 的 数列 


【公式 】5， 对 于 数列 {a} , 当 as=n(k 是 自然 数 ) 时 ， 差 分 数列 的 通 项 是 
A an 一 (8 十 1 六 一 1 


= 之 cm 的 (R 一 1) 次 整 式 ， 


k=o 


证 明 -由 【定义 11 可 证 ， | O 
【定义 ]2 .高 阶 半分 数列 设 (Arla, 是 数列 {ar} 的 第 一 1 阶 差分 数 
列 。 这 时 ， 以 Atan 二 A*~!an+1 一 A*-!0。 作为 通 项 的 数列 《Atas} ,叫做 原 数 
列 的 第 阶 差 分 数列 。 第 三 阶 及 三 阶 以 上 的 差分 数列 叫做 高 阶 差 分 数列 。 
【定理 }2， 当 数列 (a, 的 通 项 os 是 n 的 次 整 式 时 ， 如 果 整 数 r 满 足 
hk? 之 9， 则 第 7 阶 差 分 数列 的 通 项 Aa, 是 的 (R 一 Y) 次 整 式 ， 

证 明 根据 [公式 ]5， 每 当 组 成 差分 数列 时 n 的 次 数 减 低 一 次 ,因而 第 7? 阶 
差分 数列 的 通 项 ， 比 原 数列 的 通 项 降低 7 次 ， 即 为 nn 的 (hk 一 7) 次 整 式 ， 
【定理 ]3。 当 数列 {a,》 的 第 7 阶 差 分 数列 是 常数 列 (by (b 是 与 无 关 的 
一 个 常数 ) 时 ，a; 是 nn 的 7 次 整 式 . 

EB 设 数列 (a,) KHET a 是 nn 的 x 阶 整 式 ， 则 根据 [定理 ]2， 第 + 阶 
差分 数列 的 通 项 是 nn 的 x 一 ? 阶 差 式 ， 由 于 常数 b 是 0 阶 整 式 ， 

故 xX 一 Y 一 0，.…。 x=7v. 而 
【 系 】 差分 数列 是 常数 列 {b》 时 ， 该 数列 是 等 差 数列 . 

证 明 根据 [定义 ]11， 这 个 数列 是 以 b 作 公差 的 等 差 数列 ， | = 
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4.4 分数 项 数列 


1 1 
例题 1.(1) Ži yq EY a mire wm. 


一 -一 一 - 


| 
(2) “sanu [TZ GFUGSY P 
G). gid F23) 


1 1 
+a  (n+1)(n+2)(n+3) j: 
- 1 1 1 ` 
ep. G Liari Dk- eT) 


m 1 = 1 1 I 1 À) 
(2) Lemara “2221 k(k+1)  (&+1)(R+2) J 
| 1/ 1 1 | 
-~ (n+1)(n+2) } 
O Pi R(RFIY EEEF) 


el 


1 
-3 之 Dhamne- s. E A 


1 L 
Ty(n+l1(n+2)  (n+1)(n+2)(n+3) 1 


-H DGT 
gl 1:2:3 (n+1)(n+2)(n+3) 


Š 4. 各 种 R FAIR 和 


Sa Sur. Z 
ER 2: vV k IET k+ -并 = (k+1)—k 
aD OT = k) 


tn 
w. ntl n+1 —1. 


-L 1 
例题 3. > G = CETTE 


k 
证 明 > 于 -È An. 


-ar-r taart 15 


4:5 Daxa 3833632351). 
N. Pler i=1 2+3 nx" 


w k=1 

1—(n+1)x!+nx"t1 
. I | | (1—x)’ ° 
其 中 设 xi. 
证 明 令 S=1 十 2x 十 3x 十 … 十 nx”-1， 则 | 
s xS= x--2x2+ j (n—I1)x""1l+nx<", 


ONTE. 


C 


-在 这 里 的 三 个 例题 的 解法 有 一 个 共同 i, W Re: 表示 成 


&- 1. 


bimber 人 


K=1 


Dor -or Om, 即 是 使 ok 二 一 b: ， 这 办 mt Fo 一 bK+1) 显 然 为 
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2 — —— — —— aa 


将 两 式 相 减 ， 由 于 es) Ww 
(1 一 x)S 王 1 十 X 十 X2 十 ,十 xn-L. 一 HLXa 
sdn a SG) Pin 


1— x 1— x £ 


_ l—G(n+1)x"+nx"*1 


à e. S= (1—x)? m 
W2. E {a,》 是 首 项 为 a,， 公 差 为 a 的 等 差 数 列 ， 则 当 x3e1 时 ， 
有 


| 1—x (1—x)* ° 

证 明 $ S=a tax tax? + ax", 

MU xS =ax+ax' +. +a- tax". 

将 两 式 相 减 ， 由 于 at 一 ai-1=d 《8 一 1,2…)， 

改 (1 一 x)S 王 ai 十 G(x 十 X2 十 十 XI 一 0aX” 
Alx") 

=a, +— 


1l—% 
由 于 xé=1, K 


x 1 —_ 0 —a. x" peU DA 
S =N G= ° 


n 
Qi—aaXx” ， dx(1—x"-`1) 
ax = 


— arx". 


4.6 二 重 数列 与 相似 形 

【定义 35。 二 重 数列 ”具有 两 个 下 标的 数列 叫做 二 重 数列 。 

【定义 13: .二 重 数列 的 另 一 定义 ” 设 N 为 自然 数 集合 ， 这 时 ， 以 直接 积 。 
NXN 作为 定义 域 ， 以 数 的 集合 作为 值 域 的 单 值 函数 列 ， 叫 做 二 重 数 列 ， 
或 形象 地 说 ， 在 坐标 纸 第 一 象限 的 格 点 (x、y 坐标 均 为 正 整 数 的 点 ) 上 定 
义 的 单 值 活 数 列 叫做 二 重 数列 ， 

例 1、 通 项 为 oo 一 一 的 数列 如 第 一 表 所 示 ，( 表 中 的 行 序号 为 m， 列 序 
号 为 n)， 
例 2， 通 项 为 om 一 一 (其 中 m.n 是 满足 1 <&<n<m 的 整数 ) 的 数列 ， 见 第 
二 表 ， | 


* 集合 4=={as }, B= (b } 的 直接 积 是 指 集合 {(ai ,bs la, EA bE B}, e 
fE AXB. 一 一 译注 


$ 4， 各 种 数列 的 利 (455) 


Z ... 区 ERa i ES — 2 — 

第 一 表 二 表 

L 2 4 1 

S V sb L x 1: 

1 2 3 4 了 2 

2。 9? 9” 9? . 3? 

lJ 2 3 4 1 2 3 

He ae 

i 2 3 4 1 2 3 4 

4?’ 4?’ 4?’ 4?’ , 4?’ 4?’ 4?’ 


W. an 为 第 三 表 中 位 于 第 mT. 25 n IBR ARSALAR. 
例 4，am 为 第 四 表 中 位 于 第 m 行 、 第 n 列 的 数 时 ,所 成 数列 见 第 四 表 . 


第 三 来 mm 
1,2,4,T,11,16 ,--. 1,2,5,10 ,17 
S50 .812,11 .23m 45 78.11; E. 

6,9,13,18,24,31 ,… 9,8,7,12,19,- ° 


10,14,19,25,92 ,40 °. 16,15,14,13,20 ,… 
15 ,20 ,26 ,33 ,41 ,50 ,…， 5,24. 23.22 21 sse 


例 是 1， 在 上 两 例 中 an 的 表示 法 ， 
在 例 3 中 ， a= m+n—2) m+n—1)+m, 


x ` 在 例 4 中 ， 当 m 之 nn 时， a,|,=m2— (n—1p) 
当 m<n 时 ， a,= (n—1)°+m. 
TW ”在 例 3 中 ， 第 三 表 的 数 对 应 于 下 列 形式 ; 


1 | 2 3 4 5 6 7 8 
|p _——— a ea 
G11 | G12 G21 a13 a22 Ga Gii G; ... 


当 把 它 按 上 表 那 祥 分 段 时 ,各 段 内 的 m +n REM an 依次 变 为 2,3 ,4,…， 


天 ams 位 于 第 m 十 n 一 1 段 的 第 mm 号 .由 于 从 最 初 到 第 m 十 n 一 2 BAIS 的 
个 数 是 


1+2+3 + +(m+n—2)= > (m+n—2)(m+n—1), 


i (456) 第 九 章 ”数列 和 级 数 


一 一 一 - -一 一 一 - 一 一 一 一 -一 -一 一 一 - 


故 、 a=; (m+n—*2)(m--n— 1 ) 十 更 ， 


在 例 4 中 ,第 n 列 的 数字 ,从 上 到 下 依次 是 (n 一 1)? 十 1,(n 一 1)? 十 2,…， 
第 行 的 数字 ， 从 左 到 右 依次 是 1 ，m? 一 1，m? 一 2,… ,因此 am 变 为 结 
论 所 示 的 式 子 ， O 
注意 ”由 于 第 一 象限 内 的 全 体格 点 的 集合 是 可 数 的 ， 因 此 适当 选择 项 的 顺 
序 ， 二 重 数列 可 视 为 单一 数列 .在 例题 1 中 证 明 例 3 时 使 用 的 自然 数 和 
Onn 的 对 应 表 就 是 一 例 . 

又 把 单一 数列 适当 爸 分 段 处 理 有 方便 之 处 (在 例 3 的 证 明 中 ， 分 E: 处 

理 的 结果 导致 自然 数列 )。 有 时 称 为 分 段 数列 ,在 分 段 数列 中 ， 如 果 把 段 的 
番号 取 为 第 一 足 标 ， 把 在 每 仆 内 的 各 项 的 落 号 取 为 第 二 足 标 ， RANA 
为 二 重 数列 . i ea 
例 5. (1)(2,3)(4,5,6)(7,8,9,10)(11 ,， 

试 与 第 三 表 比 较 . 

Wie. G1)(2,3,4)(5,6,7,8,9)G(10,... ,16) (ee. 
试 与 第 四 表 比 较 . 


r. Ge zos 3， 人 4 $) 
试 与 第 二 表 比 较 


O 下 面 举 出 二 重 数 列 求 和 向 题 的 消 个 典型 例子 ， 
例题 2， 第 五 表 中 nt 个 数 的 和 是 5， 


SIR 
I, Š$, S; ses, 3, 
a. ss , htl, 
3, 4, 5, =, n+2, 


n, nti, n+2, =, 2n=1. 
证 明 第 k 行 的 n 个 数 的 和 是 


ai nt D. 
因为 对 于 二 1，2，.…，n 的 一 切 行 ， ee 故 个 数 的 和 是 


>: nett) =n PED a m =p°, Ej 
gi 


S 4, 各 种 数列 的 和 457) 


例题 3， 把 (2n 二 1)? 个 数 排 成 (2n 十 1) 行 和 (2n 十 1) 列 的 正方 形 ， 第 一 行 构 
成 等 差 数列 ( 首 项 a， A d)， 各 列 都 是 公 比 为 + 的 等 比 数列 .这 (2n-r1)2 
个 数 的 和 sZ | 
— ¿2n+1 
24 rÆ Bj, S=(2n+1) (a+nd) r, 


当 r=] kt, S=(2n+1) (a+nd). 
证 明 $ kIDR GER ar, A% dr*-! 的 等 差 数 列 ， 改 其 和 为 


= nt D . {2art-}+2ndr*-!} 
= (2n AA 


由 于 上 式 对 于 ==1，2，*…，2n 十 1 的 一 切 都 成 立 ， 故 所 求 的 和 为 
s= Ds -nt -nd)r'-! 
sentaa re 


2n+1 


Km, 4 raz1 HF, S=(2n+1)(a- biii — 5 


当 r=, S=(2n+1)'(a+nd), E 
$5 数学 归纳 法 
5.1 归纳 公理 


定义 自然 数 的 下 列 公理 体系 ， 是 有 名 的 皮 亚 诺 (1858 一 1932) 公 理 . 
【定义 11。 自然 数 ” 当 集合 N 满足 下 列 五 个 公理 时 ， 这 个 集合 的 元 素 叫 做 
自然 数 ， 

【公理 j1. 在 N 中 含有 称 为 1 的 元 未 . 

【公理 】2， 对 N 的 各 个 元 未 x， 其 后 继 元 素 ( 记 为 x2) 只 有 一 个 。 

[2:38]. Æ xEN, Mx %1. 

【公理 ]4. 若 x ==y*， 则 x=y. 

【公理 15， 设 M 是 NX 的 子 集合 BG MD: (2) 如 果 MS3 x 就 有 
M2Əx*, 那么 NCM(..M=N)， 

注意 【公理 15 是 数学 归纳 法 的 理 这 浊 据 ,因而 叫做 归纳 公理 ， 从 【定义 肝 
的 公理 体系 可 导出 自然 数 的 一 切 性 研 ， 
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5:2 数学 归纳 法 
【定义 ]2。 数学 归纳 法 REFTER n 的 某 命 题 P(n) 已 证 明 下 列 两 条 成 
立 ， 

(1) P(1)f; 


(2) #P(n)#, MPIRA. 这 时 ， 令 M 代表 使 P(n) 为 真 的 
一 切 % 的 集合 。 根 据 [ 公 理 15，M 包含 一 切 自然 数 ， 故 可 推断 P(n) 对 于 一 
MAAR n 都 是 真 的 .这 个 推断 叫做 数学 归纳 法 或 完全 归纳 法 。 
例题 1. 运用 数学 归纳 法 证 明 ， 


De- Gn+1)(2n+1). © 


证 明 (F) 令 n=1, 则 @ 式 的 左 端 是 1 一 1 , 右 端 是 二 X1X2X3 一 1， 故 


等 式 @ 在 w=1 时 成 立 。 
(Z) 假设 n 等 于 基 个 正 整 数 > 了 村 等 式 四 成 立 ， 则 


Je k= r(r+1)(2r+1). © 
在 上 式 两 端 再 加 上 (r 十 1)2， 得 
| Desert) (r+) 


= (r+1) {r(2r+1)+6(r+1))} 


= (r+1)(r+2) (2(r--1)+ 1) 。 


因而 ， 等 式 @ 在 n=r 十 ! 时 也 成 立 ， 

(E) 设 命题 P(n) 表 示 等 式 @ 成 立 ， 虽 根据 ( 甲 )、( 乙 ) 款 ， 可 证 明 
P(n) 满 足 [ 定 义 】2 ER (2)， 因 此 根据 归纳 公理 ， 等 式 @ 对 于 
一 切 自然 数 成 立 。 a. 
注意 ”在 数学 归纳 法 中 ， 也 可 以 用 下 列 的 [ 甲 ]、[ 乙 ]、[ 丙 ] 三 种 等 价 形 
式 之 一 代替 【定义 12 的 方式 ， 

[H] 设 对 于 自然 数 n 的 某 命 题 P(n)， 已 证 明 下 列 两 条 成 立 ， 

(1) P(1I) XX. 

(2) 车 P(1)，P(2)，…，P(n) 丰 ， 则 Pn 十 1) 也 真 ， 
这 时 ， 对 于 一 切 的 自然 数 n，P(n) 真 . 


_ | Š 5. 数学 归纳 法 (459) 
[Z] 设 对 于 自然 数 的 某 命题 P(n), 已 证 明 下 列 两 条 成 立 ， 
(1) POAC 是 自然 数 ). 
(2) ”车 取 任 意 自然 数 ， 使 kZr 时 P(k) 真 ， 则 P(k 十 1) 也 真 。 
这 时 ， 对 于 Zr 的 一 切 自然 数 n，P(n) 真 ， 
LA] 设 对 于 自然 数 n 的 某 命题 P(n)， 可 证 明 下 列 两 条 成 立 ， 
(1) P(r) 真 (+ 是 目 然 数 ) . x 
(2) 若 取 满足 kær 的 任意 自然 数 六 时 ， P(r), P(r+1), °°, P (k) 
K, BP(h+1)1b E. | 
这 时 ， 对 于 nr 的 一 切 自 然 数 n，P(n) 真 . 
例题 2。 设 1(0)=1， 且 对 于 一 切 自 然 数 n， 下 式 成 立 。 
In) =f) +I) +I) + tilni). 
这 时 ， 试 用 数学 归纳 法 [ 甲 ] 证 明 
1(n)=2"!, @ 
证 明 (i) HOR SU) =/(0)=1=2, | 
因而 等 式 @ 在 n=1 时 成 立 。 
(2) 假定 对 于 n= 二 1，2，…，&k 一 1， 等 式 @ 昼 成 立 ， 则 
1(k) =1(0) Tf1(1) + +j(k—1) 
一 1 十 20 十 2 十 ,十 25-? 


© 


peg 
a 


\ i i 

也 就 是 说 ， 在 n= 二 k 时 等 式 @ 也 成 立 ， 由 于 (1)、(2) 两 个 条 件 都 被 满足 ， 
故 对 于 一 切 正 整 数 等 式 @ 成 立 ， 口 
例题 3， 设 ” 是 大 于 或 等 于 3 的 自然 数 ， 这 时 ， 试 根据 数学 归纳 法 [ 乙 ] 证 
明 下 列 不 等 式 成 并 . 

2">2nt+1(n 之 3). @ 
注意 ïn=2H, SSO AKA. 
证 明 (1) 22=8>2.3 十 1， 因而 不 等 式 @ 在 n=3 时 成 立 。 

(2) 设 k 是 大 于 3 的 任意 自然 数 ， 这 时 假定 不 等 式 @ 对 于 n= 成 

x, B 

2 >2k+1, © 
但 是 2:>2, @ 
因此 将 @@， 人 @ 式 两 端 分 别 相 加 ， 得 

2 十 2:>2k 十 3， 
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2k*12>2(hR+1)+1, 
亦 即 不 等 式 @O 在 n=k -+1 KHER 
由 于 满足 (1) 和 (2) 两 个 条 件 ， 所 以 对 大 于 2 的 一 切 整数 n, 不 等 w RO 
成 立 。 O 


$6. 数列 的 收敛 . Ri 


6.1 数列 收敛 、 发 散 的 定义 | | 
【定义 ]1， SARER. KA RARI (a) 和 一 常数 4， 当 任 给 正 数 
e 时 ， 若 与 此 对 应 地 可 以 选择 "适当 的 自然 数 N， 使 得 对 于 满足 n>N 的 一 
切 整 数 n，|a, 一 4|<e 成 立 ， 则 A 着 做 {an》 的 极限 ( 值 )， 采用 记号 


lim a= A 


或 简单 地 写成 n= 时 ，an 一 A. 

当 数 列 具 有 极限 值 时 ， 就 说 这 个 数 蜀 收敛 ， 

【定义 ]2. 正 无 穷 大 ， 负 无 穷 大 ”假设 对 于 任意 给 定 的 正 ( 负 ) 数 G， 与 此 
对 应 地 存在 适当 的 自然 数 N， 使 号 对 于 满足 n>N 的 一 切 整 数 ,as>G 
(as<G) 成 立 ， 这 时 就 说 数列 (ay 总 十 正 ( 负 ) 尤 闪 大 ， 采 用 记号 


lim av 一 co (lim an 一 一 co )， 


n > 


或 简单 地 写成 ，n 一 co 时 ， Ga 一 co (Ga 一 一 co ) ， 

【定义 15. 数列 的 发 散 . 振动 ” 当 数 济 扑 于 正 或 负 的 无 穷 大 时 ， 就 说 这 个 
数列 是 (狭义 ) 发 散 的 ， 既 不 收敛 也 下 狭义 发 散 的 数列 叫做 振动 的 .不 收敛 
BRAU ORN. ARGAE RAE, 则 认为 发 散 是 广义 发 
散 ， | E 


W 《1) 数列 [二 | 收敛 于 %. 


. .因为 可 以 取 | 二 | + 1 作为 [定义 ]1 中 的 N。 其 中 C、) 是 高 斯 记号 ， 


G) (n) 趋 于 正 无 穷 大 ， 因 为 可 以 取 [G]+1 作为 [定义 ]2 中 的 N. 
(3)  《( 一 1 振动 .因为 随 着 # 是 偶数 或 奇数 ， 对 应 项 取 为 十 1 或 


# “可 以 选择 "的 说法 ， 改 用 “存在 “的 说法 为 宜 ， 因 为 即使 入 存 在 ， 有 时 却 无 
法 选择 出 入 来 .一 一 译注 


$e. 数列 的 站 误 、 发散 (461) 
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=], 


6'2 关于 收敛 数列 的 定理 


[EX]. FAI ”从 某 数 列 中 去 掉 若 二 (有 限 的 或 无 限 多 的 ) 项 后 得 到 的 
一 个 新 数列 。 当 其 各 项 的 顺序 保持 不 变 时 ， 新 数列 叫做 原 数列 的 子 数列 . 
【定理 }】1 ,收敛 数列 的 子 数 列 也 收敛 于 原来 冯 极 限 值 . 
证 明 根据 [定义 11 可 证 . 口 
【定理 ]2. 设 4 是 收敛 数列 {ar》 的 级 女人 和 值 ， 则 存在 满足 1a,1<M(n=1， 
2, 3, …) 的 常数 M, 使 
| 4A1<M. 
WA 当 给 定 任意 正 数 e 时 ,可 以 选择 自然 数 NN ,使 对 于 满足 n>N 的 一 切 
n, laa AKE, B AEL LAHE 成立, 假如 选取 一 个 比 下 列 N+2 个 
数 都 大 的 数 M; 
lail, lazl, lasl, ° fax', ;A4~e', Ate), 
MZ, Dit n=scN R nN GE i a, <M RAM. 
现 暂且 设 141>M， 则 可 选 到 M H 4 >M >M( 实 数 的 稠密 FE), 
因此 有 | 
JA- 121 A-a >M 一 M>0， 
这 和 aA FH, A ASM. g 
LEMI. 当 两 数列 (a, , dba) 分 别 收 敛 于 A,B, 8 
(1) lim ha,=R Ah 是 常数 ); 


(2) lim(a,+bo)= 4 土 B( 同 取 正 号 或 同 取 负 号 )， 
nP” > 
(3) lim anba = AB; 


n” 5 


(4) limt, HIP b, %1. B¥0; 


(5) HEH as<<b， 则 A<R; 
(6) RABIN (ca) , HRIH be Lcr La, B. A= B, w) 
lim cr=A*. 
证 明 (1). "q k=0 BF, a,=0, 4 二 0， 因 此 显然 成 立 ， 
W kko kt, HFRS e, AWEN e 和 售 0<ilhkle’<e， 


% WRU), (5), (6) 中 的 条 件 bs <o, a, <b, 及 br Len <. DIINA 
确定 的 项 起 成 立 ， 则 相应 的 结论 也 是 对 的 ,一 一 译注 
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根据 【定义 11， 对 二 es 可 选择 适当 的 自然 数 N， 使 对 于 满足 n> Nfc Y 

一 切 整数 n， 有 
la,— Aes, 

` [kas —kA ikje <e RM. 
从 而 ， 根 据 【 定 义 】1 知 结论 (1) 成 立 . 

(2) 对 于 任意 给 定 的 正 数 c, WER dë 0<2e < e, 根据 【定义 ]1 
对 于 et， 存在 自然 数 N;,，N;, 使 

对 于 满足 m>Ni 的 一 切 整数 nn 有 ja, 一 A |<". 

对 于 满足 n>N; 的 一 切 整 数 n 有 |jb, 一 Bes:. W ik maxlN,, Ni) 
二 N， 则 对 于 满足 n>N 的 一 切 整 数 pp 有 

la— Al<e’, [b,—B <e’, 
[a,+b,—(A+B) < a,— Al+|b,—B <2e2 <e. 
( 同 取 正 号 或 同 取 负 号 ). 

从 而 ,根据 【定义 1 知 结论 (2) 成 立 . 

(3) ”根据 【定理 ]2， 存 在 正常 2 MI, M;yfË |a, '<Mi, [ba <M. 假 
设 max(Mi, Ma)=M, 则 jas <M, |b, <M. 1A4| 志 M, [B] <M (根据 
【定理 ]2). 

今 对 于 任意 给 定 的 正 数 es， 取 正 数 es 使 0<2Me: <e. S+ e, 存在 
自然 数 N， 使 对 于 满足 n>N ñJ— UJ 8 3k n A 

Jas— Aet, |b,—BlI<e’, 
lanbs— AB!='(A—a)B+a,(B—b,)| 
<M( A—a, + B—b, l) 
<2c“M<e， 
从 而 ， 根 据 【定义 】!+ 便 得 结论 (3) . 

(4) 由 假定 B 太 0 知 ]B1>0. 现 对 于 任意 正 数 e, 取 正 数 :使 
0<2e’<|BJj”*e。 由 于 bn 一 B, 故 对 于 e: 存 在 自然 数 Ni, 使 对 于 满足 n>N， 
的 一 切 整数 nx， 有 /|b 一 Bj<es。 另 外 ,由 于 b 一 B, 故 存 在 某 一 自然 数 N, ` 
使 对 于 满足 >N; 的 一 切 整 数 n 有 2ib,|>B， 从 而 , Æ max(N;, Na) 
szN， 则 对 i n>N a 


b, | 


ir Doa 


2e? 
< | p <°, 


S 6, 数列 的 收敛 . Z HX (463) 


jin 
根据 (3)， 便 得 
lim -f lim alim =- 


(5) 用 反 证 法 ， 假 设 4>B。 对 于 任意 给 定 的 正 数 e 可 选择 自然数 
N， 使 对 于 满足 nm>N 的 一 切 整数 n， 有 
[as—Al<e, |bs—Bj<e, 
“. |b,—as—(B— A)/<2e(n>N). 
但 是 ， 根 据 假定 bs 守 a1:， 内 此 bs 一 a 一 (8 一 A) 宇 4 一 B>0( 对 于 一 切 1)， 
这 与 6b 一 as 一 (8B 一 4A)<2e FH. AN, ASB. 
(6) 据 据 假定 ， 对 于 任意 给 定 的 正 数 se， 存 在 自然 数 N， 使 对 于 满 
足 n>N 的 一 切 整 数 n， 有 
—ée<as— A<e, —e<b,— ALE. 
但 是 — b.<c,=<a,, 


因此 — Ee Lbr— Ac:— A=<a,— AKE, 
从 而 根据 [定义 ]1，lim cs 二 4 口 


注意 【定理 ]3 《5) 结 论 中 等 号 成 立 的 例 ; 
ia, = b=, a, <b,, 但 A=B=0. 


关于 实数 连续 性 的 康 托 公理 是 不 加 证 明 而 承认 的 。 
[2:38] 康 托 公理 设 闭 区 间 1,= [an bJ 1, I,1;3,… 满 足 1， 
Ə—ƏL 汪汪 …, 且 当 h 增 大 时 ，bs 一 a 无限 趋 于 0， 则 只 有 一 个 实数 属于 
一 切 的 1, rh, 
【定义 15. ER. FA ” 当 实 效 集 M 的 任意 数 都 不 大 于 (小 于 ) 某 数 y 时 ， 
r 叫做 M 的 上 界 ( 下 界 )， 具 有 上 界 ( 下 界 ) 的 集合 叫做 是 有 上 界 ( 下 界 ) 的 ， 
既 有 上 界 又 有 下 界 的 集合 ， 简 单 地 叫做 有 界 集 合 . 
[EX]. EAR. 下 确 界 ”所 谓 实数 焦 M 的 上 确 界 a， 是 满足 下 列 两 个 
条 件 1"，2" 的 数 . 采用 记号 Sup M 表示 ， 

1"。 对 属于 M 的 一 切 数 x， 有 xsS0. 

2°. Eat <a， 则 在 M 中 存在 数 x， 使 满足 a’ 之 x， 

对 于 下 确 界 ， 可 令 1*，2s。 的 不 等 号 反 向 .用 记号 inf M 表示 下 确 界 。 
【定理 }4。 若 实数 集 M AECHE, N M 的 上 确 界 (下 确 界 ) 存 在 ， 
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— — — — M -一 -一 -一 一- 


证 明 设 M 有 界 . 对 于 M 的 -- 个 元 素 m (不 是 -M 的 上 界 ) 和 M 的 一 个 上 
F bi, $= (arb), 当 cl 是 M 的 上 界 时 ， 令 qs=al, b=cu žo 
不 是 M 的 上 界 时 ， 令 as 一 ci，bz 一 bi， 

作 c= “(arb X c. 是 M 的 上 界 有 时 ， 令 as 二 as， b,=c;, 34 e, 不 


E M 的 上 界 时 , 令 a3= 二 cs:，b; 二 bs. 以 下 同样 , 当 依 次 决定 aq,，bs, as,. bse 
ov， 5 时 ， 由 于 区 人 则 1=[a, ，b] 满 足 碌 托 公 理 的 假定 ,， 故 可 决定 包 
含 在 一 切 1, 中 的 一 个 实效 &. 

这 个 就 是 M 的 上 确 界 ， 原 因 是 | 

(1) 假定 在 M PHEL k kimy. S TEN n EK, I, 的 长 FEE 
变 得 任意 小 ， 所 以 存在 番号 站 使 b,— a <y— k. <i k—a,<y—b,, BÆ 
由 于 0 委 R 一 as， 故 bs<y. X5 b 7I MLSE, AMAF M 的 一 切 
# x, xak k. 【定义 16 BJ 1° 成 立 . 

(2) 取 任 意 小 的 正 数 e。 可 取 充分 大 ， 使 区 间 I, 的 长 度 比 e 小， 
这 时 ，In 则 (h 一 e,k) 记 8 但是，Is 得 包含 M 中 的 数 ， 根 据 (1),， 在 M 中 
负 有 比 上 大 的 数 ， 因 此 区 间 (k 一 e，k) 和 1 的 公共 部 分 含有 M 中 的 数 , 也 
就 是 说 ， 区 间 (kh 一 e，h) 含 有 M 的 数 , 【定义 16 的 2' AR. 

同样 可 以 证 明 M 有 下 界 时 ， 下 确 界 存在 ， m 
[E38]5. ELEKT XS 185127) Ska. A FEO X S 18002 3 
列 也 是 收敛 的 .因而 有 界 的 广义 单调 数列 收敛 ， 

证 明 根据 [定理 14， 有 上 界 的 广义 单调 增加 数列 {a,} ALAF R. 根据 
【定义 j6，2"， 对 于 任意 的 正 数 e， 存 在 项 an 使 上 一 e<aw、 由 于 是 单调 增 
加 的 ， 故 对 于 满足 n>N 的 n, 恒 有 kh 一 e<ar.。 e la 一 kil<e, 

也 就 是 说 ， (an) KAF R. 

对 于 有 下 界 的 (广义 ) 单 调 数列 也 可 同样 证 明 . DJ 

【定理 1}6.( 柯 西 收敛 判别 条 件 ) ”数列 (a, 收敛 的 充分 必要 条 件 E, 对 
任意 给 定 的 正 数 e， 存 在 适当 的 自然 数 N， 使 对 于 满足 p>N, gq>N 的 | 一 

WRR p, q, |ay—aqa|<e 成 立 . 

证 明 (必要 性 ) 假设 数列 (aa KAT 4, 则 由 【定义 3 知 ， 对 任意 给 定 

的 正 数 e, 可 选择 适当 的 自然 数 N， 使 对 于 满足 n>N 的 一 切 n,las 一 Al<e 

Am, 若 p>N, >N, 则 |ap 一 aol 寺 a,— Altlar A .<2e. š; 

(充分 性 ) 当 上 列 条 件 成 立时 ， 对 于 任意 给 定 的 正 数 e。， 可 选择 适 当 
的 和 月 然 数 NN， 使 对 于 满足 hn>N 的 一 切 n， iQN+1— in < eX Z. A 此 ， 


$6. BRAA, Zi t465) 


一 一 一 一 一 一 一 一 一 - 


aN+1, GNt2, GN+3,°° ,从 而 数列 la} 有 界 . Kail aq i Wa 

也 有 界 . WH UEER]4, 32] LHT L, FHA m, mA 
mm 人 me Kn <ç: S<, <ç... Sl, <! <l. 

从 而 , 两 个 数列 (m,y ，{11》 同 对 是 广义 单调 有 界 歼 列 ， au i E E], 

6), 


= 一 一 一 


但 是 1 一 m= 二 Sup { ap 一 qq ip g2 ,根据 假定 只 要 增 大 tt， 就 可 
使 os 一 aej 从 而 使 4 一 m 任意 减 小 .因此 (mo , {o 具有 同一 极限 
值 4. 

办 而 ， 对 任意 给 定 的 正 数 e， 存 在 适当 的 自然 数 N 使 

A~e<mnIy<A+e. 
从 而 ， 对 于 满足 n>N 的 一 切 n， 有 

A~e KM KM, Kan Shr Si < A+e. 
EREN, A— elan KAte 成立， 数列 《any KAF A. 口 
【定理 】7 .以 数列 (a, 的 奇数 项 构成 子 数 列 {azn-1} ,偶数 项 构成 子 数列 
tazn} ， 如 果 这 两 个 子 数列 都 收敛 于 相同 的 极限 值 4， 则 原 数 Fij t Be g 
TA; ; 
证 明 由 于 数列 《ac:-:》 KAF 4， 改 对 于 任意 的 正 数 es， 存在 适当 的 自 
然 数 Ni!， 使 对 于 满足 n>Ni 的 一 切 奇 数 m=2n 一 l,lan 一 A|=|azn-1 一 A | 
Le RMA. 

同样 地 ， 对 于 相同 的 es， 存在 适当 的 自然 数 Nz, RFE RSN, 的 
—VWJ8 3 R=2n, |a,— A|=la,— A <= RI. Wi max(Ni,N.) =N, Hi 
对 于 满足 !>N 的 任意 整数 !( 无 论 是 奇数 还 是 偶数 )，|a: 一 4j<e ERL. 

从 而 ， 数 列 (a, 收敛 于 A. | i [1 


63 ”关于 发 散 数列 的 定理 
[ÆA]. G) 若 lim a= tor lima =o, 则 lim -一 一 0 
(2) F a<, Blim ai= 十 co， 则 lim b= 十 cc 
若 o<w 且 limb= 一 om， 则 lim a= —o; 
《3) 着 lim or 一 = AG FRL), lim b= +, 则 1imkas 十 bo) 一 十 co， 
若 1im 一 A( 常 数 ),lim bas: N lim(a +b) = oe 
u) e inaa sü +o tf, 
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着 lim b= +e, 则 1im anb. = 土 oo( 同 取 正 号 或 同 取 负 号 )， 
当 1im a 一 4( 负 常数 ) 或 lim a= ook}, 
# lim b= 士 吕 ， 则 anb 二 于 oo,( 同 取 上 面 符 号 或 同 取 下 面 符号 )， 
(5) 当 lim a,= A( 正 常数 )， aeo(n=1,2,-.), 
lim b= Ło}, lin" = +e, 


34 lim ar 二 A( 负 常数 )， anI(n=1 ,2.*°) I lim br = toft, 


im -2 -一 于 co ,( 同 取 上 而 符号 或 同 取 下 面 符号 ) 
=m D tima, FPR, SISI S W 
.自然 数 N， 使 对 于 满足 n>N 的 一 切 整数 hp 有 0<G<a，、 


1 
an 


根据 [定义 j1 便 得 结论 ， 


za laaman, Bonsnsmwaw Hh 于 是 可 
得 结论 . 
(2) 出 【定义 】2， 显然 可 得 结 结论 ， 
(3) ”前 半 部 分 ， 对 于 任意 给 定 的 两 个 正 数 e 和 G， 存 在 适当 的 自然 
数 N， 使 对 于 满足 n>N i n 有 
A—e<a< A+e, GLb. 
A, A+G—z<a,+b, 成立 ， 因 此， 根据 [定义 12， 
| lim(a, +b.) = +00, 
后 半 部 分 也 同样 证 明 . 
(4) (F) 23 lima,= 422, lim bn 一 十 cc 时 ， lim ob 一 十 ee 的 证 
明 如 下 ， 
对 于 任意 给 定 的 两 个 正 数 e( A>a) 和 G， 可 选择 自然 数 N， 使 对 于 浇 
J n>N 的 整数 nn 有 
0< A—e<a, 0<G<b,, 
.. (A—e)G<arb,. 
因为 4 一 为 正 ，G 可 到 为 任意 大 ， 故 由 【定义 }2 便 得 结论 . 


1 
<-G ° 


$6. 数列 的 收敛 发 散 (4625 


(Z) lima, To; limb,= 一 oo 时， limant ,二 一 co 的 证 明 如 下 ， 


对 于 任意 的 正 数 G1 和 负数 G;, 可 选择 适当 的 自 然 数 N， 使 对 于 满足 
n>N 的 一 切 整 数 有 nn 有 0<G,<a,, b,<G,<0. 因而 abs<GiG2<0 成 立 ， 
故 由 【定义 ]2 便 得 结论 ， 

| 


(5) a=b a Oe L] 


6.4 无 穷 数列 的 例题 

【定理 19 ， 数 列 47") 
在 jrj<l 时 收敛 于 极限 值 0; 
在 |r|>1 时 趋 于 正 无 穷 大 ，; 
在 r=1 时 收敛 于 极限 值 ， 
在 ”一 一 1 时 振动 ， 


证 明 (1) `ú 1>r>0 84, F 信 r= , h>0， 从 而 


a BE 
Vor CETS ITnh Cnh ° 


因为 im 一 0， 故 由 [定理 ]3,(6) ,Lin r" =0. 

(2) %40>r>—1h}, 0<!r)<1, Am, HOH 

lim ijr| 一 0， d lim |r" /=0, Ba lim r"=0 
(3) 当 r=0 了 时， 对 于 一 切 的 nn 值 ，r" 二 0， 从 而 {r"》 收 敛 且 极限 值 
也 为 0. 

(4) 当 r>1 时 ， #Sr=1 +h, h>0, W)|r'=(1+h)X>1+nhk, W 
是 lim(1i 十 nj) 一 十 co ， a lim r” 一 十 co 。 

(5) 当 r 忆 一 1 时 ，|jr|>1. 从 而 由 (4) 得 1im jrj =e, r" 的 符号 随 
$C 是 偶数 或 奇数 而 灾 为 正 或 负 ， 因 而 数列 {r"》 振动 . 


(6) 当 r 二 一 1 时 ， 随 着 n 是 偶数 或 奇数 , 得 r"=1 或 一 1, 因而 
4r"》 振动 . 


(7) 当 r=1 时 ,对 一 切 的 n 值 r"==1, 从 而 4r"} 的 极限 值 也 是 1 
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例题 1. 数列 (ny 当 k>0 时 趋 于 正 无 穷 大 ， 当 R<0 时 收敛 于 0， 
证 明 n=", 


(1) 当 k>0 时 ，(n 十 1)t 一 nt=etln'ntl kin a = 
di Ca 一 1 ) ， 而 且 因为 I Ti >0,k>0, 所 以 ee 全 >1. 
(n+1)'2nk, PH (nt ERYAMAN. 因而 ， 对 于 任意 给 定 的 
正 数 G， 若 令 N=| 。“ "9 HC ) 是 高 疡 记号 ) ， 则 对 于 满足 a>N 的 


k 


一 切 整数 4 有 m>N!>( e “”) =G, ATIRE EXI, (my à F 
正 无 穷 大 ， 

(2) "<o nh, $ k=-1(>0), Mjnt=—r-. 而 且 由 于 Jim mi 一 
十 cc， 所 以 lim nk=0. | 
W2. RAPINA (a) , (h) IFW n, [asal = kalal RE, 
#limk=k, 0<k<:1, 由 


lima,=0. 


ER KARAL WEWE RSKI. 次 取 自 然 数 N 充分 大 ,， 则 对 于 满足 
n>N WERA n, kt ai. ADIF EREA m 有 
| aN+1+m |<1" | aN+1 Ë 


由 于 0<1<1, #k`4 moki, ansin 0, AT, 34 n—əəRBF, a,—0, P] 


例题 53、 对 于 任意 的 实数 Boe mke o. 


We | 
EA 由 于 02TTT 一 和 让 令 Kn 和 时， lim n=0。 从 
而 ， 此 数列 满足 例题 2 的 假定 ， 故 收敛 于 0. EER: E 
WE. 当 o>0 时 ， 数 列 Va KAF 1. 


证 明 (1) 当 a>1l 时 , G/T =1+A (>00), N 
nin- 1) 


a 二 (1 十 41)" =1 +n Aat t HA DN A, 


s 0<1.<—, iklim js=0， 


8$ 6. 数列 的 收敛 ,发散 (469) 
limy a =lim(1+4)=1. 


(2) 当 a=1 时， 由 于 WY a =1， 故 数列 收敛 于 1. 


(3) 当 5<a<1 时 ， $b=— ， 则 根据 (D Lp =i, 
lim Za =lim nT =l. f g 


例题 5， 数 列 yn) KAF 1. 

证 明 4 n>: hj, HFI n >11, WESI n =1-rA (A.20), WE 
n= (1 tå)" =1 +n Ata nnz D gpn “十 has 

siqt D az, 


0<4i<Ż, E4 nott, S0, nano yn D 
NM. sup, p 是 任意 实数 时 ， 数 列 《nta"》 Lo 

证 明 当 a=0 时 显然 成 立 。 当 asF0 时 ， 由 于 ?= 
HADO). 设 是 满足 kh<n RA, W 


b'=(1--4)"=1+n 4 十 … 十 s S n 


= i H Z p= 


~ (k+1): — A +.. .+ 2" 
| n(n— 1) (n—k) p 
>D IO 
; k u u 58 EN, $. s L A 
.. n: /al = p" < n(n—1)::: (n — R) ° k+ Aktl 
(HEFE n 的 (CR 十 1) 次 式 )。 
但 是 ， lim 2 - 


N° 


no nn—1) Ey alim A 


0 


, Hi R< p<SQh-+1, 


, 
° 


4 p REXY, pea k29 
i ‘nt <<! Qni’, 
re njar <m iai Sna, 


. Á 
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B n—ocoB, FH Tnk|af—0, nt*llan—0, PED n? lalo. J.ntat—o0, 
当 p 是 负 实 数 时 , $ p= —q(q2>0), W|) 3 n—coBbf, nt—oo, a"—0 
KR 


I 
se T D 


nî 
例 是 7、 数列 (1 + 一) jea 
证 明 jahaan 


1 


1 一 一 r 


=l+i Sm 
t+1+ 


Do 


ni 


用 n+1 代 共 时 ，@ 式 右 端的 各 项 增 大 ， 而 且 增 加 一 个 正 的 项， 
PR 但 是 ， 从 @ 式 推 知 


aiti Tr tar t 


<ii + 23 Es 


G) 


一 1 十 一 


<3, 

上 一 ` 
也 就 是 说 ， (a) 是 单调 增加 数列 且 有 上 界 ， 故 由 [定理 ]5 知 {0} 收敛 . 
LJ 
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$7. 用 递 推 公式 表示 的 数列 


7 .1 二 项 递 推 公式 (一 次 式 ) 
[DEX] 递 推 公式 ”在 数列 的 相 邻 项 之 闻 的 关系 式 中 ， 可 用 来 依次 决定 各 
项 的 关系 式 ， 岂 做 数列 的 递 推 公式 . 

除非 特别 事先 说 明 ， 在 本 节 中 都 用 {as》 表示 数列 ， 
[EWR]. HARARE adman fin) 是 自然 数 n 的 函数 ， 
n=1 ,2,…) 时 ， 有 


as 一 01 十 5 Í Ck). 


证 明 在 递 推 公式 aksı — a= f(k) P, 用 1 2 | FFEt h, 后 将 所 得 
的 各 等 式 两 端 分 别 相 加 ， 得 | 
| Ge—ai=f(1) +1(2)+*…+i(n—1), 


e. O=0i + >. 1(k). x 口 


【 定 十 2， 当 递 推 公式 是 0.,==a,j(n) (f(n) 是 自然 数 m 的 函数 ，n 一 1， 
>,…) 时 ， 有 s: 


Oa =G] TI 1(k) . 


证 明 在 递 推 公式 a,,y=ak,:1(R)rn, 用 I , 2, °... ,加 一 1 代 营 h, 再 将 所 得 的 
各 等 式 两 端 分 别 相 乘 ， 便 得 x 
: r~i 


oe=01°1(1) "fC2) Ja —1) =a i). | D 


[E8]. 当 递 推 公式 是 a. i=pa,+q(n=1,2,) (p,q 是 党 数 ) 时 ,。 若 
p 一 1， 则 此 数列 通 项 为 一 ai 十 (一 1)4 的 等 差 数 列 . 3 a=0, WJ H # 
列 是 通 项 为 ama pt ERA. 若 p 守 1， 则 此 数列 的 通 项 是 


q Rs s-1 
= ip +( a: i—p )e i 


证 明 当 p 二 1 时 ， 递 推 公式 是 Qu+i™— Os=4, 这 表明 {as} N 为 gq 的 
SZAN., ANA 


(472) 第 九 章 ”数列 和 级 数 


CCC 


'a,=a,+ (n—1)q. a 
4 q=0Bf, BARE Gripa, ARA lad 是 公 比 为 了 的 等 比 
数列 ， 从 而 | 
an 一 GD" 
当 p2se1 时 ， 由 递 推 公式 Ga+ = pa, +q,a,=pa,-i+q 的 前 一 式 减 去 后 
一 式 ， 得 
Ce+1 一 0n 一 Dp(a 一 ar-1) 。 


W BH, 在 (a, 的 差分 数列 (Aa, 中 ， 


A an 一 DA an-1， 
{A asy 是 公 比 为 p 的 等 比 数列 ， 
从 而 . 

A a= p"- tA di; 


Anti Aa =p l(a,—a,). 


ERE ta.) 的 递 推 公式 ， 即 [定理 j1 的 情形 .从 而 
a =+ > p*- (a; —a) 


2 Ba 
mAT (a2—a:) +- Sed 


一 了 
W ampak 代入 下 双生 
— p"! 


an=a + {(p—1)ai+q} : ee i 


pm E. e 
pn = +( I—p P + Ü 
[EW]. Haa, a,=pa,- ihai {aa} 
CI G) Hlp hk @ 3-2 
W X pi, H patq= w. kas: a. 


ha,p,q 是 常数 . 
(1) 因为 这 是 【定理 13 中 p 三 1 的 情形 . 故 a， 


sau ee pr .但 是 1pj<1， 因 此 4n>cott, p10, 


q_ 


° E... 
+. Un™—* 


1—p 


8 ?用 递 推 公式 表示 的 数列 — (473) 


(2) IHp*%1,pa+ q=a fa- 3 =0. Af, H [E 88]3 中 ple 
的 情形 得 
q 


a,=— =a, 


1—p 


.lim a,=a, = 
ae . 


7.2 三 项 递 推 公式 (一 次 式 ) 
【定理 1}5. 当 递 推 公式 是 Ga. — 20n tan =f nlln E B> sx n 的 函 数 ) 


` 
, 


n=] 0 r=] 
Aa =a,+ Plait p? TO 
证 明 i (Aa, 为 数列 {an BJ222y321, 根据 §4. ARA, X26538 
公式 是 
Ô ai+1 一 人 an 一 (4) 


从 而 根据 [定理 ]1，A ou=Aaw+ 有 1， 


亦 即 ar, i—a,=a;—a+ 22 JR) ， 
这 又 是 【定理 jl 的 情形 ， 因 此 


on 一 01 十 >! 0 一 oj 十 入， TOJ ü 
【定理 ]6， 数 列 da) 的 递 推 公式 是 
Ga+2 十 Dan 1 +qaa=0(p,q 是 常数 ). 
另外 ， 设 二 次 方程 式 x? 十 px 十 q=0 的 两 个 根 为 gc, 有 N 
(1) 当 a 寺 8(p’ 一 4g 夺 9) 时 ， 
jar ee aap pd 
(2) a=pB(p’~—4q=0) 时 ， 
an=," + (a,—a,a)(n—1)a"-2, 
证 明 ”根据 二 次 方程 式 的 根 与 系数 的 关系 ， 有 
=—(a+ £), q=aß. 


(az) 第 九 章 数列 和 级 数 


从 而 ， 递 推 公式 是 
as+2— (a+ p)anı+aß a,=0, 
> an+2— A Qn+1= (an1 — a an). 
这 表明 数列 {anaa 是 公 比 为 6 的 等 比 数列 。 
从 而 , 根据 【定理 13 得 、 
an+1—a an= p" a, —a a). 
现在 令 a,=b,+(A+un)0""1(A,u EARO 
nil: O | 
bs+: 十 44 十 hCGn 士 1)》 语 一 ac (b,+ (A+ nu n)0"-1) 
=(a;—a a,) "t, 
b. i=ab— ((A+u+un)8—-(A+un)a—-(a,—aa)) p". 


@ 
e a,)=0, @ 
u(8—a)=0. 
WORT Z b+1=a bn. 
由 于 数列 (ba) 是 公 比 为 a EERI, W 
| ba=bia"-!. © 
WRS aA, pmo, AA = Pe. 
当 a=8 ht, A=0,au=a, >a ai， a b =24; a — 03. 


则 他， 四 式 同 时 成 立 ， 因 此 由 @ 与 @ 式 得 
(1) 一 4 二 0 时 ,an 一 aP ass sa p"-!, 
(2) p°—4q=0 ff ,an=a; as-I 十 (a: 一 ca) 人 一 1)as-2. 
[R] 当 p 十 ga 十 1=0 时 ， 北 推 公式 
Gs+2 十 paw+l 十 qas==-0( 一 1 ,2 可 变形 为 下 列 两 种 二 项 X 推 公 
(F) an —a,-i=q""2(a,—a,); 
(Z) or 一 9ar-l1 一 03 一 40l 
”有 旧 其 通 项 为 


(Fi) q% (pie —2)i a =I QI 一 02 gr-1 


1 一 0 


— a mi 


OC 


$7. 用 递 推 公式 表示 的 数列 (475) 


(T) a=1(p=—2 )i} ,a,=ai+(a,—aj)(n—li). 
WA ”利用 证 明 [ 定理】6 的 记号 . 

员 于 p 十 4 十 1 一 0, 故 wa，6 中 至 少 有 一 个 等 于 1 

当 a=1 时 ，8=q， 由 四 式 得 递 推 公式 ( 甲 ) 。 

当 有 =1 了 时 ，c=q, 由 电 式 得 递 推 公式 ( 乙 )， 

由 于 二 次 方程 的 根 的 判别 式 是 太一 44 一 (十 2 六 一 (1 一 4)2， 故 当 q3e1 
时 是 【定理 】6(1) 的 情形 ， 当 q=1 时 是 【定理 16(2) 的 情形 ， 因 此， 运用 
【定理 36 的 结论 , 便 分 别 得 到 ( 丙 )、( 杆 ) 两 式 . L] 
H 在 数列 {aa} 中 ， Ma =a,=1, 递 推 公 式 为 Gn+2™=Qs+1 +a,(n=1,2, 
…) 时 ， 此 数列 叫做 费 波 那 奇数 列 . | 


“在 【定理 ]6 中 ， 这 是 p=4= -1,a=- AS, = ! 一 5 的 情形 ， 
因此 由 【定理 ]6(1) 式 知 ， 数 列 的 通 项 为 


\ 5 I+ g 


5 r — 
J a — — Ü 1 一 5 n-1 
2 1 十 5 \"-1 2 
“= (A 二) 
- s [Í (I+//5)X —(1— V 5 )' J 
5 go I 
【定理 ]7. p,q,r 是 常数 (r 夺 0) ,数列 《as》 的 递 推 公式 是 | 
| Qn+o Tpa,  Fqa,=r(n=1,2,w4). o 
秽 假 设 二 次 方程 式 x+ px-+q=0 的 两 个 根 a ,6 RAS 1, Kh, $ 
| k a z 22 — 2 = @ 
l aT (G-a) 0p)’ 
则 数列 {ba} 的 递 推 公式 成 为 
| bata pb. i Fqb,=0(n=1,2,--), @ 
这 就 是 [定理 ]6 的 情形 . 
证 明 由 @ 式 。 a,=b, 十 ep ee 


将 上 式 代 入 @ 式 得 
fon FIT Y. 一 GO | 十 pfo, 41 十 CEDEN $ 


e {a+ -ajug j= 


(476) 第 九 章 数列 和 级 数 


BẸ, a,b Z: 2+px-+q=0 的 根 ， 因 此 
x +px+tqa=(x—a)(x— B). 

把 x 一 1 代入 上 式 得 

~. l+p+q=(1—a)(1-80). 

从 而 他 式 化 为 

b... T pb., i Habr =O. 


7"5 与 两 个 数列 有 关 的 递 推 公式 


-一 一 ep -mr 一 -mm ~ 一 一 一 mm 


U 


【定理 ]8、 设 p,q ,r,s 是 常数 ， 且 在 两 个 数列 {an} 和 {bs》 之 间 下 列 两 个 


递 推 公式 
an+1= Paa + qb , 
b.,,+ == ra, + sb, 
R, MXF {an》 的 递 推 公式 为 
 G..2—(p+s)a,, i+ (ps—qr)a,=0. 
关于 {bs》 的 递 推 公式 为 
bai2—~ (p+s)b,,i+(ps—qr)b,=0., 
即 化 为 [定理 }6 的 情形 . 
证 明 @xs 一 @xd， 
San+1— gba+1= (ps—qr)a,. 


男 一 方面 ， HORA (n+2= pas, i tabati. 


MO., ORRE qb, , ,， 便 得 @ 式 ， 关 于 @ 式 也 同样 可 得 ， 


[K] 特别 地 ， 若 北 推 公式 为 
ana+1 一 Ban 十 9ba， 
b.+i=qas-+pb,, 

则 两 数列 的 通 项 分 别 是 


a= {atb) (p+q)"-!+ la) (p—q)"!} , 


 b,=+ ((a+b)(p+a)''i—(a—b)(p—2"-) 。 


证 明 HO +O, 得 
an+1t+ba+i= (p-Fa)(a, +b,). 
从 而 ， 数 列 《as 十 bs} 是 公 比 为 (p 十 q) 的 等 比 数列 


© © QAO 


ee Dee 


S 7. 用 递 推 公式 表示 和 的 数列 I (477) 


ws =(p+4)"- ilad bi). @ 

X D—- Q, 
Anii bn: 1=(p—q)(an—b,). 
” 从而， 数列 {a 一 ba》 是 公 比 为 (p 一 q) 的 等 比 数列 
“° aa—b,=(p—g)""'(a,—b;). | @ 

由 @ 和 人 @ 式 便 得 结论 . 
【定理 ]9。 设 p,q ,r,s,t,u EZR, (1 一 p)(1 一 s) 半 rq, 且 在 两 个 数列 {ar} 
和 {bs》 之 间 有 两 个 递 推 公 式 

q += pa, t abnt t, 

b.+i=ra,-+sb.-+u, 
又 设 联 立方 程 组 

x=px+qy+t, 

y=rx + Mi 
的 两 个 报 为 a、 B, MSAA, OZH 

， CPES buak Sam i AAE p), 

b. i— B= r(a,—a)+-s(b,— p) 
两 个 数列 《a 一 a} 和 {br 一 8B》 化 为 [定理 ]8 的 情形 . 
证 明 由 于 假定 ，(1 一 p)(1 一 s) 硅 rg， 故 联 立 方程 组 @ 和 多 有 根 , EO, 
图 式 中 令 x=c，? 一 86， 并 由 由, 四 式 中 分 别 减 去 所 得 的 等 式 , 便 得 @@、@ 
AR. = 


7-4 两 项 递 推 公式 (分 数 式 ) 
【定理 10 . 设 p,q,r ei 数列 {a,》 的 递 推 公式 是 


00 ee QOO 


+= g, atg -(ps—ar¥ 0). 
RIER xe 
具有 两 个 相 异 的 根 gc ,6， 且 令 

b,= = =a 


则 此 时 ”数列 fb) 成 为 公 比 是 ”8+ 的 等 比 数列 ， 


ra+s 


证 明 ”由 于 a,p 是 方程 式 @ 的 根 ， 故 


patg jja p B+q 
ra+s — rB+s ° 


将 上 列 二 式 和 @ 式 代入 @ 式 ， 整 理 后 得 


pan-1 十 g4 ”pa 十 9 
Dm TO  ra+s 


an 一 月 par-itg ph+i+g 


一 -一 


ran-1 十 S$ rB +s 


= rB +s on-1 一 CQ_ 了 上 有 十 
rats `a,-4—8 rats 
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a= 


因而 ， 数 列 {bs}》 是 公 比 为 了 人 -的 等 比 数列 ， 


7:5 其 他 递 推 公式 

【 定 开 】11. 如 果 正 数 数列 {a,》 的 递 推 公式 为 
a, = Aa (k, A 是 常数 ,A>>0)， 

则 数列 {Ina W 足 【 定 理 13 类 型 的 递 推 公式 ， 

证 明 在 @ 式 两 端 取 对 数 便 得 
Ina,,=ln A+Rk 1na;. 

【定理 】12， 当 正 数 数列 {a,》 的 递 推 公式 是 


asy = Aa À n+1 Gn -AE P t,m, A 是 常数 ) 


H 4>0 时 ,数列 (Ina, 满足 [定理 ] 7 类 型 的 递 推 公式 ， 


证 明 在 @ 式 两 端 取 对 数 便 得 
Rlna,.,=l1l1na,,i+mlna,+In A. 


_ x — -Á 


@ 


口 


例题 1， 在 数列 {as》 中 ， 当 qi1==A4，an+t1 二 BV a, (CA, B 是 正 的 常数 ) 时 ， 


(1) HA, Bn 328 an; 
《2) R {a,}》 的 极限 值 . 


解 G) i 故 运 用 【定理 }3 的 结论 得 


ee 
1 一 上 下 
2 
1 \"~1 
=]nB° +(ma $r) i) , 


S 7. 用 递 推 公 \ 式 坎 示 的 数列 (479) 


an H, ! ro Ë: 


(2) 当 m-oo 时 ， P 二 故 


lim a, = B°. 
h— o° 


例题 2， 在 数列 (a, 中 ， 当 a,=1, a,=8, 递 推 公 式 为 a 二 Vas-i Qn-2 
Bf, 

(1) Kan 和 a*-l 之 间 的 递 推 公式 ; 

(2) Bin 表示 or， 并 求 《an》 的 极限 值 . 


M G) 这 是 [定理 ]12 中 =A=1，1=m== 过 的 情形 ， 取 道 推 公式 的 对 
数 便 得 | | 

In a= (In an-1+lnan-2). 
这 表明 ， 数 列 {ln as》 是 [定理 }6【 系 } 的 情形 。 从 而 ， 由 【 系 } 的 ( 乙 ) 式 得 


1 == 
Ina,+ ¿Ina,-=18, .. Gav as 一 8。 


(2) 由 ( 丙 ) 式 hase In8 (T. 


1 1\ 2 
7 l+ ; 
A 
=f1-( 75) Jina, 
~ f-1\0-1 
.. aace | Cr) lima,=4. 


l 例 理 5 . 在 数列 {an} 中 ， na PR E asti „nti (n= 1 ,2 ..) 时 ， 
求 数列 {a} RRE. 
An- 1 十 1 一 4 
解 la 一 3]=/WV ia-i+1 一 2 [= vá atit 
Enn 1 一 3| 


1 
< 2 ”2 


Onr- 1—3 l. 


这 个 不 等 式 对 于 满足 "之 2 的 一 切 整数 都 成 立 。 重 复 运 用 上 列 不 等 
式 便 得 


os 


l | I V 
as—3|<z a1-3 < p3 ax-2—3 


(430) 35 Juri BIMA 
' n-2 
<-<(+) Tas 3 = =(+) , 
N = i 
. ' I ` “2 
0<lim ,an 一 3 [Klim S , 


.. lim|a,—3 = D. a% lim an 一 3。 


注意 PRENTE 是 这 样 求 得 的 ， 把 递 推 公 式 中 的 an ane 同时 换 为 
x 后 得 到 方程 式 x 二 1 十 Ww x 十 1 ， 其 正 根 x=3 便 是 . 


$8. 级 % 


81 级 数 
【定义 ]1. 级 数 . 前 n 项 和 .级 数 的 项 以 无 穷 数 列 (a. J WQ n YR 和 
S,=a,+ay+ tan 作为 通 项 的 无 穷 数列 (S,; ,叫做 无 穷 级 数 或 级 数 。 
用 记号 

attast tante aE ESAKI. saihe AR Bb 


Ë n ARRE n BD, an M 履 级 数 的 通 项 . 

【定义 ]2， 级 数 的 收 伊 、 发 散 、 级 数 的 和 HAF (S. 收敛 于 极限 值 5 
时 ， 称 级 数 Za, 收敛 于 S.S 叫做 它 的 和 ， 当 数列 《S,.》 发散 时 ， 就 说 级 
数 Za, 发 散 ， 

注意 ”从 级 数 中 除去 (或 增添 ) 前 有 限 个 项 ， 其 收敛 性 或 发 散 性 仍然 保持 不 
变 。( 根 据 [定义 ]! 和 2) 


【定理 】1. sa ans, 如 果 不 改 变 项 的 顺序 而 把 若干 项 用 括号 括 起 


来 作为 新 级 数 的 项 ， 则 此 新 级 数 仍然 收 伍 有 其 和 不 变 ， 

证 明 HERES] a 作为 数列 {Ss》 考虑 时 ， 项 的 顺序 不 变 而 把 # + 
s sn s, {S,》 的 某 子 数列 ,因而 根据 $ 6【[ 定 理 】 
1 便 得 结 I 0 


【定理 ]2. P: ak, > bx 同时 收敛 时 ， 


= 1 à. 2 


一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 - 


(1) Baeu arle HH 21); 


(2) E tw- peie ( 同 取 正 号 或 同 取 负 号 )， 


证 明 由 [定义 ]1 和 6[ 定 理 ]3 可 " 
【定理 ]5 ， 柯 西 收效 条 件 | 


及 ,at 收 全 的 充分 必要 条 件 是 ， 对 于 任意 的 正 数 e， 可 以 选择 适当 的 
k= 1 
自然 数 N， 使 对 于 满足 nm 十 p>n>>N(CP 王 1,2，) 的 一 切 整数 mp, 有 
lanri tantz t" tanpi LE. 
R ”由 【定义 】1 K $6. DEES Tik. ri 


>: rikt, li; = Ü 
[K]. PHE 收敛 时 lima, 


证 明 在 [定理 ] 中 令 p=1 便 得 证 ， | "= 
R 肖 项 趋 于 零 是 级 数 收 伍 的 必要 条 件 ,但 不是 充分 条 件 。 — 


W 在 关 二 中 ,im 击 -0 但 于 p eue Haa. 
r= 1 L: 


【有 系 】2 . # lim ax 一 0 不 成 V, NDA CnaR. 
证 明 这 是 【条 ]1 2 ayka. = 


82 正 项 级 数 

【定义 ]3。 正 项 级 数 ”所 有 各 项 都 是 正 数 的 级 数 叫做 正 项 级 数 . 

【定理 ]4， 正 项 级 数 和 ar 收敛 的 充分 必要 条 件 是 , 其 部 分 和 的 数列 
(S HF. ， 

证 明 Ya) 9, MJlim s,=s 的 极限 值 8 存在 .由 于 a, 都 是 正 数 ， 

故 5， 也 是 正 数 且 与 一 起 增加 ， 从 而 ，0<S,<S， 即 (S,) 是 有 界 的 。 

反之 , Æ 《Ss} AF, WAS n 无关 的 正 数 存 在 使 S,<k(n=1,2,…)。 

但 是 ，S, 是 和 n 一 起 增加 的 ， 因 此 由 $3.【 定 理 ]5 IN, {Sa} W @, 


Lo Ek i. | g 
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【定理 ]5。 对 于 两 个 正 项 级 数 as Yon 


O) #3$ b kh ERF n H aKo NY a bkt. 
(2) 若 3b。 发 散 ， 且 对 于 一 切 品 有 ob， 则 ,ao, 也 发 散 . 
证 明 $ 4.=al 十 az 十 … 十 as， 卫 , 一 bi 十 十 … 十 bs，4>0， 刀 .>>0， 
(1) 根据 假定 对 T — Un £ ASB. 但 和 b, 是 收敛 的 ， 因 此 
由 [定理 ]4 知 ， {Bs} 有 和 界 而 且 小 于 级 数 》) br 的 和 B. AKB, 
也 就 是 说 ， 由 于 (A. 有 办 ,所 以 由 【定理 ]4， Do 收敛 . 


(2) As. Bs, 但 当 n=], B>, AHE Aoo, ik Y aR. 


Gi 
【定理 ]6。 设 f(x) 是 在 区 间 [&，co] 上 定义 的 单调 减少 连续 函数 ， 且 
1(x)>>0. 又 令 为 正 整数 .有 


O) AS oarit MI Ek 
了 


注意 | ey 的 意义 是 指 lim fC)dx. 
证 明 根据 假定 ，j(x) 是 单调 减少 函数 ， 因 此 对 于 任意 的 自然 数 n， 
| roax=| roact| Goa + | j(x)dx ` 
k k k+1 K+n-1 
=<J(h)+j(h+1)+ ` +Jf(R+n—1). © 


x [EOLIE ttn), © 
人 而， 者 | Goa ik, HORE 
(hk+1) +1(k+2)+ =+ I(hn) < | KO 


也 就 是 说 ， 正 项 级 数 1Cn) 的 部 分 和 数列 | J O | 有 界 , 从 而 级 数 


i=K+1 


$8, 级 数 (483) 


Y Iy t ORUEF1) 
oo 下 十 nm 一 】 
者 | f(ax 发 散 ， 则 由 @ 式 ， 2, f( 让 也 与 n 一 起 趋 于 无 穷 大 ， 因 而 
级 数 允 fn) 发 散 . = 


m= k 


【定理 ]7， 在 两 个 正 项 级 数 仿 | a, Dy b 中 , EEE lim- 一 AR 是 党 
数 ， 且 >0)， 则 两 个 级 数 或 者 都 收敛 ,或 者 都 发 散 ， 


WA 当 任 意 取 e 使 h>e>0 时 ， 存 在 与 此 对 应 的 茶 自然 数 N， 使 对 于 满 
E APN 的 一 切 整 数 nx， 有 


Qn 


0<k—e< b. <k+e, 
亦 即  (k—e)b:Lan, @ 
a,<(R+ e)bn. © 
若 信 yer 收效 ， 则 根据 @O 式 和 【定理 15，》(R 一 e)bs， 从 而 yb。 收 
敛 。 若 bo 收敛 , 则 2(k 十 e)bs 收 敛 ， 根 据 @ 式 和 【定理 15 ,ao 收敛 . 
EJ oe 发 散 ， 则 根据 @ 式 和 [定理 15, Dy (k+ e)bs， 从 T DY b k 


ED 发 散 ， 则 了 Ck 一 eb 发 散 ， 根 据 @O 式 和 【定理 ]5， 孕 +o, 发 
散 


。 O 
【 定 更 ]8， 对 于 两 个 正 项 级 92 (a, bw 当 存 在 适当 的 自然 数 N， 使 
对 于 满足 n>N 的 :一切 整数 nn， 


Qn+1 <=: @ 


REN, AP 收敛 WD 也 收敛 ， 另 外 ， 当 对 于 满足 n>N 的 一 切 
整数 m， 


Qn+1 bn+1 
On => bn © 


成 立时 ， 若 bo, ik, MY 也 发 散 ， 
证 明 显然 


< a ° 
i GN+1 GN-2 GN:+3 Qn-1 Mel 


_QN+23 | QN+3 Nsa An 


namnaman 
... . 
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由 @ 令 n=N 十 1,N 十 2,…,n 一 1 得 


DN+2 by+s b, "a "a GN+I 
a, < y: . bica .. Dis QON+1 - = bN+1 
现在 令 C= r. ' tjn 无关 的 正常 数 ,由 于 对 满足 n>N 的 一 切 n 值 ， 


a LC bn, MALEMIS, eg D as 也 收敛 ， 
RI, SORN n>N 成 立时 ， 与 上 面相 仿 ， 对 于 满足 n>N 的 一 切 
n š, a,22Cb, 成立， 因而 根据 [定理 ]5， 若 了 》) bs 发 散 ， 则 依 ) or 也 和 发散. 


O 
S ( 达 兰 贝尔 判别 条 件 ) 对 正 项 H RS on 存在 适当 的 自然 数 
N， 使 对 于 满足 n>N 的 一 切 整数 nan， 有 


(1) 车 存在 常数 7 使 全“ ri Wa, 收敛 ， 


GETS N 
(2) #- 3-1, a, 发 散 ， 


证 明 、 在 【定理 ]8 中 ， 令 b=r"， 册 也)b, 是 公 比 为 7 的 等 比 级 数 . 因而 ， 
ytu Pu eril, Dyo kh, TALENS, Dya 也 收敛. 


Ga ` 

EE- e PIN. lim a =0 FRZ REZAR RI 220, 2 
E | g. 
LTR 对 正 项 级 数 仿 jz 3 lim- iter i, 

(1) #r<1i, MPa 收敛 ， 

(2) 若 r>1， WYJ a, 发散 . 


【证 明 】 当 ,六 1 时 ， 取 使 1 一 r >e>0. 对 于 这 个 e 存在 自然 数 N ,使 
得 对 于 满足 n>N 的 一 切 整 数 m r 一 < - -<r 十 成立 . 


(1) 当 r<1 时 ,由 于 Bei <r pecki Aus Denis, En ke. 


(2) X r> MFI e< T RA hE, Daak 
散 。 DJ 
【定理 ]10， 对 正 项 级 数 ya,， 存 在 适当 的 自然 数 N， 使 对 二 满足 nS>N 
的 一 切 整数 m 


$8. 级 3 (485) 


-一 一 一 一 一 一 一 一 -一 -一 


(1) Su <h<i(h YEH, y a. WS, 
D Y a >i, M| 322 a, it. 
【证 明 】 (1) 根据 假定 or"， 而 局 krC0<h<1) 是 收敛 的 等 比 级 数 ， 
AHE ES, Dyo 也 收敛 . 
(2) 根据 假定 a, 宇 1， 故 由 [定理 ]3[ 系 12, Jya RR. 
IR] 对 于 正 项 级 数 ，Zo, 3lim2 o, =k, 
(1) 车 hk<1, J) ax 收敛 . 
(2) 若 >1, 则 有 0, KAK. 


证 明 当 k 夺 1 时， 取 e 使 11 一 kh'>e>0. 对 于 这 个 存在 自然 数 NN， 
使 对 于 满足 n>N 的 一 切 整 数 n，h 一 e< 2 a, <kte 成立 。 

(1) 当 kh<1 时 ， 由 于 /6 <k+e<1 成立, 故 由 [定理 ]10, 了 a 
收敛 ， l 

(2) 3R2>21BF, H T 1<k—z < 2 a, PX M, É& H [2E EE] lo, 
Zo, 发 散 D 


83 ”关于 交错 级 数 的 定理 
【定理 11. Ñ al =a, Za, 之 之 dn 之 之 0, H lima,=0, 则 交错 级 数 


D aSa ata e Hanat A. , 
Kzl 
【证 明 】 ¿ln 为 任意 正 整数 .部 分 和 


Sa 一 Qi 一 02 十 03 一 04 十 … 十 azn-1 一 G2n | 
=(a,—a;) + (as—a,) +° + (azn-1— azn). 

由 于 对 一 切 n IE, arinn MAISARA, AT 

OKS <S, EE Ee 
“也 就 是 说 ，《S-*》 是 单 询 增 加 数列 ` 

同样 ， 由 于 S2 一 al 一 (0 一 03) 一 (0 一 05) 一 … 一 (an-3 一 Gin-1) 一 02s 
. <a 

故 数列 {S21} .有 界 。 从 而 ， 由 § 6. 了 7 定理}5， {Sz} 收敛 。 
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另外 Songi Son F linii a 
lim San =1im S.,+l1im a1 = lim Sone 
Ari, H86. [Æ], 32220 《S,}》 Week. PEER KUK A, U, 
8.4 绝对 收效 级 数 “ 


EXM. BARM GTARD ar， Da o| 叫做 它 的 绝对 值 级 数 。 


【定理 】12， 当 一 个 级 数 的 绝对 值 级 数 收敛 时 ， 这 级 数 本 身 也 收敛 。 
WA ” 当 取 任意 的 两 个 自然 数 p，a(p<<q) 时 ， 有 
laptap t ads a, +la,a |+ Haal. @ 


但 是 于 | 收敛 , 故 由 [定理 ]3 ,对 于 任 站 的 e>o, 存 在 N 使 对 于 满足 N<B 
<q p Q @ 式 的 右 端 比 e 小 ， 从 而 左 端 比 小、 再 由 【定理 ] ST, 
> ns 收 全 O 


【定义 ]5， 绝 对 收 敏 级 数 ， 条 件 收敛 级 数 ”其 绝对 值 级 数 收敛 的 级 数 ， 叫 
， 化 绝对 收敛 级 数 。 其 绝对 值 级 数 不 收 敛 但 本 身 收 全 的 级 数 ， 叫 做 条 件 收 全 
级 数 。 


1 1 1 1 
例 -gtz grtet nT n+ 
根据 [定理 ]11，. 上 述 级 数 收敛 ， 其 绝对 值 级 数 
ititi tetit 


发 散 (8.7 例题 3)。 从而， 上述 级 数 是 条 件 收敛 级 数 。 
注意 ”收敛 的 正 项 级 数 是 绝对 收敛 级 数 . 


[定理 113， 对 于 绝对 收敛 级 数字 \ os， 设 正 项 ， 负 项 按 原来 顺序 分 别 是 
Pis Pzr °; aan —q., B7, U) D p >J dn 都 收敛 ， 而 且 
yo= 2 Pa Dya. 


证 明 REBS Doka tsm» MI 
> <> 人 <A b 


其 中 四 是 原 级 数 的 第 元 项 。 因 而， 正 项 级 数 Dy p 的 的 部 分 和 Zn 有 上 


-mm 


. $8. 级 X (487) 


CO—— 


m. 于 是 ， 根 据 [ 定 理 ]4， xu ik A. 


对 于 人 2 4i 也 可 以 进行 同样 的 推理 . 


其 次 ， RERA Gis Q2,***,Gn 中 的 正 项 为 Bl pz，……PDi; 负 项 为 di» 
Grida EB lI+m=n, 


f i 十 qz 十 … 十 4n 二 (pi 十 Pz 十 … 十 Pp1) 一 (qi 十 qi 十 … 十 qm)， 
H3 n=, 1>, m=, ik 


lim(a,+a:+ ses +a) =lim(p, 十 ps 十 … 十 D1) 
—lim(qi+qzt* 十 qn) 。 


x Yl = Xl >. 口 
i i 


i=} tt=1 
(638144. 绝对 收敛 级 数 无 沦 怎样 改变 项 的 顺序 也 绝对 收 全 其 和 不 变 ， 
证 明 (1) 现在 对 正 项 级 数 来 证 明 . 收敛 的 正 项 级 数 是 绝对 收敛 的 . 设 

Y Ta, 是 收敛 的 正 项 级 数 ，.4 是 它 的 和 . 设 变更 项 的 顺序 后 所 组 成 的 级 数 为 
Qii 十 qiz 十 … 十 ais 十 *… @ 
再 设 它 的 前 n 项 和 为 .4?， 这 时 

4 一 ai 十 ai 十 … 十 ain<<al 十 az 十 … 十 an， 其 中 m=max(i, izte, 

is). AW, Gir, Giz, ,Gin 包含 在 一 切 ol a2, ,an ZH. 


BEBE Do 是 正 项 收敛 级 数 ， 因 此 P< 


x ASA. . 

由 于 部 分 和 是 有 界 的 ， 故 由 【定理 ]4， 新 级 数 @ 收 敛 . 设 其 和 为 A, 
则 

 4<A. 

由 于 改变 正 项 级 数 D oh 的 顺序 后 所 得 的 级 数 可 视 J Duyn, 因此 根 
据 上 面 的 考虑 ，A’ 之 4. 把 两 个 不 等 式 合 在 一 起 ， 便 得 4 三 4， 


(2) 现在 对 于 一 般 的 绝对 收 伍 级 数 罗 +o, 来 证 明 ， 假 设 变更 Jy ov 各 
项 的 顺序 而 形成 b。， 则 此 级 数 的 绝对 值 级 数 是 变更 人 ya, 的 绝对 值 级 
数 的 顺序 后 得 到 的 级 数 。 因 此 根据 (1) KER, Jyo 收敛 WID b 
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一 一 一 -一 — — e e ea e ae T 


Eeka, SHAD D. HSA ERMS 把 人 va， | Po, 划分 
为 正 项 级 数 和 负 顶 级 数 ， 设 六 


.= 3 Qn =9 r: 2, Sne 

Yr. 不 过 是 和 p, HAREWYANRRS, ARRO), Dp = 
| 2 Tn. 同伴 人 q. = 2, Sn 

“. A=B. O 

【 系 】 任意 改变 收敛 的 正 项 级 数 各 项 的 顺序 所 得 的 级 数 收敛 ， 其 和 等 于 原 


级 数 的 和 ， ` 
证 明 2A AAE T Rs E R SRB, f O 


DEENS. EEKAN 4= Dya, B= Dyb. an, ES a, 
的 任意 -~ 项 和 2 b, 的 任意 一 项 的 乘积 (不 重复 也 不 遗漏 )， 则 这 些 积 按 任 
意 顺 序 排列 后 作成 的 级 B Dab, 绝对 收敛， 其 和 等 于 AB. 

证 明 ”考虑 按 定理 假设 所 作成 的 级 数 信 ,asbs 的 前 项 和 Ce。 Bap bah 
下 标 pP，4 的 最 大 值 为 m. 考虑 绝对 值 级 数 罗 yaoby | 的 前 m 项 和 Cs. 它 的 


.各 项 全 部 包含 在 >. L'al )h 
因 而, j. > b. 的 和 分 别 为 有 ， kL: 有 


21192 b, < ai |- 
AD 
从 而 ， aba 绝对 收敛 ([ 定 更]4). 令 其 和 为 C， 


其 次 ， 变 更 人 4 ob 各 项 的 顺序 ， 作 成 下 面 的 新 级 数 
aib 十 [ab 十 azbz 十 ab 让 十 [asbl 十 asbz 十 asbs 十 a:b3 十 aib3] + > 
也 就 是 说 ， 作 部 分 和 使 形成 
| Ci=abh=.A1B,, 


bi | 


C1=ajbi+a;jb+a;jb,;+ab,;=(a,-Fbi)(a,+b,)=.A:;B;, 


~- —— -—- 


Cii (m tartas) (bi tbati) = AaBs 
一 般 地 , Cha = An Bn 
(其 中 ， 设 3 ar Dy b 的 前 n 项 和 分 别 为 .4,，B，). 

H F È ab, 绝对 收敛 , 故 由 [定理 ]14 知 新 级 数 也 收敛 ( 设 其 和 为 C*). 
HH Ta, Yb 也 收敛 , 故 得 

C=C = lim Ch=lim(A,B,) | 

| =AB, a 
8.5 条 件 收敛 级 数 
【定理 ]16 如 果 条 件 收敛 级 数 信 3 as 路 的 正 项 , 负 项 依次 分 别 为 pl， Por 


=a» -qs … M Dy p. 22 KBER. 


TA 当 取 任意 的 正 数 n 时， 设 位 D2 中 的 正 项 个 数 为 。 负 项 的 个 数 
为 m， 则 LFm=n. 


Lc- Xr- >. | @ 


i=l 


当 n— ool, N m=, 当 1 一 co， 了 4 一 co 和 时 ，WM 一 co。 


( 甲 ) 车 pi 收 人 并， 则 由 @ 式 有 | 

m LD ED , © 
RhE nooo, OAMK. AVUU2E3SduBL. 
( 乙 )” 当 了 qi 收敛 时 ， 同 样 地 , D ri 也 收敛 . 
(A) 213 和 qi 都 收敛 ， Do = Dit Do qi 的 右 端 收 笋 . 
从 而 & a, 绝对 收 各 ， 这 与 定理 的 假定 矛盾 . = 
【定理 }17， 对 于 条 件 收 化 级 MY a, Sus w Diii o 
任意 的 和 数 ， 也 可 变 为 正 无 限 大 或 负 无 限 大 。 


— 
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证 明 la, 的 正 项 、 负 项 依次 为 mi，pa，…; 一 qu q … 则 由 UE 
Sle, Dyre Ha 同时 发 散 . 而 且 , 因 为 它们 是 正 项 级 数 , 故 其 和 变 为 
正 的 无 限 大 ， 从 而 ， 对 于 任意 的 正 数 w，e，m， 存 在 适当 的 正 数 NN 使 
Pe Pya Hte + Pw. SU, 
f antante Tao ym2>u, 
(1) 改变 级 数 的 项 的 顺序 ， 使 其 和 收敛 于 任意 的 数 w. 
假借 把 正 项 pm、pz、… 依 次 加 到 ps 之 后 和 才 超 过 Ww。 在 它 后 面 依 次 
加 上 负 项 一 qg1， 一 4:，…' 一 直 加 到 一 qs 之 后 ， 和 才 变 得 比 W 小 ， 在 后 面 又 
把 正 项 pc: Pasz’ … 顺 次 相 加 ， 直到 Pags 之 后 ， 和 才 超 过 w. 其 次 ， prd 
依次 加 负 项 一 qa41 —qa, HE- qa, 之 后 和 才 变 得 比 w 小 . 由 于 
Dore Da 一 同 变 为 无 限 大 ， 故 可 无 限 继续 下 去 。 这样 一 来 ， 对 于 所 
作成 的 级 数 
?1 十 pz 十 … 十 pa 一 q1 一 92 一 … 一 4 十 
十 Parti 十 "十 Datr 一 q8+1 一 … 一 Da+s 十 *…* @ 


由 于 a,p,,r6,… 至 少 等 于 1, 因 jk Dy a 的 任意 的 项 都 必然 被 用 过 ， 因 而 
ORE oiT ANNEE 现在 令 


Dra 2 = Á> 
A+ Y aq, ss S usaq, DAF 


f=a+1 i*+1 


Hi] 
0<| 41: 一 mw [<p., 0<lw— A; [<qa, 
0<| As—w [<peart, 0<|lw—A,l<qsrs hd 
而 且 由 于 之 4 o 收敛 ， 故 由 [定理 ]3[ 系 ]1 知 a 一 0。 因 而 当局 号 无 限 增 大 


时 ，pi 和 qi 都 光 限 变 小 ， 从 而 级 数 @ 收 敛 于 w. 
(2) ”用 同样 的 方法 ， 可 适当 变更 级 雪 的 项 的 顺序 使 其 部分 和 的 te 对 
值 无 限 变 大 . n 


8.:6 $ iR % 
【定义 ]6。 吉 级 数 EEZ)» q, eran … 有 时 , 级 数 | 


Sa 级 Š (491) 
De =a+a,x+a,? +. +a,x "F|. 中 


叫做 x DER. 

[E0]. 如果 磊 级 数 @ 在 x=X 外 收敛， 则 对 于 满足 1|x{ 过 |XX| 的 x 8, 
@ 绝 对 收敛 。 如果 短 级 数 @ 在 x 二 =X turk, WAF q RE |x] > X] x 
ti., DRE. ü 


证 明 ”如 果 @ 式 在 x=X ikh, WALERIAN 32, lim(anX" )=0. 


从 而 ， 存 在 适当 的 自然 数 N， 使 对 于 满足 n>N 的 一 切 整数 n， 有 
| aax” | <1, 


ES K. 


Ger 


H <l 


°. | |= 

EARD or | 和 忆 |- 各 -|” 作 比较 。 因为 对 于 满足 1xl<1X 的 
x 值 有 | 这 -1， 故 等 比 级 数 艺 )- 关 -| 收 合 ， 从 而 由 【定理 ]5 知 ， 
Dlr | 也 收 伍 ， 亦 即 @ 式 绝对 收 伍 ， 


其 次 ， 当 @ 式 在 x=X 处 发 散 时 ， 假 定 对 于 满足 /|X |<|x| 的 x 值 ,® 


式 收敛 ， 则 对 于 满 足 |x |>|X1 的 对 值 ，@ 式 就 应 收敛 ， 与 定理 的 假设 
+I. = 
【定义 ]7. 收敛 半径 设 有 某 正 数 7, 8 |x | >r BF 3 š QO E #k, 
xj<r 时 @ 收 敛 ， 则 ?7 mi 342 On 34. 

注意 ” 当 x=7，x= 一 7 时 ，@ 不 一 定 收敛， 若 对 于 一 切实 数 x，@ 式 都 
收敛 ， 则 其 收 伍 半 径 为 c， 若 只 限于 =o 时 @ 式 收敛 ， 则 其 收敛 半径 是 
0. 

【定义 18， 收 敏 域 使 竺 级 数 收敛 的 所 有 x 值 的 范围 ， 叫 做 收敛 域 . BE 数 
在 它 的 收敛 区 间 上 定义 一 个 函数 . 

【定理 ]19， 竺 于 宕 级 数 ， 


(1) 车 存在 lim | 名 n j=r, H r¥0, 则 @ 的 收敛 半径 是 


ry ai 则 对 于 x 的 一 切实 数值 ， Ok % (ik @ 


| (2) 若 lim 
半径 为 co)， 


f 
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(3) F lim laco, 出 仅 仅 在 x=0 处 @ 收 敛 (收敛 半径 为 0)， 
证 明 ”对 于 短 级 数 @， 仿 bs=arx"(n=1, 2). 


G) lim im |= jxj( 其 中 +>0). 因而， 车 


n 00 
ais Wilimy <1， 从 而， 根据 [定理 ]9 UE), 22 b| = 
> oz] ASK, i 2 anx” EIA. 


若 1xj> 全 ， 则 lim | | Pl > 1， 因 而 存在 适当 的 自然 数 N， 使 对 于 


满足 n>>N BJ— UJ 3⁄2 $X n, x ka >, "ibar >l bal. 


从 而 ， 设 p 是 大 于 2 的 任意 自然 数 ， 则 


bN+y 
bxN.,+-1 


j|bx+ |l > {bn+1'. 
故 limb,=0 不 成 立 ， 因 而 出 【定理 3[ 系 2，2 oux" 发 散 ， 也 就 是 说 ， 


| | bn+s-!_ | by+2 
bpN+b-2 | | bN+1 


F >l, 


lawsa. 
(2) 当 1im| | 一 0 时 ，Lim Aae 值 都 
成 立 , 从 而 对 于 x 的 一 切 值 ， 有 ,| a 收敛 ， 故 3 o, 也 收 全 
| 《3) 当 lim tt =e, HF lim |- Pasi '=lim | Sari _ 西区 


对 于 除 x=0 以 外 的 一 切 x 值 都 发 散 ， 下 存在 适当 的 自然 数 N， 使 对 于 漠 
足 n>N 的 一 切 整数 n， |-| >1 成立， 与 (1) 的 后 半 部 分 同样 地 ， 
Dyo 发 散 . 


对 于 x 一 0， A DJ ax" =a 即 收敛 半径 是 0. 
(EA1120. SARRI 


>; anx" =a tax Hax +H e Hax" +. © 


g v 


S88 级 数 (493) 


Y narx”- I 一 ai 十 2G2X 十 十 Hanx iT @ 


具有 相同 的 收敛 半径 . 
证 明 设 级 数 @ 的 收敛 半径 为 x. 

(1) 先 证 明 对 于 满足 x <y 的 任意 x 值 ， 级 数 @ 收 敛 。 取 任意 信 x 
使 os X1 <r, 取 X2 使 xı <x, <. 这 时 根据 假定 ， 在 x= xE (DK Sk. 
因而 设 M 为 任意 正 数 时 ， 可 选择 自 人 参数 N1， 使 对 于 满足 n>Ni 的 一 切 n 
值 ， 有 lax" <M(UEE]3). f 
从 而 


| 


| na xi” 


但 是 a emas En aut opi6 3: Em), At 当 


la <i ikee Atuna mis, makana, a" 绝对 收敛 AK BD 
级 数 @ 对 于 满足 1x1<7 的 一 切 值 收敛 . 

(g) 再 证 明 级 数 @ 对 于 满足 x >r 的 任意 x 值 发 散 . 

假定 在 满足 | xs1>7 的 x; 处 四 收敛 , 叫 对 于 满足 r< xs< xs | 的 值 x,, 
@ 收 敏 . 从 而 根据 [ 定 理 15， oi tiket, ar oD ai 对 于 


x >r 绝对 收敛 ， 这 与 级 数 @ 的 收敛 半 爷 是 + 的 假设 了 矛盾， 
由 (1)、(2) 知 ， 级 数 四 的 收敛 半径 是 r。 g 


【定理 ]21， 设 1(x) = >=. e(x)= Lra, 8 这 时 在 两 者 共同 的 收 


敛 域内 部 (也 就 是 说 ， 如 果 前 一 级 数 的 收敛 半径 为 r， 则 在 jxi<r A) 有 
j*(x)=g(x). 
这 岂 做 jx) 在 收敛 域内 部 可 逐 项 微分 。 亦 即 


i t HE )- Eras- 1 (xi<r). 


gW 两 个 级 数 具 有 相同 的 收敛 半径，(【 定 理 ]20). 坝 取 t 使 |x1<t<r， 
取 因 使 1x 十 8 <t<r。 由 于 两 个 级 数 都 绝对 收 和 分 ， 故 可 自由 地 变更 项 的 顺 
FURE), HAEREA). AN 

isti- —f(x) aS s, | et — x" 


r=] 


| (494) BhA KAMRA 


由 中 值 定理 
hh) antonh) (0<fn<1), 
Letha" pgr- =nf (x+0,h) i -| 
=(0,h)n(n—1)(x+as,0,h)"'”2 (0<a,<1). 
因此 对 于 一 切 n 值 
t= samd < kataia 
由 上 式 及 图 式 得 | 


sD Dia @ 


IB, WARAS, nax 和 有 niar 具有 同 祥 的 收 伊 半径。 


AEF, WRAS nani) kA. SAMY S, NAOR 
有 a x 


= s (et) Cv)l<lpls. 


! 
l 


从 而 
Br eo 
即 f (x)=g(x). "H 


(RN. 函数 j(x) = X] a," 在 收敛 域内 部 (|x |<r) 可 求 导 任意 多 次 , 


IRN. Æ > ERR > aax" 的 收敛 半径 ， 则 此 级 数 在 (一 r，r) 定 义 一 
连续 函数 ， 


证 明 可 求 导 的 函数 是 连续 的 . : D aT 
【定理 ]22。 设 7(>0) 2 onx" AEE, tlre rytR05663 e.. 
则 四 À V ` 
| (> orjax= D-t i 
0 nst n= Q 


AERE RARR TENE, 


§ 8. 级 数 (495) 


 — — —— TT 一 一 一 一 一 -一 一 


证 明 F(x)= > r RG) = Eo aatmap, 而 


县 根 据 [定理 ]21， 当 |xl<r if, F° = f(x) 成 立 . XHUEFEJ21[Z 12, 
1(x) 在 jx!<r KERERE, jk tT |x <r 内 时 ， 


' Ñ s= o Gn n+ 
| (Po )e=|*eo | -5 Li t 1 [] 
【定理 125. RRRS A a," 在 包含 x 一 0 的 区 间 I 上 收敛 于 函数 1(x)， 


则 此 宕 级 数 就 是 1x) 的 马克 劳 林 级 数 ， 
证 明 在 包含 x=0 HKA $ 
f(x)=aataix t tanx" tH 
则 ao=1(0). 
由 于 在 I 内 可 逐 项 求 导 (【 定 理 ]21)， 改 
j’ (x)=ai1+2asx+ na" l| 
. a= (0). 
以 下 同村 地 ， 对 于 任意 的 止 整数 mw， 
0) 口 


ni 


注意 “这 个 定理 表明 ， 给 定 函数 的 敌 级 数 展开 式 是 唯一 确定 的 。 


8'7 各 种 级 数 的 例题 
例题 1， 等 差 级 数 是 发 散 的 。 
解 ” 设 等 差 级 数 的 首 项 为 a， 公差 为 a(>>0),， 通 项 为 as。 
对 于 任意 给 定 的 正 数 G， 令 N=| 了 ”|+2， 则 对 于 满足 n>N 的 
一 切 整 数 n, 有 ， 
aas 一 4 十 (4 一 1)4>> S-a .d+a=G. 
因而 ， 等 差 级 数 变 为 正 的 无 穷 大 ， 
同样 可 证 ， 当 公差 为 负 时 ， 变 为 负 的 无 穷 大 ， 
例题 2、 公 比 为 的 等 比 级 数 


I 


他 "一 1 十 r 十 天 十 … 十 m 十 局 


ngo 
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(1) #|r < 则 收敛 ， 且 其 和 为 一 : 
(2) Z r> 则 发 散 ， 
(3) #r=<-1 则 振动 ， 


证 明 前 nn 项 和 
| Ir (dal 时 ), 
gitrt tr Í t= 
; =H (r=1 hp), 
; -WHE $ 6. DEIS 
G) 车 Iri<1, Wlimr'=0 ^ lims,= ji 
(2) 若 r>1， 则 1im r = 十 cc，… lim S,= +>, 


N00 pam 
# r=1, il] S,=w, .'. ] im Sn 一 十 co , 


例题 3， 泛 调和 级 数 E: -=1+- + L-J 十: OREH 
数 ) 在 p>1 时 收敛 ， UZE 0<p=<1 时 发 散 . 
证 明 $ $ JG)=—— (>o). f(x: IX |ë] x 之 !1 单调 减少 且 连 续 ， 而 且 由 
于 恒 有 /(x)>0, 故 由 [定理 16 级 2 汪 的 收敛 发 散 sms] f(x)dx 的 
收敛 发 散 一 致 

(1) an 时 ， f(x)dx= , 15 lim| si | 


k 


1 
= T PE an 1 
pn pl | pol i 
k 


(2) 当 p=1 时 ，| fcoax=limn [1x | = +=. 
(3) 当 0<p<1 时 ， [Ioa lim |x 1-9 | 
= — Zum N: 1 = | pr 


ii Pn a p -级 数 ， 当 p=1 Bj 做 调和 统 数 i 和 级 数 
是 发 散 的 级 数 。 


$e. 级 数 (497) 


— — — = -一 -一 -一 一 


例题 4 ita, , b 为 正 的 常数 级 数 


5 (a+1)(2a-+ 1) (na+1) ` 
(b+1)(2b+1).. (nb+1) 


a+1 (a+i)(2a+1) (a+1)(2a+1)(3a+1) 


=1+ ,+1 F (b+1)(2b-r1) + (p+1)(2b+1)(3b+1) 
在 a 之 b 时 发 散 ， 芷 a<b 时 收敛 ， 此 级 数 称 为 超越 几何 级 数 . 
证 明 i&u ERAR NEN, M 


Uny HG 十 1 。 1: n+l _ g A 
g Fi? "o q; b 
从 而 ， 册 【定理 19 的 【 系 ) 知 ， 当 a>b 时 发 散 ，ga<<b 时 收敛. 


当 a=b 时 ， 通 项 变 为 uw, 二 1， 因 市 发 放 (【 定 理 1}3,【 系 2). 
kR 使 用 [定理 5、6、7 时 ， 作 为 比较 的 级 数 ， 大 多 使 用 例题 2、3、4 
的 级 数 ， 


例题 5. 级 数 ECEE CENS -HTE R Ek. 
证 明 u= Gip GIE Vpn RN, HF- Dn, 有 
u.<v.. 这 是 例题 3 在 p>1 的 情形 . RE wiege. 从 ü, H DE 


mjs, Jy us UKA. 
例题 6. 试 考查 级 数 之 。 sin -元 -是 收敛 还 是 发 散 . 


" memkaga ya A ei. F lim Em, eA 


数 也 收敛 (【 定 理 17). 


8$ 9. 小 数 . 连 分 数 


作为 数列 、 级 数 的 应 用 ， 我 们 讨论 用 小 数 ， 连 分 数 表示 实数 的 问题 ， 


9.1 p 进 制 x 
【定理 ]1。 对 于 任意 两 个 正 整数 q，p(p>1),q 可 唯一 地 表 为 下 列 形式 


(4985 第 九 章 数列 和 级 数 


q 一 00 十 alp 十 Ga2p t e Hap", 
其 中 ai(i=0, 1, 2，…， 1) 是 整数 ， 旦 0sça <p. 
证 明 ein p 除 的 整 商 为 gl， 余数 为 oo qi H p 除 后 的 整 商 为 qs， 余 
数 为 a1;…; 继续 除 下 去 直到 商 变 得 比 p 小 为 止 ， 便 得 到 上 述 表达 式 ， 而 


【定理 】2. 设 ? 是 大 于 1 的 整数 ， 若 既 约 分 数 -二 江 o < <1， 则 它 可 表 
为 下 列 形式 
站 


其 中 bi(i=1, 2，…'， n) 3⁄ $Z H. 0<Sbi<p，。 


当 @ 式 右 端 是 有 限 级 数 -十 还 可 表示 为 无 
限 级 数 的 形式 ， 
b |b Du-l 
p © p: p 


1 三 六 十 工 


在 其 他 情形 下 ， RUNKE- #h. 

证 明 H q ER pr 后 的 整 商 为 BJ， 余数 为 ri"， 则 H 于 r<gq, 改 bi<p， 
0STi< qd, Hi, RH aR pr 后 的 整 商 为 bb， 余数 为 rz， 则 b,<p, 
0=<r,<q, 如 此 继续 下 去 ， 得 


BT7 一 Dig 十 r1， Xr r> La 

| pri=bq+r;, 1 We help 由 
p72 三 bsq 二 ra; 

由 此 便 得 整数 数列 {br bz by …}》 , 

REOR 


p q =bt 
从 而 
f? bb bb 1 re 4 
q p pip tp Tp q 


Š o, 小数 . 连 分 数 (499) 


a — o D 


因此 ， 令 o -二 -二 N, 数列 (a) 收敛 于 .这 是 


OC 一 TC 一 


— o 


D 
因为 


Yia =l Zori 且 p>1， 故 可 充分 增 大 m 而 使 
-任意 地 减少 . 
也 就 是 说 ，。 可 表示 成 


了 
q p 


RK, M TERR F ARTETA 


1 
p“ 


b 


Ds u a nes 
+: + += + 


r b, b; bn 
— gas = 十 , +, 0<b;<p, @ 
q p T p: + p iij 
C C C 4 
r 1 2 n 
—— t — — s ... ~ n ..., 0 Ci , 
e p rp espo, + <C;<p O) 
HORRE OAORHÆE p 得 
-b —h 
b+ @ 
| o lb—cz: bs—cs 
s: be < z Sa -i ”十 
ER @ 


由 @ 式 和 @ 式 看 来 ， 当 ci 一 b,(i 汪 2) 恒 等于 p 一 ! 或 1 一 p 了 时， 人 @ 式 中 的 等 
号 成 立 . 但 因 0 志 bi, ci<p(i=1,2,…)， 所 以 @ 式 中 的 等 号 仅 限 于 
bi 二 p 一 1，ci 二 0(i 二 2, 3,…) 或 ci 二 p 一 1，bi 二 0(i=2,3,*…) 的 情形 下 成 立 . 
其 他 的 情形 是 [bi 一 ci <1, bc. 

芳 b =c, 则 对 于 


ey bi O00 
p + pš + 


进行 周 梯 考察， 由 此 继续 下 去 即 可 断定 仅 当 对 于 某 一 适当 的 正 整 3k n, R 
省 bi 一 cy b,= Cz °° + bn-i=Cn-i by=:cn 二 1, buyt =O cx = p—1(R=1, 
2， ...); 或 者 D1 一 Cl b;= cx a bi-i=Cn -1° cn 一 bs 十 1， Cr =O. ba = p—] 
(k=i, 2, .) 时 ， 5 才 有 两 种 表示 方法 。 口 | 


b;,— c; = 


(500) 第 九 章 ” 数 级 和 级 数 


[定义 ]1，p 进 制 ， 底 ” 当 整 数 表示 成 @ 的 形式 ， 分 数 表示 成 @ 的 形式 时 ， 
就 说 它们 是 用 p HHRH, R 


q= {ap ob az anh = (bebes bos), PRUE. Xi 
也 称 二 为 以 p 作 底 的 小 数 表示 、 
注意 日常 使 用 的 是 十 进 制 ， 但 在 大 型 计算 机 中 使 用 二 进 制 。 


9.2 ”循环 小 数 
本 节 考 察 以 p 为 底 的 小 数 ， 
【定理 5 PC202y 数 二 可 用 有 限 小 数 表示 的 充分 必要 条 件 是 q 的 质 因 数 都 
为 了 的 约 数 . 
证 明 青 一 次 运用 在 【定理 ]2 的 证 明 中 所 用 过 的 (4) 式 . 
Dr 一 bi 十 r Dri=b;j)q+r> Dr.=b;q-+r ° 
| pr:-i=biq+r;. 
式 中 Or rz rÍ <q, 
“Pri-iSSr: (moda), 
a la Pra- P Tp- sawia = p"r (mod q). @ 
— SB B BGR DRA * 件 是 ， 对 于 某 个 适当 的 正 整数 四 ， 有 
r,=0, 
当 rm 二 0 it, HORA pr=0 (mod q)， 
出 于 7 和 4g HR, ix p"=0 (modd). @ 
AT, q 的 所 有 质 因数 都 必定 是 p 的 约 数 ， 
反之 ， 若 4 的 质 因数 都 是 p 的 约 数 ， 则 当 m 是 充分 大 的 正 整 数 时 ， 
@ 式 被 满足 ， 从 而 re=p"r=0 (moda), ËB E, B + o=<r,<q, 故 仅 
当 ra 一 0 时 ，rn 王 0 (moda) RM. DJ 
注意 A 一 B 是 4 的 倍数 ， 可 写成 AEB (mod q). 


【 系 】 既 约 分 数 坟 可 用 底 为 10 的 有 限 小 数 表示 的 充分 必要 条 件 是 ，q 的 质 


因数 只 有 2 和 5. 
证 明 在 [定理 ]3 中 ，p 一 10 一 2.5. (1 
【定理 14. aq 的 质 因数 不 是 p 的 约 数 时 ， 若 用 底 为 p Rh Š 32 Z Bg ë) 


分 数 z(o< t<i) WWE 


Š 9. 人 小数" 连 分 数 (501) 


Lafon be ms bae Baio bar Bani, Da} 
的 加 个 数 ( 带 有 横 线 的 部 分 )， 可 循环 地 出 现 
证 明 当 4 的 质 因数 不 是 p 的 约 数 时 ， 芳 用 底 为 的 小 数 表示 二， 则 由 


【定理 3。 和 为 无 限 小 数 当 建 立 起 与 【定理 ]2 的 证 明 中 的 @ 式 相同 的 式 
子 时 ， 设 所 得 商 的 数列 为 《bl，bz，…}， 设 余数 的 数列 为 (ri, rze). 由 
于 余数 riGi 王 1，2…) 都 是 比 4 小 的 下 整数 ， 故 其 中 必 有 相等 的 。 例 如 ， 
I rm™ m-s 这 时 有 

pr 一 DnilC& 十 7osrl，Brn=Dpn-i+tQ 十 rm-htls 

Prm+i—=bm;24 TTm+2; Drm-:+1—=bn-h+2d E ra-k+2 

b. eb; PE bz 一 bm-h+2， oe, Ontk™ bn. 

因而， 1 (bi be +) tB, (b. b.-n2, s Da) JERE h 4 
数 可 循环 地 出 现 . O 
ENL. EROS. ERP, AERA, Rmh ”如 一 个 小 数 其 
有 【定理 14 那样 的 循环 部 分 就 叫做 循环 小 数 ， 它 的 最 小 循环 部 分 叫做 御 Y. 
节 。 在 循环 节 内 的 位 数 ， 叫 做 循环 节 的 大 小 .从 小 数 点 右边 第 一 位 bi EË JF 
始 循环 的 小 数 ， 叫 做 纯 循环 小 数 ， 从 小 数 点 右边 第 二 位 或 以 EAR 
始 循环 的 小 数 ， 叫 做 混 循环 小 数 。 
[EW]. “t geai: D p 为 底 的 循环 小 数 表 示 时 ， ra=rs- ÇA 
【定理 ]4 的 证 明 ) 的 充分 必要 条 件 是 | 和 
p"-*(p*—1)0 (mod) q). 


证 明 MEZAR 的 证 明 中 的 DD 式 ， 有 


ra=p"r, ra- pr (moda). ©, 
AR, BA rara- r lq 互 质 ， 所 以 p"=p"® (modaga). 
“9""(p"~1)=0 (moda). © 


RZ, HOARN M. HJ, HOR 得 r. =S m h (mod a), 但 是 ， 因 为 
T naa 所 以 ru 一 rw- 这 时 弯 为 循环 小 数 。 
【定理 ]6。 假设 BG 约 分 数 - "a <1 ) 可 用 以 p ARRENE R 


若 ?p 和 4 互 质 ， 则 工 变 为 纯 循环 小 数 ， 若 不 互 质 ， 则 二 变 为 混 循 环 小 数 。 
证 明 ”假如 世 变 为 循环 小 数 ， 而 循环 节 大 小 为 hp。 则 由 [定理 15 有 4 
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- — . - 


p"-"(p"—1)=0 (moda), @ 
从 而 ， 如 果 p 和 4 FR, Wi 
pr 二 1 (moda). @ 


因此 ， 可 以 到 满足 四 式 的 最 小 正 整 数 为 凡 ，m 可 以 是 任意 的 ， 但 其 最 小 值 “ 
是 内 一 4%， 这 时 循环 节 从 bi 开始 ， 亦 即 变 为 纯 循 环 小 数 ， 

如 果 p 和 4 不 互 质 ， 则 不 能 有 m= 二 h. 这 是 因为 车 m= 有 h， 则 由 @ 式 得 
Paai (moda). AM., AF pHa 的 公约 数 为 h， 则 得 
0 七 1(modRh)， 与 上 面相 矛盾 ， 

从 而 ， 这 种 情形 下 的 循环 节 不 从 轧 Fik. 也 就 是 说 ， 是 混 循环 小 数 


UR] 当 p=10 时 ， 令 g=2x .58.t(t 是 与 10 互 质 的 整数 )， 
若 t=1， 则 二 是 有 限 小 数 ， 


车 a=p=0, 则 二 是 纯 循环 小 数 , 循环 节 大 小 h 是 满足 10' 台 1 


《mod#) 的 最 小 正 整数 . | 

3121, a, B 中 至 少 有 一 个 不 为 %， 且 令 h 为 满足 

max(a, p)=r, 10"=1 (modt) 

的 最 小 正 整数 ， 则 循环 节 从 b,,!1 开始 ， 其 大 小 是 h. 
证 明 ”出 [定理 }3，5，6， 可 证 ， 口 
【定理 }7。 有 限 小 数 是 有 理 数 ， 循 环 小 数 也 是 有 理 数 ， 
证 明 由 于 有 限 小 数 是 有 限 个 分 数 的 和 ， 故 为 有 理 数 ， 
假设 a= lao or e, an e 表示 循环 小 数 ( 底 为 p)， 设 其 循环 节 为 
(as, Onati: "" 5 Onti)» 则 对 于 一 切 非 负 的 整数 1， 有 


Gn+i 一 Gm+h+i @ 
e=( a+- pro a) etar RE l 
aer i © 


“pamat + 


Gm+h+ 
十 pi 4 eee , @ 
BQ, ©, ©, # 


89. hA ENS% (503) 


a N 
PE ETEN “二 Dn i )p' 


-( att + +), @ 
昌 式 右 端 是 有 理 数 ， 而 左 端 是 (? "一 1)ac， 故 a 也 是 有 理 数 . = 


9-3 用 小 数 作 实数 的 分 类 
【定理 }8、 实 数 可 用 小 数 ( 底 是 比 1 大 的 任意 整数 ) 表 示 ， 反之， 用 小 数 表 
示 的 数 是 实数 . 
证 明 取 正 实数 a 和 自然 数 p(p>0) 依 次 进行 下 列 计算 ，[ ] 是 高 斯 记 
=. 

a| =[a]), aj=a— a; Sr aq,=pa—au 

a:=[pa:], a,=pa,;—as;: 

. a= [p as]，astl 一 DB aa 一 0ni， 
由 此 ， 依次 确定 整数 as aG, az, a. E 0 SE % 8, 由 于 ay G, s; 
都 是 比 1 小 的 正 数 ， 帮 四 是 满足 0<o <p(i= 1.2…) 的 整数 . 


_ — a | G aa oz a 
从 而 a=as+a,, a, s Fi Dp p Tg, 


a= as+ ror 2 一 十 .十 rA E 


从 而 ,a 和 分 数 bs==ai 十 + sw +- Ra r :0 


出 于 p>2， 因 此 ， 如 果 使 n 充分 大 ， 则 一 -可 小 于 任意 给 定 的 正 数 e 也 
就 是 说 ， 数 列 {bi je ..., ..) 收敛 于 极限 值 a, 
| ama + t q... + pr Pree 


¿arku ee (aj, aí, az, arn) ŽP. 
有 反之 ， Pupu upa au {ao, aru az, *, Gn, ..} 时 ， 令 


a+ -和 2- 十 -性 -十 … 十 -名 -一 bs， 则 由 于 b(n 一 1，2，…) 便 为 有 理 数 ， 
nen Gs a n 十 2，…) 上 且 p>1， 所 以 当 m 为 大 于 n 的 整数 时 ， 


二 人 小. 


— Imri Gnt? sa. Am E AE 
bn 一 bx 一 p“! T p" 2 + p" 2 
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1 \m-s 
w i—_ (+ 
DES ME SOE p ° 
¿=n p b ( 1 一 二 
P /. 


1 1 1 
<= L T pio) ' 
p 
BT, En 充分 大 时 ， 这 个 不 等 式 的 右 端 从 而 左 端 其 绝对 值 可 变 为 任 
意 小 。 因 此 ， 根 据 $ 6.【 定 再 1]6， 有 理 数列 (ba) 收敛 于 实数 . 亦 即 小 数 
. Ña, oi, ox, +°, Ga +P 表示 实数 ， E | n 
当 a 是 负 实 数 时 ， 对 于 它 的 绝对 值 可 按 上 述 办 法 同样 证 明 。 o 
【定理 19。 用 小 数 表 示 实 数 时 ， 此 实数 为 有 理 数 的 充分 必要 条 件 是 ， 那个 
小 数 是 有 限 小 数 或 循环 小 数 
EA 必要 性 出 【定理 ]1，2，3，4， 可 证 ;充分 性 由 【定理 37 可 证 
【 系 】 用 小 数 表 示 实 数 时 ， 此 实数 为 无 理 数 的 充分 必要 条 件 是 ,那个 小 数 
是 无 限 不 循环 小 数 . 
证 明 ”因为 不 是 有 理 数 的 实数 叫做 无 理 数 ， 所 以 由 [定理] 和 9 得 证 . 口 
【用 小 数 作 实数 的 分 类 ] ú : 
bx | 有理数 | 
小 数 循环 小 数 < 一 | 实数 。 
无 限 不 循环 小 数 基 > 无 理 数 / 


94 连 分 数 


在 9.3 中 介绍 了 用 小 数 来 表示 实数 ， 现 介绍 与 此 相似 的 用 连 分 数 来 表 
示 实数 的 理论 . | 
| 设 a 为 任意 正 实数 ， 依 次 进行 下 列 计算 ， 此 计算 在 a, 变 为 整数 时 停 
l, C JERNES., 
. =la] a= ai=[a], a= , 


G= që ° qi— ai 


dz 二 [a], a= Co 一 Gy ; ...... 


os= [las], Qn= Z 


由 这 一 连 串 的 计算 唯一 确定 整数 列 {ap Gi, Q2; …})，, Go 是 零 或 正 整数 ， 


S 5. 人 小数" 连 分 y šX (595) 


ee 一 — aa a e a e 


但 因 ci>1(t=1，2，…)， 故 (ft=1，2，…) 是 正 整数 由 上 面 的 计算 
得 


1 
@= aa 
1 
We 
1 
a. + Di 
© 
PE EAN AER 
a,+ aspa 
上 式 可 简写 成 下 列 形式 ， | 
1 1 1 1 1 
qu E a r” SZ" ik >s © 
或 a=[a, Gri, G>, °° Gn) diid: (ë) 


【定义 ]5。 连 分 数 ， 有 限 连 分 数 ， 无 限 连 分 数 ”用 0 式 表示 的 分 数 叫做 连 
HRe ENTES n, a 变 成 了 整数 时 ， 此 分 数 叫 做 有 限 连 分 数 。 否则 
叫做 无 限 连 分 数 . 

H 把 a= 2 展开 成 连 分 数 ， 


i ly 1 C 
解 a=[a) =[V 21=1, a= r= 2+, 
1 us s: 
a,=[a,]=2, C2 一 a Y 2 十 1， 


1 — 
.. a =2, 65 pus +l,» a;=2, 
Qin=V 2 +1(i>1) 
本 s 
“V2 二 1 十 9 二 2 十 2 十 "二 [1, 2, 2, 2,…] 


【定理 ]10。 有 理 数 可 用 有 限 连 分 数 表 示 ; 反之 ， 有 限 连 分 数 表示 的 是 有 理 
M. 


证 明 设计 是 正 有 理 数 ， a, b 为 互 质 的 正 整数 ， 对 分 母 、 分 子 施行 SK 几 


BARRER A 
a=bq+r, 其 中 o<r,<b; 
b=r;q;:+r;, 0<r.<r;; 


(506) 第 九 章 ”数列 和 级 数 
0< r, < r2; 


aii m= NE A E 
ri=r.q; trs, 
eseooo sss... ..... ' 
Pa-1™@ fnn Fah Krei STs 
fa 一 nr+ldn+2， Peri mis 


a 和 b 的 最 大 公约 数 是 1， 必然 是 上 列 形式 。 把 它 改写 成 


. 11 az |... 
b =q, + b , Kiha = | 2 | 


DE 


则 证 可 用 下 列 有 限 连 分 数 表示 ， 


Wp q ss Ossa 
b nt q+ qst qdi+2 ° 


至 于 负 有 理 数 ， 可 以 对 它 的 绝对 值 作 同 样 的 处 理 ， 
反之 ， 有 限 连 分 数 显 然 是 有 理 数 。 口 
LEX]. 第 k 近似 分 数 ”在 把 正 实数 a 用 连 分 数 @ 表 示 时 ,分 数 
1 1 1 
Q “GP OS TU ar T “(Q 0) 

叫做 在 a 的 连 分 数 展开 式 中 的 第 上 近似 分 数 ， 简 称 为 a 的 第 k 近似 分 数 ， 
这 里 设 Pi» Q: ED. 
【 定 埋 111， 对 于 近似 分 数 的 分 母 、 分 子 ， 下 列 各 式 成 立 (n>2)， 

Pn=axrPa-1 二 Pn-,; 

Qn=anQr-1+ OQ-,; 

PrQr-1—Pr-101=(—1)"-, 
证 明 ”由 定义 有 


eee 


Š 9. 小 数 . 连 分 效 (507) 


~ 


一 wa 


P: _ _ 1 1 _ agoala? 十 ao 十 G 
a 
从 而 ， Po=go, Qo=1; 由 于 al 和 Goa, t 1 HR, # Pl 二 aoai 十 1， Q1= ai. 
又 因 
QoQ102 十 Qo 十 G2 二 Qo《4142 十 1) 十 qs 和 az 十 1 也 是 互 质 的 ， 故 
P, 王 aoala? 十 az 十 ao Q;.,=a,a;+1, 
。. 卫 2 一 02P:P。， CO: 一 aO +t Qo. 
亦 即 当 n=2 时 ， 四 ， 回 式 成 立 
现在 用 数学 妇 纳 法 来 证 明 @@、@ 式 对 于 任意 的 自然 歼 n(n 之 2) 也 成 
立 。 为 此 ， 假 定 @@、@ 式 对 小 于 的 任意 自然 数 nn 上 成立 ; 
P.=a,P,-,-P,-2 Q.=a,Q,-i- Q,-z(n<m), @ 


根据 定义 ，- 等 于 把 -om 中 的 o 换 成 ant 元 -后 所 得 的 表 达 
| m+ 
式 , 但 由 @ 式 ， 有 
Pa aaPs-i 十 Pa-: 
Q, anQm-1 二 Qn-2 i 
再 由 于 Pn-i， P,,->, Qn-1, Qm- 2 与 Am 无 关 ， 故 


r = Fi maa F Pn 


Qm+l pk 


(GPa- i 十 Pn- 2)am+i 二 Pn- A A G.P a T Pan- 
《Da +O,- 2 )Gn， 1 二 Qn- 1 _ Qn+1Qn tOn- 


但 是 ， fW By E. 分 子 Q=a,,.,Q.,` FO,-1 P=a,,. Pn +P. -1 是 互 质 的 ， 
这 是 因为 ， 对 于 mw<m，@ 式 成 立 ， 因 此 把 它 代 入 时 ， 有 有 

PQs-1— Pr-1Qr= (an Pn-1 HPn-2)Qn-1 

—P,-i(a,Q,-i + Q,-:) = — (P; - spada -2— P, -:Q.-1). 
EAN 3 2<<n<m 的 一 切 自然 数 n 成 立 ， 因 此 把 它 重复 使 用 nl 
次 ， 降低 n 的 值 时 ， 得 

s Q E T PoQ1)=(—1)"™!. @ 
但 是 PO, 一 PP,9= 一 (P,Qn-1 一 Pm-1Q,) 二 (一 1)"( 根 据 @)， 因 而 ，P 和 @ 
是 互 质 的 

Was arn 21, KQ, Qo s Qn, 
“.0>0. 


(508) 第 九 章 ”数列 和 级 数 


因而 ， 由 @ 式 得 I 
Pari = Om: Pm- Q.+1=0,,iQa Í| T Qn- 

在 以 上 讨论 中 用 数学 妇 纳 法 证 明了 ，@@、@@ 式 对 于 2 以 上 的 任意 自然 
数 都 成 立 ， 正 如 由 人 @ 式 推导 @ 式 那样 ， 由 人 @ 和 人 @ 式 可 导出 @@ 式 . E 
【 定 环 】12. 无 理 数 a 可 展开 成 无 限 连 分 数 ， 其 表示 方法 只 有 一 种 , # ë 
的 第 近似 分 数 为 -o-- ， 则 下 列 两 式 成 立 ， 

Po 


Q P 
< <0 << <-. s Q: a 


Qo 
n Pa- 
|a- Qn < “Qasi 
EA 用 9.4 中 最 初 的 方法 把 a 展开 成 连 分数 时 ， 由 【 定 理 ]10 91, a 为 
无 限 连 分 数 , 其 表示 方法 只 有 一 种 .根据 [定义 14， 在 -0 
代替 as 后 ， 所 得 的 式 子 就 等 于 a. 


另外 ， 正 如 在 前 面 的 证 明 中 乔 到 的 ，@、@ 式 即使 在 a 不 是 整数 时 
也 成 立 ， 因 此 


+1 


1 
wi pis 
Qn+l1 )r: dus Gs, iPa + P.- i 


g DAO u S | o 
| (a+ 二 一 ),-: 二 0,-: Qn+1Q:+ Qn-1 
=— _P,-Q,— PO,-1 
nam DN Q. ACOE TINN 4) Q Eoia (根据 @) 


1 
Tt GQ < 
(“出 @ 式 ，Q, 之 11) 
出 合式 去 分 母 ， 得 
= Qu+i(Qsa—P;)= =a (Qs-10—P,-1). 
但 由 于 an1 lo ÈX Qa 一 Pr 和 Qs-1Q 一 Ps-1 的 符号 相反 ， 其 绝对 值 
| Qna -Pa |<] Qx-10 一 Pa-1 m 


-| 2 一 -0， < 


Oy 


EB as -0 和 a 一 -C2- 的 符号 相反 ， 


e —— Y - ` — 


o 9. ; 人 小雪 k 连 分 数 (509) 
P 


H F a— Ë =a—a>o, >o, musa po, de ., ë=, … am 8 
加 ,数列 [人 eh 
从 而 结论 成 立 ， i o 


【定理 ]13. í 
证 明 RA EERE 


Qi 十 a; + `a, +... 


的 第 % 近似 分 数 。 其 中 ，ai1(i 是 任意 自然 数 )， 这 时 @、@、@ 式 成 
立 。 | 


由 oiZ1G= 1 2 MMORE, Q02). E 
l Qa = a,Q,- + Q,-,.2>a,Q,-,ZQ,-i, 
但 是 


卫 。 上 1 _ _P.Q.- i — QnPr-1 — 【《 一 1 


i — QO GO TROS 
P. _ Pr-2 PaQa-2—QaPa-2 
90。 Q.-: “” Q. Q, -2 
ss (a,P,-, 十 P,-,) Qs-2 一 (a.Qx-i +Q,-:2)P,-2 
g QnQ:-: 
aa(Pr-1Qr-2—Qs-1Pn-2) _ C 1) as 
nx(C)n-2 Q,Q s 2 S ©). © 
HOA 人 
Pon41 Pon-1 Pon 2 P,,-» 
Qu Qa- ’? Q. `H Q2n-; ° AA H 
"i (n 是 任意 的 整 效 ) 
P. P P Pon 
从 而 ， 效 列 | O ; Q, ° QO- Ge | 
Ps E n+l i l 
单调 增加 ， 而 | 全- Oy: , Qs ' “= Dana po J 
单调 减少 ， 但 是 由 @ 式 ， 有 . 
pi Ponet .. Pon 


1 
Qs, Qa E; Quas+i Qos >0. 
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r < e < Sure < 二 是 任意 的 自然 数 ), 因而 , 数列 
Po P, Pa P; Pongi 
[0 Qs ae 5 ER, msaga e ga e) 
HFR. H Se EEA, (188 eg. ' 
KH Qa =ar Qn- +Q,-.2>2Q,-;, 
“Qn> 2Qn-2> F Qs > >22Q | = 2", 
Qi>2Qn-:>22Q: 5>…>>2"Q 一 2 
从 而 ， 根 据 @ 式 得 
Posi _ Pon a= s... e 
Qzn+1 Q Qoa, 1 Qon 2 " 
车 fn 充分 大 ， 则 上 式 右 端 从 而 左 端 可 任意 地 小 ,因此 ， 两 个 收 钙 数列 


0 P. Pon Pi Ps Pon, 
e A A ama. 
收 仇 于 同一 实数 ， 令 此 实数 为 2， 根据 8 6. DEF]7, 3821 
LA RE A E AEE- T. 1 DT : 
[e a o g = kt, 其 极限 值 是 2 在 无 限 连 分 
数 的 情形 下 ， 根 据 [定理 ]10，2 不 是 有 理 数 而 是 无 理 数 ， u 
[用 过 分 数 表示 的 实数 的 分 类 ) 
E 
eT ldi H, š 
无 限 连 分 数 世 六 无 理 效 


$ 10, 复数 数列 ,级 数 


101 复数 数列 

HZS zi, 我们 在 实数 范 辕 内 进行 了 讨论 ， 而 在 $ 10 中 ， 要 处 理 
复数 数列 ， upaa ， 我 们 要 考察 在 前 述 的 定义 、 定理 中 间 ， 哪 一 些 还 成 

为 此 ， 先 列举 两 个 必要 的 复 效 性 质 (参照 第 六 : 章 )， 

[1] 全 体 复 数 的 集合 构成 域 ， 即 对 于 四 则 运算 是 封闭 的 (这 点 与 实数 
是 相同 的 ). 

[2] 复 散 不 能 比较 大 小 (这 点 与 实数 不 同 )， 但 由 于 复数 的 模 是 实数 ， 
故 复数 的 模 可 比较 大 小 ， 


—— 2- a 


$ 10， 复 数 数列 .级 数 (511) 

假如 同样 用 § 1 的 [定义 }! 定 义 复 数 数列 和 实数 数列 ， 从 上 面 两 个 性 
质 看 到 ， 前 述 的 定理 、 定 义 ， 对 于 复数 数列 变 为 下 面 的 形式 .无 穷 数列 ， 
无 穷 级 数 见 10-2). 
(H) 定义 、 定 理 原封 不 动 成 立 的 有 

1.1 中 数列 的 定义 ，$ 2 中 等 差 数 列 ，§ 3 中 等 比 数列 ，$§ 4 中 各 种 数 
列 及 其 和 ， 8 7 中 递 推 公式 ， 这 些 都 仅仅 与 四 则 运算 有 关 ， 倚 此 根据 [1] 
成 立 ， 
(Z) 不 再 成 立 的 有 

1.2 中 单调 数列 ，1.3 有 上 (下 ) 界 的 数列 …， 根 据 [2] 不 再 成 立 . 

$ 9 中 小 数 连 分 数 … 仅 仅 与 实数 有 关 ， 因 此 ， 根 据 [2】 不 再 成 并. 
(W) 经 修改 后 成 立 的 有 


1:3 中 有 界 数 列 的 定义 ,…… 有 必要 改 成 下 面 的 定义 : 
LEXI. 有 界 数列 ”所 有 项 的 绝对 值 ( 模 ) 不 超过 某 正 常数 的 数 列 ， 叫 做 
有 界 数列 . 
(T) 其 他 


$ 5 中 数学 归纳 法 是 以 自然 数 的 性 质 为 基础 的 推理 形式 ， 它 本 身 与 实 
数 或 复数 没有 关系 ， 不 言 而 喻 ， 所 处 理 的 数 也 可 以 是 复数 ， 


10.2 复数 数列 .级 数 的 收敛 性 


复数 数列 极限 的 定义 ， 与 实数 数列 一 样 ， 采 用 $6 的 【定义 】1. 

由 于 不 能 比较 大 小 ， 所 以 正 负 无 穷 大 的 定义 ， 上 下 界 、 上 下 确 界 的 定 
义 以 及 与 它们 有 关 的 3 6【 定 理 ]3@, @;【 定 理 ]4, 5, 8, 9， 都 不 成 立 ， 

无 穷 大 的 定义 修改 成 下 面 的 形式 ， 
【定义 ]2， 无穷 大 ”如 果 对 任意 给 定 的 正 数 G， 存 在 自然 数 N， 使 得 对 于 
满足 n>N 的 一 切 整数 m |a, | >G 成 立 ， 这 时 , 称 数 列 {qs} 变 为 无 穷 大 ， 
记 成 ， G 

人 

这 时 下 列 定理 成 立 ， 

(EMN. (1) 若 lim =o， 则 1im -一 0 


(2) #lima= 4( 有 限 常数 )。 


`~ oa 


(62) ` 第 九 座 ”数列 和 级 数 
x limb,=°, 则 limCas+b)=oo 
(3) #lima,=.4Ə80 GHR 3030 lim om 一时， 
车 lim bn=%%， H)lima,b,=ço. 
证 明 由 数列 收敛 性 的 定 义 和 无 限 大 的 [定义 ]2， 显 然 成 立 ， n" 
— r 1 aS 有 下 列 定理 ， 


【定理 }2。 设 有 复 数 数列 Ca) 六 一 个 复数 C， 如 果 令 C, 的 实 部 为 a。， 虚 
部 为 bs,C 的 实 部 为 a，F 感 BZ 67 b, ili) 


Ca—C 的 充分 必要 条 件 定 aa, H brb. / 
证 明 
因 lc,—cl=<l]a,-a] + ]b5,—-b] < 2 | CC | m=t1,2, …)， 
故 定 理 得 证 。 [1 


根据 此 定理 ,复数 数 列 的 收 剑 性 由 实数 数列 的 收敛 性 来 决定 ， 所 以 可 
对 复数 数列 运用 $ 6 的 诸 定理 , 因此 与 $ 61 定理 }1,2,3,6,?7 同样 的 定理 也 
成 立 ，$ 6【 定 理 】9 可 变 成 下 列 形式 
【定理 ]3 数列 ird 在 |r1 >1 时 变 为 无 穷 大 ,而 当 Ir] SIH, KAFO. 
ma: (1) 当 1r| >1 ñf, $ Siri =1+h, h>0, 
则 Ir |= |]r| '=(14 -h)">l+nh, '.n—>œ, nh— oo°o, 
TE Lai | 一 co， TEEL 
(9) 当 o< 4r1<t 时 ， 令 1r1 = 上， 
a M = TLr>1. 
据 根 (1), nokt, $", Ai WEEN (C) 
A r" | =-(+) —0. 


u 日 
ERANA, ARRAT S 8 定义]1 定 义 ， 这 时 得 到 下 列 定理 ， 
rean. 如 果 对 于 一 切 自然 数 zm， 复 数 c. 的 实 部 为 a.:,， 虚 部 为 bx: 则 


~ ~ 


BKF. ik PEDA E E DH jn $ ba Bukak, MEH 


tzl 
Stoa Sati >. l TEE ç 
nazı t=1 ` 


证 明 由 [定理 ]2 和 级 数 的 定义 可 证 ， `. (Ç 


Si. 复数 数列 ' 级 数 . (513) 
因而 ， 复 数 级 数 的 收敛 性 由 实数 级 数 的 收敛 竹 来 决定 ， 可 运用 8$88 的 
诸 定理 ， 所 以 与 $ 8【[ 定 理 ]1 2, 3, 辐 栏 的 定理 对 复数 级 数 也 成 立 ， 
设 绝对 值 级 数 、 级 数 的 绝对 收 化 的 定义 二 与 实数 情形 相同 ， 这 时 有 下 列 


定理 
【定理 ]5。 如 果 对 于 一 切 自然 数 n， 复 数 cs 的 实 A YI das 虚 部 为 5,， 则 


> Cn 绝对 收敛 的 充分 必要 条 件 是 21 n> b, 都 同时 绝对 收敛 . 
s=3 


证 明 ZEAR |ar| <]c, |, bal << l. le, | Slaf + b, O 
由 此 定理 可 知 ， 在 复数 级 数 中 ， Š$ 8 的 【定理 112, 14, 15 ERZ. 
宕 级 数 的 定义 也 与 实数 的 定义 相间 ， 因 此 ，8.6 节 的 讨论 ， 对 复数 th. 
同样 成 立 。 从 而 , 【定理 j18, 19,20, 21, 22, 23 也 成 立 。 
注意 81~ 9 中 的 函数 是 以 实数 年 为 变数 的 ， 但 运用 于 复数 数列 的 讨 
论 时 ， 必 须 是 复 变数 攻 救 ， 这 时 ， 上 述 讨论 成 立 。 详 细 的 讨论 在 此 从 赂 ! 


ATE HAH AE 


$1. PR2BJIKIR 


11 Æ X 
【定义 】! .函数 的 极限 (1) 函数 fx) 14 x EF a B URRI ARR, È 
指 ， 对 于 任意 小 的 正 效 es， 如 果 存 在 正 效 6， 使 得 
3 0<|x—a| <ó W, 恒 有 ,f(x) 一 1, 之 e。 这 时 , 记 作 
lim f(x) =1 或 1(x) 一 1 (x 一 a)。 

注意 ”这 个 定义 确切 地 表达 了 “ 当 x 无 限 趋 近 于 a BN. f(x) PB i T V 
的 含义 由 定义 显 见 ，f(x) 在 a 的 空心 邻 域 ( 即 a 的 邻 域 ， 但 除去 o) 内 有 
EX, EFE x=a 点 是 否 有 定义 可 以 不 考虑 。 一 般 地 ， 当 上 为 变数 ，a 为 
常数 时 ， 记 号 £—a 表示 EBT a, 1% £ RARS, H E £a, 23 Š 
在 求 极 限 的 过 程 中 是 因 变 数 时 ,上 可 交 为 a .上 述 定义 的 几何 意义 如 图 10 一 
1 所 示 。 图 中 把 夹 于 二 直线 y=l—e, y=l+e 中 的 带 状 部 分 记 2 R, MA 
在 出 正 数 e 所 确定 的 正 数 6， 使 曲线 > =f(x) 在 开 区 间 (a 一 6，a 十 8)( 但 除 
去 @) 内 的 部 分 波 包 含 在 R 内 ， 
例题 1. lim (2x—1)=1. 
解 由 于 |(2x 一 D) 一 1![=21x 一 11， 
则 当 0& xi < 时 ，| (2x 一 1) 一 
1 <: ER. 

lim (2x—1)=1, 


2—4 
2 li 一- 一 4， 
例题 ?。 X 一 2 
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解 mt 二 在 x=2 处 没有 定义 ， 但 在 x 关 2 处 ， 全 一 x 十 2， 因此 


对 于 任意 的 正 数 e， 车 取 6=e， 则 当 ee 时 ， 
a -ce ERZ, 


X 一 2 


例题 3 . lim x`=8., 
解 ” 先 变形 为 x'—8=(x—2)(x2:--2x-F4) 
一 (x 一 2)[Gx 一 2)2 十 6(x 一 2) 十 12] 
34 0<[x—2[<1 N, #; 
' |x:+-2x +-4 |<] x—2 Ë +6|<x—2|+12<1+6+12=19. 
从 而 ， 当 0<|x 一 21|<1 时 ， 有 jx 一 8|<19]jx 一 2J|。 于 是 对 于 任意 的 正 


Stes ZW 6=min(1, ro 则 当 0<|x 一 2]<6 时 , |x* 一 8|<e 恒 成 
lim x`=8, 
例题 4. 2 lim f(x)=1, U imj) =li. 
解 根据 假定 ， 对 于 任意 的 正 数 e FEEN 6, 使 得 当 0<|x 一 aj<6 时 ， 
ODK 生成 立 。 由 于 Oo e o- 
上 <s， 
lim {f(x) | 一 | 
注意 “其 逆 合 题 不 成 立 | 
【定义 ]2.… 函数 的 极限 (2) 如 果 对 于 任意 的 正 数 G， 存 在 正 数 8， 使 得 当 
0<|x—a [<ò 时 ,f(x)>G [fx)< 一 G] ERZ, 就 说 当 x 趋 近 于 a 时 函 
数 1(x) 的 极限 是 十 [一 oo]， 并 用 下 式 表示 
lim jx) 一 十 co [一 eo] 或 fo 一 十 oo [—°] (x—a), 


AA 1 . 1 
ME lingote. ligy. 


A ”对 于 任意 的 正 数 G, W a=, 证 则 当 o<|<—1]<á6 时 ， . 


-a 


G> goy Se Eks, 


$1. HARRER (517) 


nemm — 


s 1 i =] | 
lim x 二 135 = +o, I Way Te 
【定义 ]3. Re Am iE; Ah 1285 e， 存 在 正 数 G， 使 得 当 
E 1(x) 的 极限 值 是 1, 并 用 下 式 表 示 
lim f(%)=1 或 JGO—1 (>+). 


[lim f(x)=1 或 J(x)—1 (x 一 一 co)]. 


例题 lim. x2-+1 =, 
| -区 一 | = |-> |< 3 Gs, 故 对 于 任意 
的 正 数 。。 考取 o= | 2 , M. TL g |< E R 
Y, 因而 
3x2+1 


lim x2-+1 
[定义 ]4. 函数 的 左 ( 右 ) 极 限 
(i). 如 果 对 于 任意 的 正 数 e， 存 在 正 数 6， 使 得 _ 0<a—x< B, 
Jf(x)—1il<e 
ERM, 就 说 x = ida a a 时 函数 f(x) 的 左 极 限 值 是 l, 并 用 下 式 表示 
| lim Je) = 1 或 jJ(x)—1 (x 一 a 一 0). 有 
(2) 各 果 对 于 任意 的 正 数 € 存在 正 数 ó, 使 亿 0<x—a<óB, 
[1x) 一 由 Ke 
恒 成 立 ， 就 说 x 趋向 a 时 ， 范 数 fx) 的 右 极限 值 瑟 1， 并 用 下 式 表示 
lim j(x)=1 或 J(x)—1 (x>a+0). 


注意 ” 当 lim f(x), lim f(x) 存 在 时 ,分 别 用 f(a 一 0)，f(a 二 0) 表示 它 


们 ， 另外 ， 把 x—07’, x—0*° 分 别 简 记 作 X 一 一 0， X 一 十 0， 
例 是 1. lim [x]=0, lim [x]=1. 


解 。 高 斯 记号 [x] 表 示 不 超过 x 的 最 大 莹 数 (第 三 章 §3,3.3). 由 于 0<2X<! 


(518) 第 十 章 KAII 


ee ey —N R L — Ty e e O 


时 ，[x] 一 0， 故 对 于 任意 的 正 数 e OR o=, WY 0<1-x<e 时 ， 
1x]|=0<e ERY, Wit lim [x]=0。 又 国 为 1<x<2 时 ，[x] 一 4 


所 以 对 于 任意 的 正 数 e, 若 取 6= 2, 则 当 0<x 一 1<6 B, [|[x)—1|= 
0<e ERY, Mit lim [x] 一 1， | 
例题 2，lim 1(x) =1 的 充分 必要 条 件 是 

lim lim {=r 
解 若 lim fx)=1， 则 由 【定义 ]1 知 ， 对 于 任意 的 正 数 e。 如 果 适 当地 


选择 正 数 8， 则 当 0<jx 一 aj 之 6 时 ，|f(x) 一 1'<e 恒 成 立 ， 
由 于 0<jx 一 ao1<6 与 a 一 6 之 x 过 a+6，x 顾 a 是 等 价 的 ,因此 当 0<x-y 
< 或 0<a 一 x<6 时, |1(x) 一 1|<e 成 立 。 

因而 ， 由 [定义 4、(1)，(2) 有 lim J@)=lim 1(x)=1。 Rè, 
假如 lim 1(x)=lim f(x) 成 立 ， 则 由 [定义 ] 4 的 (1)、(2) 知 ， 对 于 任意 
的 正 数 。， 江 适当 地 选择 正 数 d, do MH 0<x 一 ao< 6: 或 0<a—x<2, 
h, Ife 恒 成 立 ，。 

从 而 ， 若 取 ô= min lð 02)， 则 当 0<|x—a <ó HJ, [f(x)—1il<e 
ERX. 

因此 ， 由 【定义 】1， lim f(x)=1. 


注意 除了 [定义 ]1~【 定 义 ]4 所 定义 的 极限 、 左 ( 右 ) 极限 外 ， 还 有 各 各 
形式 的 极限 和 左 ( 右 ) 长 绢 ， 现 将 它们 全 都 列 在 下 表 中 。 


X 
| -i 时 BES 


o<|[x— a| <ó fi ~i l<e 
5 0<a— x< ! f(x) —1 /<e 
ó o<x- <è {fe 


,lim P (x)=1 
lim f(x)=1 
zeste 
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—s — —P- 


Hm f(x)=1 € G x>G ( f(x) —1 !<€ 
im f(a)=l € G x<—GÇG (f(x) —1 /<€ 
lim f(x)= +° G ò o<] x—o <ò f(x)>G 

lim f(x)=+ e° G b 0<a— x< JDDG 
,lim f (x)= +o G ò 0<x—a<b f(x)> G 
lim f(x)= +o G g x>g f(x)>G 
lim f(*)=+ ~ G g x<—g f(x)>G 
lim f()=— ° G ò o<] x—a |< f(x)<— G 
Jim f@&)=— e G ò 0<a—x<Š f(x)<—G 
lim f(x)= — o G 0 0<Cx 一 0< f(x)<-—G 
limf (x)=—~% G g x>g f(x)<—G 
,lim f(x)=- ° G g x<—g f(x)<—G 


12 基本 性 质 
【定理 】1 当 x 趋 于 a 时 ， 函数 fx) 具 有 有 限 极限 值 的 充分 必要 条 件 是 ， 
对 于 收敛 于 a 的 任意 数列 (x. ， 相应 的 函数 值 数列 {f(x,)》 都 收 S, 
IB x, 必须 属于 f(x) 的 定义 域 且 xa (n=1, 2, ees ). 
证 硼 (必要 性 ) 设 j(x) 一 1 《x 一 aY，{xs} 是 满足 定理 条 件 的 任意 数列 ， 
根据 恨 定 ， 对 于 任意 的 正 数 c FEER ó, 3 
0<ix—a|<ó if, [|#G@)—1[<e 
ERZ. 
又 由 于 aZx,—a CO 所 以 对 于 上 述 6， 存 在 自然 数 n 使 
n>n Bf, 0<|xs 一 al<6 
和 恒 成 立 ( 第 九 章 ，§ 6，6.1). 
从 而 ， 对 于 任意 的 正 数 ce， 存 在 自然 数 no 
使 得 
当 hon Bi, [flx —1] <= 
ERL. 
因而 1(x,)—1(n— e), 
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—— - — 


(33 分 性 ) 设 对 于 满足 定理 条 件 的 任意 数列 {xs} ， s (fx) 恒 收 
敛 。 今 证 明 (f(x) 的 极限 值 与 {x,》 的 选择 方法 无 关 。 设 .{xs} ， 
{xs?》 是 满足 定理 条 件 的 任意 两 个 数列 ，f(x) 一 1， et). 

由 于 数列 x, x, Xos Xat, s, Xay X. KAT a, MORE, 
数列 


Jx), 1G@), f(x2), Jx 2) 6", fx.), FCX), 

bket, 若 令 工 为 其 极限 值 ， 则 数列 {f(xs)} 。 (a 都 是 上 述 数 
列 的 子 数列 ， 故 1=L，1 =L 《第 九 章 ，§ 6，6.2). | 

因而 i=, BAF 《fxs)》 的 极限 值 与 数列 {xn} 的 选择 方法 无 
关 。 | 
其 次 ， 证 明 当 g(x,)—1 (nn 一品) 时 ，f(x) 一 1(x 一 a). 暂且 假设 1 不 是 
1(x) 的 极限 值 ， 则 对 于 某 正 数 s, 

不 论 正 数 6>0 如何， 总 有 满足 0<ix 一 a /<5 的 点 点 x， 使 jf(x) 一 1 之 
Be 

Biz x, 是 对 应 于 ò= (n=1,2,---) 的 %， 则 由 于 kus 
所 以 x,.—a(n—e°). 

从 而 ， 根 据 假 定 必 有 0 

但 是 ， 对 于 此 数列 (x, ， 由 于 由 (xn) 一 Te， A N 
œo) FE 

-因而 ， 帮 xz) 一 以 x 一 0)。 F 
>g 在 lim f(x) = 十 co 的 场合 ， 各 果 相 应 地 改 为 ， 当 ax. —a(n—- 
co)R$, 1 J(x,)— +00 Cn 一 co). 在 lim f(x)=!1 的 场合 ， 改 为: 当 x a 一 十 eo 
(n=) 时 、 {f(xo)》 收 鳅 ， MEZEN 成 立 。 名 此 等 等 ， pia 


1 ? 2 
ag >= ——V ne =1,2 ,**° , l F Xa 0 
解 Er x (atis (n ) , 则 当 n 一 co 时 ,xs 一 
xz 一 0， 但 是 由 于 sin -—=sin nz=0, sin 


1 Z Kes 
E =3 i (n=1,2, 


$,….)， 故 根据 [定理 】1， lin sin KAHE. 


$ 1 函数 的 极限 (521) 
定理 2. 当 lim j(x) 一 A，lim g(x)=B (A, B 是 有 限 值 ) 时 ， 下 列 各 式 成 
立 xa 
C) lim kj(x) =RA (k 是 常数 )， 


《2) lim [f(x)+g(x)]=AtB; 
(3) lim f(x)8(x)=AB; 


(4) lim 1 =- 人 A- (B=). 


证 明 ”出 [定理 六 和 关于 数列 极限 的 定理 (第 9 章 88,6.2)， 这 个 定理 员 然 
成 立 。 但 在 下 面 ， 仍 然 从 定义 出 发 直接 证 明 。 

(1) 由 于 (x) 一 A (x—a), 8 对 于 任意 的 正 数 e FEER 85， 使 得 
<à H, 


x—a 


当 0 < 


€ iia 
J(<) — < qap as ° 


从 而 ， 对 于 任意 的 正 数 z, 33 0<|x—a|<ó if, 


[kle <e 


[erara =i ThI+1 


恒 成 立 ， 
lim ki(x)=RkA. 


(2) 根据 假定 ， 对 于 任意 的 正 数 c， 存 在 正 数 61，6s， 当 
<ó; 时 ， ho 一 上 < @ 


1) — A 


< 


0<|x—a 


xa 


0 < 


ERY. 
aa -从 而 ， 若 令 6 二 min (ó, ,0,)， 则 当 0<|x—a <ó B+, @, @ sÑ 同 时 N 
R, ARK 

VEz) +g(x)]— (A+B) =] [1(x) —A]+[g(%:)—B]| 


<ó; 时 。 


g(x)—B <$ © 


< iD-A + 


| 
Ea lim [ji(x)+g(x)]=A-+B. 


so 下 < 生生 
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(8) 由 于 f(x) 一 4(x 一 ao)， 所 以 存在 正 数 6， 使 4 0<|x—a] <å 
H, #|IG)—- A[<1, El 4 一 1<f(x)<4+1 恒 成 立 
现在 ， 著 令 M:=|4|+2， 则 —M< A—1< A+1<M, 因此 ， 当 0<< 


Ix—a| <8, R}, |j(x) |< M @ 
恒 成 立 . 
此 外 ， 对 于 任意 的 正 数 e， 存 在 正 数 6,， 当 
0<|x—a <8: it, | #(x)— À TN IESS @ 
ERZ. 
由 于 g(x)—B(x—a), 故 对 于 任意 的 正 数 c, FEER 6，,， 当 
0<|x—a |< å; k 一 T ©; 
ERZ. 


Jü, ZF ó=min(ó,, ó; ó), WOK xa <ih, 0,0,0 
式 同 时 成 立 ， 因 此 得 
Jj(x)g(x)— ABI=|f(x)[g(x)—B]-+B[f(x)— .41 
<i f(x) | lg(x)—BI+IBI|f(x)— Al! 
<| f(x)! jg(x)—BI+(BI+1) {f(x)—Ai 


<M-- T JBI+1)S0BIT1Y TE 
a lim1G) g(x)= AB. 


(4) 如果 能 够 证 明 ， 当 g(x)—B 《去 0) (x 一 a) 时 ， =G 一 一 ` (x—a) 


成 立 ， 则 根据 (3) 可 证 (4) 成 立 . 
` 由 于 g(x) 一 B(x 一 a)， 故 对 于 任意 的 正 数 e， 存 在 正 数 ôr të 


4 0<|x—a|<à, 时 , ls(x)—B < © 


. WA, X, # g(x) 一 B(x 一 a)， 则 g(x) 一 | B1(x 一 a)([ 定义 1 的 例题 
4)， 因 此 ， 存 在 正 数 ôo 3 


0<|x—a |< ó; 时 ， ES -1B1|< 17t 


ke y> BL, RA 


| ERX H KS 


一 数 的 极限 (655) 


fa wm 一 一 -一 一 -en — ° RE Ee ep s a a 


当 sd cnt, | (O NTT @ 


便 成 立 。 若 令 6=min(6;，6:)， 则 当 0<|x—a|<óBW, © © 同时 成 
立 ， 因 此 得 


1 1 lg-Bl plp 1 2 _ 
g(x) B|  ÍB|jg(%)| KT P'e B| [IB] £ 
li =. 
n g(x re x= 


注意 这 个 定理 ， 当 4、B 有 限时 ,不仅 在 x 一 a 时 成 立 ,而 且 在 x 一 0 十 0， 
YX 一 0 一 0， 以 及 x 一 十 cc，x 一 一 co HKA. H A, BÆ +o 或 一 oo 
时 ， 设 a 为 有 限 的 实数 ，c+ 为 正 数 ，a- 为 负数 ， 这 时 ， 如 约定 
> (a k +oo)+(+oo)=+co, (a $ 土 c) 一 ( 干 co) 一 土 co， 
(at 或 .+oeo)( 土 c)= 土 cc ，(a- 或 一 co)( 士 oo) 一 于 oo， 
a+ (+oee)=0 ( 同 取 上 号 或 同 取 下 号 ) 
则 该 定理 也 成 立 ， 对 于 其 他 情形 ， 可 参看 第 十 一 章 § 8, 8.7. 
[EM]. E a 的 空心 邻 域 ， 有 f(x) 生 g(x)， 这 时 
(1) #Himj(x)= A, lim g(x)=B, (A, B 是 有 限 值 )， 则 ASB. 
Ya raai 


(2) 若 lim f(x) 一 十 co， 则 lim g(x) 一 十 co， 
(8) #lim z(x)=—°°, N lim f@)=-—°%°. 


证 明 (1) 暂且 假定 A>B, 则 对 工 充分 > 小 的 正 数 e， 有 4 一 e>B 十 e， 
由 于 fx) 一 4，8g(x) 一 B(x 一 a)， 故 对 于 这 个 e， 存 在 正 数 ôo ó, 2334 
0<|x—al<0! 时 Ae<f(x)< A+e, @ 
: 0<|x—al<6, 时 , B—e<g(x)<B+e @ 
恒 成 立 ， 若 令 6=min(6,6:) , 则 当 0<l|x—a[<ó H, O, OA ËB) 时 成 
Z, BEE 1f(x)>4 一 ec>B+e>g(xz)。 从 而 ， 当 0<jx 一 al<56， 变 为 
f (x)>8g(x)， 这 与 已 设 条 件 了 矛盾 ， 因 而 ASB. 
(2) 由 于 f(x) 一 十 oo (x—a), 故 对 于 任意 的 正 数 G, 车 适当 地 选择 
E% 6， 则 当 
| 0<|x—a|<ó 时 , f(x) >G 
ERY., 由 于 0<fx 一 alK6 时 ， f(x) 志 g(x)， 故 得 g(x)>G， 因而 ， 
lim g(x) =o, 


N 
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(2) 由 于 g(x) 一 一 2 (x 一 a)， 故 对 于 任意 的 正 数 G, 存在 正 数 ô, 
使 当 
0<|x—a!<óBF, g(x)<—G 
ERY., HF 0<|x 一 a|<6 时 ，f(x) g(x)， 故 得 1(x) < 一 G. 
因而 ， lim f(x)=— c0. 


注 塞 ”如 果 对 【定理 】3 作 适 当 修 改 ， 则 此 定理 不 仅 在 xa 时 成 立 ， 而且 
在 x 一 0 十 0，x 一 4 一 0，x 一 十 ce，x 一 一 co 时 也 成 立 。 另外 ， 对 于 (1)， 

即使 fx)<g(x)， 也 不 一 定 有 A<B, 例如 对 于 fx) 一 1 一 x2 ,5g(x) 一 1 十 
x°, 当 x0 时 ， f(x)<g(x), 但 lim f(x)=lim g(*)=1. 口 


TERM. RE a 的 空心 邻 域 有 f(x) 三 g(x) Sh (x). 
1im 1(x) =lim h(x)=1, Mi lim g(x)=1, 
证 明 HT j) hila) , 故 对 于 任意 的 正 数 e, 存在 正 数 61、 
6:， 使 得 当 
0<|x—a[|<àó, W, 1— £ <J(x)<1+=e, @ 
0<|x—a|[|<ó, 时 , I—#<h(x)<I1I+e @ 
ERZ. $ ó=min(ó,, d), MA o<|x—a|]<ó W, @, OR 
同时 成 立 ， 因 此 得 1 一 e<f(x) 过 oe(x) S<h(x)<1+*e. 
从 而 ， 在 0<jx 一 a|<6 时 ，| g(x) 一 1|<e ERS, AH 
lim g(x)=1. 口 


注意 ”如 果 对 定理 4 进行 适当 修改 ， 则 此 定理 不 仅 在 x—a 时 成 立 ， 而 且 
在 x 一 0 十 0，x 一 0 一 0，x 一 十 cc，x 一 一 co 时 也 成 立 。 


1 
例题 lim x sin—=o. 
xo x 


1 
xsin > <i x K 


8 5 <o 时 


š 
H-+]|x|]—0(x—0), 故 由 [定理 ]4， 有 


-ls sin 一 


多 siñ 全 -0(x 一 0)， 


【定义 ]5。 复合 函数 ” 设 函 数 f(x) 的 定义 城 为 D， 函数 g(y) 的 定 区 


$S 1. KAHRI (525) 
为 D*， 又 设 fx) 的 值 域 1(D)( 当 x 在 DD 中 取 一 切 值 时 ,f(x) 的 值 的 集合 ) 
包含 在 D W. 

这 时 ， 设 x 为 D 中 任意 的 数 ， 而 y=f(x), z=g(y), 如果 使 z 与 % 
相对 应 , 则 可 把 z 看 作 以 D 作 定 义 域 的 函数 ， 这 人 函数 叫做 z=g(y)flly= 
IORS KR, A z=s[f(x)]sk z= (gof) z) 3228. 复合 涵 数 也 可 由 三 个 
或 三 个 以 上 的 函数 复合 而 成 。 
例题 1. 试 求 g(>)=27 十 1 和 f(x) = sinx 的 复合 溪 数 . 

x 由 于 D 为 (一 co， 十 co )， jD) H-1, +1 D“ 为 (一 co， +), 
H (DDD, W D 作 定义 域 的 复合 函数 gLf(x)] 是 2sin x 十 1. 
例 是 2. 试 求 g(?)= /了 和 fx)=sinx 的 复合 函数 . 

解 D=(—œ, +œ), J(D)=[— 1, +1], D*=[0, +œ), (DRE 
全 包含 在 D: 内 。 现 在 ， 如 果 把 1(x) 的 定义 域 D, Wilna, (n+) 
(n 是 整数 ) 内 ， 则 f(D,)CD’， 因此 ， 以 D, 作 定 义 域 的 复合 DA 
gL[f(x)]=\W sinx. 

[ER]. RER j(x) 在 a 的 空心 邻 域 有 定义 ,f(x) 的 值 域 包含 在 通 数 g(y) 
PEAR; H lim j(x)=b, lim g(y)=1 这 时 ,如 果 下 列 条 件 中 任何 一 


条 成 立 。 
(1) k 除外 ， 在 a 的 邻 域 1(x) 才 b; 

(2) g(y) 在 y=b 连续 ， 
那么 lim g[f(x)]=1. 
证 明 (1) 成 立 的 情形 ， 由 于 g(y)—1(y—b), 故 对 于 任意 的 正 数 Es 存在 
正 数 ôt, 使 

. š 0<|y—b |< R, |g(g)—1 <= 
ERY, 再 由 假定 (i) 和 1(x)—b(x—a), 对 于 正 歼 óZ, 存在 正 数 ôs” 
当 | 、 


 0<|x—a [<ó 时 ,0<I(x)—bl<6° 
ERS. 从 而 ， .对 于 任意 的 正当 Es fE IE SL Ü, 
8 0<|x—a |<3 时 , Jg[1(x)]-ll<e 
成 立 。 l 
lim gLf(*)]= 1. 


`: (9) 成 立 的 情形 由 于 g(y)# y=b 连续 ， 故 根据 连续 的 定 X ($, 
LXT A T=), 而 对 于 任意 的 正 数 e， 存 在 正 数 ó, 
#ly—-b|<ó B, J8(y)—il<e 
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恒 成 立 ， 又 由 于 f(x) 一 b(x 一 a)， 故 对 于 正 数 8， 存在 正 数 6， 当 
0<|x—a <ó 时 , |1(x) ~—b|<6’ 
恒 成 立 ， 从 而 对 于 任意 的 正 数 e， 存 在 正 数 ó, 
3 0<jx—a [<8 时 ,| gff(x)]—ii<e 
ARZ. | 
lim g[f(x)]=8(b) =g[lim f(x)]. | 口 
注意 ”如果 适当 修改 本 定理 前 段 行文 ， 那 么 它 不 仅 在 x—a 时 成 立 ， ME 
在 xa 十 0，x 一 4a 一 0，Xx 一 十 co ，x 一 一 co 时 也 成 立 。 在 b= 十 oo (也 包 
i l= to) tE, AHU), OKR. 这 个 定理 不 能 简单 地 理解 成 ， 
“车 ?是 x 的 函数 ,z Ey RAS, E y—b(x—a), z—1(y—b), 则 把 z 视 
为 x 的 函数 时 ，z 一 从 x 一 9) ”( 佐 看 例题 3) 。 
, Per: _ [7 OE0) 
A. om, o (7) 时 ， 
R lim gLf(x\]. 
R 1(x) 一 0(x 一 0)，g(?) 一 0(y 一 0)， 


当 x0 时 ， 开 x) 志 0， 因此 【定理 ]5 中 (1) 成 立 ，〈 这 时 (2) 不 成 立 )， 
从 而 gLJ(x)]- 一 0(x 一 0). 


| —G+I) (x<-1), 

Piz. so- 0 dxj 和 1)， g(y)=y* BF, $R 
X 一 1 (x>1), 

limeLf(*)]. 


解 了 x) 一 0(x 一 0)，g(y) 一 0(y 一 0)，【 定理]5 的 (2) 成 立 ,( 这 时 (1) 不 成 
3), š g[f(x)] 一 0(x 一 0). 


例题 5. so 0 (Ix |<), 时 ， 


—(x+I) (x<-1), y'(y*=0) 
g(y) -| 
x—1 alk | 


1(y=0) 
IRR lim s[f(x)]. 
R f(x)—0(x—0), g(y)—0(y—0). 但 [定理 15 的 (1) ,(2) 都 不 成 立 ， 


因此 不 能 得 到 8[j(x)]~0(x 一 0) 的 结论 ， 若 把 8[1(x)] 直 接 用 x 表示 ， 则 
得 \ 
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-~ 一 一 -一 一 ~- -一 一 - 


(x+1)2 (e y 
soi ([ x (S1), 
(X=1)” (x>1), 
因此 g[f(x)] 一 1(x 一 0)， 
例题 4。 试 求 lim[ln(2x "十 5x 一 3) 一 21nx" 


W = 2 Liya. GX DG S (xy 二) 


fx) 一 2(x 一 十 co) [定理 ]13)。 出 于 In y 是 连续 的 ($ 2, 【定理 】14)， 
故 [定理 ]5 的 (2) 成 立 ， 于 是 


limLln(2x 十 5x 一 一 3) 一 21nx] 王 lim, jl s mt 


2x2+5x—3 Y 
=ln( lim =) =taz, 


【定义 ]6。 ARER wak f(x) 的 定义 域 为 D， 若 有 常数 M 存在 ， 使 
得 在 D 的 每 一 点 x 上 1(x) 入 M， 则 称 1(x) 在 D 是 有 上 界 的 ; 车 存在 常 
数 m， 使 得 在 D 的 每 一 点 x 上 f(x) 宇 m， 则 称 f(x) 在 D 是 有 下 界 H, 
34 f(x) 在 D 既 有 上 界 又 有 下 界 时 ， 就 统称 为 了 (x) 在 D 有 界 。 

(ERS. 车 函数 fx) 在 (G，b) 是 单调 的 ， 则 lim f(x) 及 lim 1(x) 存在 


《包括 极限 为 eo 的 情形 ) 
证 明 MuR f(x*) 是 单 增 函数 时 ， lim (x) 存在， 


(对 Flim jz) 也 同样 可 证 明 。 当 OAOT" RÑ 


数 , 故 归结 为 单 增 函 数 的 情形 )， 

(1) f(x) 在 l(a, 5b) 有 上 界 的 情形 ， 由 于 Ela, b) 的 值 的 集合 是 有 
上 界 的 ， 故 存在 上 确 界 M. 根据 上 确 界 的 性 质 (第 九 章 $ 6，6.2)， 对 于 任 
EHER 。， 在 (a，b) 内 存在 x, IE M—-=z</(x M. 由 于 f(x) 是 
单 增 函 数 ， 故 对 使 x <x<b 的 任意 的 x, M—e</f(x) f(x) KMCM +e 
成 立 ， 若 令 5 一 Xo 二 6， 则 对 于 任意 的 正 数 e， 存 在 正 数 6， 当 0<b 一 x<6 
时 ，jj(x) 一 M |<e ERS., Am 

lim 1(x)=M. 


rb 


(2) 1(x) # (e, b) 没有 上 者 的 情形 ， 这 时 对 于 任意 的 正 数 G， 在 
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— — . — a 


(a, b) 内 存在 xo ,使 f(xo)>G. 由 于 f(x) 是 单 增 函 数 ， 故 对 于 使 
xo<x<b 的 任意 x， f(x) 之 f(xo) >G 成 立 , 若 令 b 一 xo 二 5, 则 对 于 任意 的 
EX G， 存 在 正 数 6, 34 0<b 一 x<6 时 ，f(x) >G ERZ, Am 

lim JG) = +0, 口 
【 系 】 FRA 1(x) 在 (a,b) 是 单调 的 ， 则 对 于 (a,b) 中 的 一 点 c, lim f(x) 
及 lim (x) 都 存在 . 
=m 由 于 j(x) 在 (a, c) 及 (c, 虽 ) 是 单调 的 ， 所 以 ， 由 【定理 16 知 

lim JG) 及 lim fx) 存 在 ， 口 


1°3 Sisa uSN 
【定理 ]7. lim c=c(c 是 常数 ) . 
证 明 ”就 常数 值 函 数 1(x) =c 而 言 ， 对 于 任意 的 正 数 e， 藻 取 任意 的 正 数 
ó, HHJ 
3 0<j|x—a|<ó 时 , I#(x)—c|=|c—c << | 

HRZ. 因而 lim c=c, | | 口 
【定理 ]3. lim x=a. 
证 明 令 f(x)=x. 对 于 任意 的 正 数 ce:， 若 取 6=e， 则 

4 o<] x—~a<s 时, |f(x})—a [<Ix—al<e 
恒 成 立 ， 因而 lim 义 一 CG。 
【定理 ]9。 若 函数 1(x) 是 整 式 ， 则 lim 1(x) =f(a). 
证 明令 f(x) 二 aox* 十 qix"-! 十 .… Pa 1X 十 as， 

根据 [定理 ]7 和 【定理 18， H lim An Sans lim x=a, 因此 ， 如 果 反 
复 应 用 【定理 ]2 则 得 | 

lim 1(x)=lim(aox" +axt'!+-+acix+a 


=]im aox" 十 1im ax"-1+..+ t'a G.-ixX+lim a, 
Ë xa xa x xa 
=aaq"A4a,a"-1 ++ +a,-,a+a, 


=f(a). | 口 
ERNO. HFEA f(x) =a" tax" Hetan a ` `: 


和 如果 oo>0, 则 OO 
(1) lim JG) = 
(2) lim 1(*)={ 


证 明 把 整 式 变形 为 
fx) 王 aox" tax" -1 十 十 ax 十 an 


十 co (n BRO, 
一 on 是 奇数 ). 


Go x 


= a l Eie OE S.. DER S 
== qX" (1+ ao 过 n-1 + n J. 
1 
由 于 六 一 0(x 一 土 co)， 故 由 【定理 j2， 有 


1 An- 1 
+H E is; . + ra — p po d. 


(x= +c), 


(1) 对 任意 的 正 数 G， 当 x>G? 时 ， 有 x*>G， 因此 xn- 十 oo 
(x 一 十 oo )， 因 而 ， 根 据 [ 定 理 ]2 的 注意 事项 ，f(x) 一 十 co(x 一 十 co)， 


(2) n 为 偶数 时 ， 对 于 任意 的 正 数 G， 当 x< 一 Gi? 时，x">G. B 
Xx" 十 co(Xx 一 一 品 )。 从 而 ， 帮 x) 一 十 ce (x 一 一 c). 
n 为 奇数 时 ， 芳 令 x=-—y, 则 当 x 一 一 cc 时 ，?y 一 二 cc， 因此 ， 
(1) 的 结果 得 
lim x =lim 1a — y)" 一 《一 y ')=—lim y” = —o°, 


Bi 人 


[EM]. 当 有 为 实数 时 ， 有 
(1) lim x 一 at (x>0, a>0); 


ai , 0 (k>0), 
2 j = 
to Vee 
3 x= 

pa 0 (k<0). 


证 明 当 x>0 BF, # x= 


$1. ARAIRE | (529) 


此 


由 


(1) lnx 一 lna(x 一 a)，(§2, 【定理 ]14),e* 在 (一 co ， 十 oo) 是 连续 


的 ($ 2, 【定理 ]13)， 因 此 由 【定理 15 的 (2)， 有 


(630) 。 ATA ARIRE 


tim | k k 
limxt=]imehl*=el e 2 =g 


x>g x— 


(2) 人 BATF k BE, fti 
A hRlnx— +e (x—-+0), 又 由 于 e +eoe(x— +o), e*—0(x——>°) 
(【 定 理 】21)， 故 由 【定理 } 5 的 (2) 有 


lim x+ 一 lime 


x— +0 x— + 


klnx itim Inz [ (k>0), 
=g,» +90 = 
+eo(k<0). 


(3) 着 令 x=, WÄ x 一 十 中 时 ，? 一 十 0， 因此 ， 由 《2) 的 结果 
得 


lim * 一 ]im > i 
x + 


十 ceo(R>0)， 
0 (k<0). 


1.4 分 式 函 数 的 极限 
【定理 ]12、 设 函数 1(x)，g(x) 都 是 整 式 ，g(a) 关 0， 则 


f(x) _ f(a) 


pa g(x) gs(a) ` 


证 明 ”根据 [定理 }9 知 ， 当 x—a tt, f(x)>j la), g(x)>gla)+0. Ak, 


由 [定理 ]2 得 JO. TG. E 


【定理 115. 对 于 函数 


= ax"-+-ax""l+.. +a, ix+a, (m. n 是 自然 数 ， 
IS batb F Fonix tbn Vas>0, bo>0 , 


(1) #m=n, W lim f(1)= 

(2) # m>n, M lim f( 一 0 

(3) # m<n, M lim f(x)=%, 

十 on 一 m 是 偶数 )， 


Tineo . (n 一 m 是 奇数 ) 


$ 1. KHIR (531) 
证 明 ”把 原 了 基数 变形 为 


a l ûn- Í Ön 1 
TE La e 


_a x" — x" C X 
1(x) = TAOTE aaa 
Pez 二 es l bn 1 
x bo x™~1 bo an 


HT x— +e, J —0, @HUES]2, Saoto, RAWS 
二 个 分 式 的 分 子 、 分 母 的 极限 值 都 是 !， 现 在 令 g(x) 一- 名-x"" 


(1) 车 m=n， 则 g(x)=--， 故 由 [定理 ]2,1(x) 一 也 一 


(x— e°), 
(2) È m>n, MUJ | x"-" [一 十 co (x 一 土 co)([ 定 理 ]10)， 因 此 ,g(2) 一 
0 (x 一 土 co). Af, MLE], j(x)—0 (x— +eo). 
(3) # m<n, U x"-s 一 十 ce (x 一 十 ce)， 因 此 ， 由 【定理 32 WHER 
事项 ，f(x) 一 十 co(x 一 co)、 当 x 一 一 ce 时 , 校 m 一 由 是 偶数 还 是 奇数 ， 
有 Xx"-" 一 十 吕 或 x"-* 一 一 oo 因此 ， 对 f(x) 也 有 同样 的 结果 . = 


3 2 d i 
例题 ”对 于 o ， 试 确定 常数 a、 b. c. d, 使 ， 
lim f(x)=1 和 lim f(x)}=0 
x>to x—1 


成 立 。 | 
M RELEE, HE flx) to), J a=0, b=1, 这 有 时， 
2 | 
ŽES, hFa), A 的 分 母 在 
x=1 时 变 为 0。 从 而 ， 为 使 J(x)—0(x—1), x "十 cx 十 4 一 0(x 一 1)， 
即 1 十 c 十 dg 一 0. 这 时 
Ja t— (1I+d)x+d _ (x<—1)(x—d) _ x—4d 


X +x—2 = (x—1)(x+2) — x+2 十 2 CED. 


因此 ，lim f(x) =lim 二 二 2- 一 一 了 一 .由 于 它 等 于 0， 故 d=1。 从 而 得 
c 一 一 2。 天 此 必 有 o= 0, b=1, c=—2, d=1. KŻ, ïa,b,c, 
d 到 这 些 值 时 ， 容 易 证 明 Oo), fx) 一 0(x 一 1)。 
【定理 314. 车 n 是 有 理 数 ， x>0， a>0 MI 
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~ 


las 
证 明 (1) Æ n=0, 则 左 端 、 右 端 都 等 于 0。 
(2) n 是 自然 数 的 情形 


X 一 4 


xa 


P =x""l+ax"-24 +a" tta aa), 
因此， 由 [定理 ]9，。 得 


— q" 
lim 一 一 一 一 1im(x?-1 十 ax" 2 十 十 or-2X 十 ar-1) 
xa X 一 0 xg 
一 si 十 a" e +a" Ha" Ena", 
| 1 š 
(3) n 是 正 分 数 的 情形 令 h 一 了 (p、4 RAAD, x'=y, a" =a, 


则 


由 于 ya(x 一 a)《(【 定 理 ]15)， 且 当 x 天 a 时 ， ya. 故 由 (2) 的 结果 
和 【定理 )5 的 (1) 得 


一 一 pan 1 | hee a 
hp xa yi y—a 372 一 C4 
OE.. ; y—a pat-1 
=] im - lim = -1 
ede ya Va qas 


(4) n 是 负 整数 或 负 分 数 的 情形 车 令 y= a= W 


Deua ETE = (ay) ZEE ， y—-a(x—a), H x+añ}, 
ya. 由 于 一 n 是 自然 数 或 正 分 数 , 故 由 (2) 或 (3) 的 结果 及 【定理 35 的 (1) 
得 .. f 2- IAAL 


O S1 BAKRE (533) 


De oo 一、 
x"—a" . -a a`" 
lim ——R=lim (—ay) > 
xa ya a 


usa Et 
| =—a°(—n)a-"-1:=na-"t1=nat-1, 
注意 即使 在 n 是 无 理 数 的 情形 下 ， 这 个 定理 也 成 立 。 (参看 第 十 一 W 
251) 


1.5 无 理 函数 的 极限 
[定理]15. n 是 自然 数 时 ， lim f(x)=1>0， M lim [= 


1 


Ta " 
证 明 出 于 f(x) 一 I(x 一 a)， £g(y)= 在 50， ai 连续 ($2， m 


故 由 [定理 ]5 的 (2) J> (xa). = 0 
注意 ”这 个 定理 不 仅 在 x—a 时 成 立 ， WHE x—a+0, x>a—0; x— 
十 co)， X 一 一 co 时 也 成 立 ， 


”例题 1， 试 求 lim [V atx —V a—x (os>0) 


x 
M ”把 原 式 变 形 为 
V a+x =v a—x _ akx—(a—x) ` _ 
x x(V/ a+x ty a—x) 
2X 2 a 
x(V atx +V a—x v ajx +V ax ° 


由 于 @ 土 x 一 a>Q(x 一 0)， 故 由 【定理 】15， A md X 


"i è ` ES A iip s ; - 
h p V ajx 一 W a—x 2 Cu 
¿E im Ooo  =lim 一 一 
0 x z0 V ajx +V a—x asx 

=- 2 


EEES A 


= 2a Va ° 
例题 2. 试 求 lim V x (Ww x4 x+a — V x) 
8 ERATES 
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WVX(W xta -Vv x) = V x — 


a 


K 1 十 4 十 ! 
x 


由 于 1+2 =i (x— +e) , 故 由 【定理 115， he 1 (x= +00), 


. lim VX x+a x+a —V x)= lim —s 
H 十 ! 


注意 为 了 求 无 理 式 的 极限 值 ， 把 分 母 或 分 子 有 理化 常常 是 一 种 有 效 的 方 
He 


1.6 三 角 函 数 的 极限 


. 【站 更}16. 
(1) lim sin x=0; (2) lim cosx=1; 
x— 0 x 
(3) lim tgx=0; (4) lim tg x= +00; 


x>% 0 


(5) lim tg X= <= o, 


r +0 I 


TR 当 0<x< 节 时 ， 在 以 点 O 为 较 心 ,1 为 半径 的 网 周 上 取 两 点 A. B 


(图 10-2)， $ ZADp=x GB), 由 A 向 0B 作 垂 线 ， 垂 足 为 C。 这 时 ， 


AC=sinx, AB=x, AC< AB< ÁB, 
因此 sin x<x @ 


成 立 。 当 一 了 <x<n B, 2 x=— y, B| 0< y 


<f, Bj 由 @ 得 siny<y, 


Bp sin(—x)< —x @ 
R, AN, HO. OA 


_ S1 BRRR (535) 


P ua it, sinx] [ix]. 


由 于 x 一 0 时 ， PRA 故 由 @@ 式 和 【定理 ]4， 有 sin x 一 0(x 一 0)。 
《2) 由 (1!) 有 ，sinz 一 0(x 一 0)， 因 此 根据 [定理 ]2, 得 
lim cos x= lim( 1—2sin’ š z j=! -2(limsinž }=1. 
(3) HU). (DE sinx—0, cosx—1G—0)8IB ERNA 
lim tg x= lim it =0, | 
(4) 若 令 x= 本 一? WES x 一 -一 0 时 ,? 一 十 0， SS 


3 < < -时 ， 由 (1) 中 式 有 siny<y, cosy>cos-=+ m 


此 ctg 对 于 任意 的 正 数 G， AW 6=min( , 35) 


则 当 0<y<6 时 ， ctg y>G ERZ. 


lim tg x=lim ctg y= +t., 
x-* 了 = v+ 


(5) 若 令 x= 一 一 +>， 则 当 x 一 -2 一 二 0 时 ，2 一 十 0。 因此 ， 由 (4) 
的 证 明 有 SE 


gaip ES 


es tg x=lim (= cto ye. | 口 


x-r 可 + 


sinx 
【定理 117. lin 一 一 一 一 1， 
x—= 0 x 


证 明 当 0<x<- hk, EU 0 点 为 圆心 ,以 1 为 半径 的 加 周 上 取 两 点 人、 


a(o), FLAoB=x(AF), HBA OASER, SEAC MA 


作 bini, 5 op 延长 线 的 交点 为 D， 就 面积 而 论 ， 有 
和 人 0 AB<S8986O.AB< 全 0.4D， 印 
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一 一 -一 一 一 -- 一 一 一 一 一 -一 


+ OA-BC< + +O A:0B:.x<+0A:DA. i 
5 D 


HF OA=0B=1, BC=sinx, DA=tgx, 


故 上 列 不 等 式 变 为 
sin X< Xx< tgx. 


若 把 上 式 变形 ， 则 得 ö 
e io sinx >cosx. 图 10-~3 


CA 


APERT, coss AAR, KERERE 0<|x|<-- 开 -时 成 立 。 
mai cosx=1(x 一 0)， 所 以 ， 由 此 不 等 式 和 [定理 M4 有 


_sinx 
ar —i(x—0). [1 
: Sn a 
NE. lim R (a#0, bÆ0). 
*€ a s Es 得 
lim sinax =lim a sinax Fa sin bx 
9 sinbX ,x— \b ax bx 
=. 2]; —Sinax .im — bx a 
b 一? x>0 sinbx b ° 


2. —— —— —- - "ë 
鲍 题 lim 2 一 一 一 


W ”由 【定理 }17 和 【定理 }2， 得 


x 
2 sin2 (z) 2 
i 2 sin 
jim 一 cos J... - LISTE Paka: 3 
zeo x? Ea x’ 2 ú 
2 
E - 
Sinm-— 2 
= (lim z3 s E 
x0 ~ 2 
° | 


S. lim 8 =1. 
xm x 


$1 函数 的 极限 (53235 
R KEEN. 定理】16 和 【定理 }2， 得 
lim ÉZ =lim a R) =]im Sia X limum, 
Waw cosx x x x 8 COSX 
T TA lim (w—2<)tgx=29. 


1? pi 


解 若 令 x= 一 y， 则 当 x 一 下 时 ，y 一 0， 因 此 ， 由 【定理 ]17、【 定 
理 ]16 和 【定理 ]2， 得 


lim(x — 2x)tg x= lim 2y ctg y= =2lim( 0sy..y ) 


,AN >" 
=2lim E no lim cos y=2, 


5. lim—Sinx =0, 
例题 z+0M x 


解 ” 由 【定理 ]17、 Sakaq: 得 


sin sinx 
aahi m( -8 ka i 2805. - 
I ker > ysel Vx J lin z lim Vx ý 


17 反 三 角 函 数 的 极限 


【定理 )18. 
x 
(1) lim sin-ix=0; (2) lim cos-lx=— 
| x 
(3) lim tg-'x=0; (4) lim tg"! x=- 
x— Q k-e ta 


(5) lim tg 1x=——. 
这 里 反 三 角 函 数 取 其 主 值 。 f | 
ER (i) 对 于 任意 的 正 数 (<+) 若 |x|<sine， 则 一 sin << 
sine。 由 于 sinx 是 单 增 函 数 ($ 2, 【定理 j12)， 故 有 


sin -1(—sime)<sin-1x<sin-1(sine), BD 
—e<sin ix<e. 


从 而 ， 对 于 任意 的 正 数 Ae) EG 6=sinz， 则 当 |x Ca k,- ， 
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| sin-:x je 和 恒 成 立 ， 因 此 
sin % 一 0(X-0). 


《2) 对 于 任意 的 正 数 (<: J 和 车 fx| 有 Sine, 则 一 sineK<x< sing, 


即 cos( - 十 e <*<cos( -7 
【定理 ]12)， 肉 此 


- Tie NE. 
cos | cos Es +e) |>cos x>cos= | eos ( 2 =e) |, 


从 而 有 -2 一 +e>cos-'x>- 了 一 e 


由 于 cosx RARA, ($2, 


via 


E: 


因此 , 当 jxjJ<sin e 时 ， 恒 有 |j cos-: *—— l<e. 即 得 
cos-1x—— > (x—0) ' 


G) 对 于 任意 的 正 数 e( < -3 )， 若 xl<tge， 则 一 tge<xctge 
由 于 tg-lx 是 单 增 函数 ($ 2,【 定 理 ]112)， 故 tg-1(—tgey<tg''x<tg"' 
(tge)， 即 一 e<tg-:x<e。 从 而 ， 对 于 任意 的 正 数 e( < 了-)， 当 jxj< 
tge 时 、 伍 有 | tg“1x [<ae， 所 以 ee | 

(4) 对 于 任意 的 正 数 (< -z ) #IR G= =" T -外 则 由 于 
tg lx RAIKAS, WH x>G 有 

— T >tg-Ix>tg-iG= e. 


因而 、 tg-xx 一 一 (x 一 十 c). 
(6) 若 令 x== 一 y， 则 当 x 一 一 时 ， y 一 十 co， 因此 由 (4) 得 


T 
lim tg-1e=lim(—tg-1y)= —lim tg 2 二 一 2。 CI 
x— — co y> + o 


sia -lx 


=] 


Au. Ho 
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— -一 -一 一 


M 若 令 y=S$ia-:x， 则 x=5Sin yy <). 根据 {定理 】18 有 y—0 
(x 一 0)， 因 此 由 {定理 ]17 得 


1 s : 


解 2 y=te"x Wjx=te(|y <z) E [定理] 18， yo 
(x 一 0)， 因 此 ， 由 [定理 ]17 的 例题 3， 得 | 


tgx ,. 
lim alim 一 一 一 一 


BNN. lim x(z—2tg_lx)=2, 


x— + oo 


解 若 令 y=tg-'x， 则 x=tgy(|y < peseme y ?一 -全 


(x 一 十 co)， 故 掉 [ 定 理 ]j17 的 例题 4， 得 
lim x(z—2tg"'x)=lim tg 人 
1.8 指数 函数 的 极限 
【定理 119、lim (+) =° 
证 明 当 是 自然 数 时 lim( 1 十 六 】=e( 其 中 。 是 自然 对 数 的 底 ， 见 第 
JuR $e, 6.4). 当 x>1 时 ， 若 取 自 然 数 n 使 满足 xn 十 1， W) 
1 二 一 —<+x <+. -. a A EPT 


n+i 
根据 指数 函数 的 单调 性 ( 见 §2, PEEN), A 


= . <+ GH +) <+ 
euy 


w: 


Go) 第 十 章 “函数 的 极限 和 连续 


一 一 一 一 


GFT ) +t i j <+ 1)'<( ++ 


当 x 一 十 ce BF, n>, HHH 
lim n (i+ s Fr) =lim {1 +) =e 
tim "(+a ai )=lim (1+, )=1. 
因此 ， 内 [定理 ]2、 【定理 }4， 得 
lim +Z) =e. 


a> +° 


RK, EF x 一 一 y， 出 
EN G) 
(try s=) 


当 x——co B, y—+oo, BHEE FE 3, A 


dim (i+ ) =lim Ci i i (i + T) 


i 1+-> =ef ; li (1+ ; ) 

ze . 一 一 一 一 一 

ezrek 本 

=e, Ë] 


IRD lim C+) > =e. 
WW #ç,=l, M y-+e(—0, RREN, A14 ) =e 
Ote), MALEIS 的 注意 事项 ， 有 

lim (+a) Felim (+ Tek 


x= Ü v +e 


Ca mman CD 


w atao —— — me manaia Ml Me M ~ 


【 系 】2 . n ar -) =e (a0). 
Ex— 


证 明 bsi -[G pa T HES JS alre) — 
(x—+e°). H x° 在 (0， 十 c") 连 续 ($ 2 EW) 故 由 【定理 1 5 的 (2) 


有 lim (1+2) -lim [+] 
in G+ aye] ==. 
WW. RR lim EE >; 
8 若 令 x 一 一 -7 ， p] y— +oo(x—0), 故 由 【定理 ]19， 有 im: 
lim 0-2 -lim (3) 
. x-0 
o mia [p] -bn C) = 去、 
W2. AR lim G- y 


n 者 则 ?= 干 co(x 一 土 co)， 故 由 【定理 }19, 得 ， 
a iioi (Co =lim (1+5) $y 
x t= Waaa | 
t CT S- 


D83820. lim a= 1 (a>0). 


i i 


证 明 当 a=1!1 H, AERE. n 是 自然数 时 wa" -i `A 
(W3623F8 6,6.4)。 
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(1) a>1 的 情形 若 0OCx<1l， 则 存在 自 然 数 n 使 一 ~ <. < 


成 立 ， MW, 根据 指数 函数 的 单调 性 (§ 2, DEWJD 有 am <a" <a T 


由 于 aeto, noo, MY noot, a" —1, ae ， 故 由 【定理 】 
4 有 Ga ilto). EF x 二 一 y， 则 当 x 一 一 0 时 ， Ns. 由 上 述 
结果 ，@ 一 1 (一 二 0)， 故 有 1ima =1im (a) e1. AMS a>1 时， 


lima*=1. 


(2) 0<a<1 的 情形 sam. 刚 8>1， 故 由 (1 的 结果 有 


lima*=lim (b*)-!=1. n 


x—0 t—0 


【定理 ]21， 当 co>1 时 ，lima= 二 co，1limax=0， 


当 0<o<1 时 ，limor=0， limat=+e, 
证 明 G) 当 a>1 时 令 a=1+R (k>0)， 则 由 二 项 式 定理 ( 见 第 八 章 
83), AGUE n DARD). 


a= (fk) = 1--nk-+ — ed 


由 于 1+nk 一 十 on 一 co)， 故 a' 一 十 (n 一 oo)， 
xli, ERARAS nië nsn, 则 根据 指数 函数 的 单调 
性 ($ 2,【 定 理 ]13), 有 a 和 os， 由 于 x 一 十 ww 时，n 一 eo， 故 由 上 述 结果 
和 【定理 ]3，a* 一 十 (x 一 十 吕 ). | 
若 令 x=—y, M4 x 一 一 co 时 ，? 一 十 ce, 因此 a —+coo(y— +e, 
Afi, BEAR 的 注意 事项 有 1im aslim (ar)-1=0. 


E — S Y— + co 


(2) 当 0<a<1 时 ， 邻 = 则 b>1。 因 此 ， 由 (1) 的 结果 和 IT 定 


理 】2 的 注意 事项 ， 有 
lim a*=lim (b) -1= 
2 ~ r> + eo + Kto 


4 .=—y, xolt, y+, Bit, h gopa 


N 


s 


| Š 1， 函 数 的 极限 
(y 一 十 co)， | u 
从 而 ， lim a *=lim Peto, 


x>- y> + co 


【定理 ]22. lim 和 jif 


x—>0 


(545) 


证 明 2 e=1l+y, MJ) x=1n(1 十 y)， 当 x 一 0 时 ，? 一 0( 人 【定理 】 20)， 


Am, BEE, A 


mae] 
lim £ 一 1im 人 
x—0 x Y—0 In(1+y) 


[R] lim —_ =lna (1! 关 a>0)， 


x0 


证 明 a=e 1na， 故 电 【定理 J]22， 有 


x—1 Xina 一 xlne _ 
一 1im- 和 一 二 一 1im 一 一 er Sali 25 t e 
x9 x0 x að xlna 
= jina, 
ax pbx I 
# -0 x 
解 根据 [定理 ]22， 当 ob 天 0 时 ， 有 
e7 — e” =lim( = _ -i ) 
k 0 x xQ x x 
; e“*—1 一 
Ë (c ax 2? bx ) 
fii 
e*—1 : bx 一 n 
=alim ç —blim bx R aT 
” 当 ob=0 时 也 同样 可 证 。 


1.9 ”对 数落 数 的 极限 
【定理 ]}23. 当 a>1 时 ， lim log.,x=—e°, a opi 


lim log.x= +00. 


x— + e r K. - A TE 
A ` 2 


X 0<a<1 B$, lim logax= +90, 


lim logax= 700. 
x+ 


口 


gaT 
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- 一 -一 -一 -一 一 一 一 -一 


- -一 -= -一 一 一 


证 明 (1) 当 o>! H, H lors SARAR (S2, LEENA) 故 对 
于 任意 的 正 数 G, 34 0< x<a-S 时 , WA logx< —G. 因而 


1 
logex 一 一 oo《x 一 十 0) 。 落 令 ?= 二 ， 则 ?一 十 0(x 一 二 oo)， loga= 


—log.y. 网 耐 ， 由 上 述 结果 及 【定理 】2 的 注意 事项 有 


' lim logax=—lim logsy 一 十 co 。 
xe + > y 十 


(2) 当 0<a<1 B$, Sam b>1, H 


ljog。x 一 一 Ilog5x.。 
因而 ， 由 (1) 的 结果 和 [定理 ]2 的 注意 事项 ， 有 
lim log.x 一 一 lim log5x 一 十 co， 
z+0 se 
lim logax=—lim logix=— o, m 


【定理 ]24. lim atra). =i, 


证 明 (i J —=e(x> 0 EER), In x 在 (0， T PEER $2 
【定理 }14)。 故 由 [定理 }5 的 (2) 得 | | ~ 


e). 1 
lim Jata). =]im [aG +: ]=n [im (aa) ljon 
x-e0 x x—Q x—9 
| | O 
N log.(1+ x) 1 
[8] lim m s W T (1#a>90). 
证 明 ”由 [定理 ]24， 得 
i logta) iin ELO E y L S. ， 口 
iskar x ee 人 lna Ina Pa qa: 
“s? TEEN r a 
AM. lim Jax =1, | mS . S 


解 $ x=1+y, W% x—1 时 y—0. 故 队 【定理 ]24 得 
lnx atia aU | 


$ 1. 男 数 的 极限 (545) 


— — — 


In(1— 
x—0 


M a=- H x—0 时 y 一 "0， 故 由 【定理 ]24 得 


La- 3%) slim (119) 


x— 0 ve 


一 一 3 
-例题 5 . lim (a° —1)<=1naGs8a>0). 
1 | 
N 令 ac=l+y, HM) x—+eeB y-o EE), m- =al), 
故 由 【定理 )24 得 


lim or —1) =lim an. 
x keo Ñ g In(1+y) 


= Ina lim e 
y0 In(i +y) 


= ]na. 


$ 2. KRIER 


21 E X 
(EX). ERUH EEE MRAN SE x=a 的 邻 域 (包括 4 
在 内 ) 有 定义 ， 且 lim 1(x)==f(a)， 即 对 于 任意 的 正 数 e， 存在 正 数 ô, 
使 得 | 
当 | x—a|<óB, |1(x) 一 f(a),<e 
ERL, RHH SE x=a 连续 . 
函数 fx) 在 x=a 及 其 左 ( 右 ) 侧 邻 域 有 定义 ， 且 
lim f(x)=J(a)[lim f(x) =1(a)1, | 
即 对 于 任意 的 正 数 ze， 存 在 正 数 6， 使 得 
当 0 <a—x<Ə9[0<çx—a<ëó]BF, |f(x)—1(a)!<=e 
. ERZ, QRR 称 1x) 在 x=a 是 左 ( 右 ) 连 续 的 . 
WRAK j(x) 在 其 区 域 D 的 一 切 点 都 是 连续 的 ， 则 称 INEBI D 
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连续 ， . 
在 闭 区 间 [a，b] 上 定义 的 沼 数 fx)， 当 其 在 开 区 间 (a, b) 连续 ， 又 
在 x=a 右 连 续 ， 在 x=b 左 连续 时 ， 则 称 jx) 在 闭 区 间 [c，b] 上 连续 ， 

注意 ”关于 连续 的 【定义 外 与 关于 极限 的 定义 比较 可 看 出 ， 在 【定义 】 
1 中 没有 o<[x—a|, 0<a—x, 0<x—a 这 样 的 不 等 式 ， 这 是 因为 连续 函 
数 f(x) 在 x=a 有 定义 ， 故 x=a 处 恒 有 

/f(x)—f(a)l=0<e 

的 绿 故 . 

另外 ， 由 $1.【 定 义 】〗4 的 例题 2 可 知 ， 函数 f(x) 在 x=a 连续 ,- 与 
f(x) 在 x=a 则 时 为 左 连续 . 右 连续 是 等 价 的 。 | 
EX]. 函数 的 间断 如果 函数 f(x) 在 x=a 不 连续 ， 即 lim 1(x) 不 存 


在 ， 或 者 它 虽然 存在 但 不 等 于 1(o)， 则 称 f(x) 在 x=a 间断 ， E a 叫做 
1(x) 的 间断 点 ， 

ÈE HRR Ga) 在 x=a 没有 定义 时 ， 说 f(x) 在 x=a 连续 或 不 连续 是 
根本 没有 意义 的 ， 这 时 ， 车 limf(x) =1， 则 随 着 定义 f(o) =, IG) 在 


x=qa 就 变 为 连续 的 了 。 

例题 ” 试 考察 下 列 函数 的 连续 性 
(1) J(x)=x"(nE B 2822); 
(2) 1(x)=Lx]; 


Ce 


x—2 ° 


A WE YK PG x: x° x? 
(4) 1(x)=%’ 十 Harai arr e 


解 (1) 对 于 任意 的 实数 a， 有 f(x)= 二 x" 一 Jj(a) 二 a" (x—a) ($1. DE 
理 ]9)， 故 x" 在 (一 ， 十 ce) 连续 ， 
(2) Gi) a 为 整数 时 ， 由 于 
4 一 1 (a—1=< x<a), 

=i], (a<x<a+1), . 
故 有 llim J(x)=a—1, lim J(z)=a=1(a). 
Ailt, [x]# x 二 a 不 连续 ， 但 是 右 连 续 。 

Gi) “不 为 整数 时 ， 若 令 [o]=m， 则 fx) =n). ik 
有 lim d =n=f(0)。 罗 而 [在 x=。 ER. | 


Si 函数 的 连续 (547) 


(3) f(x) 在 x=2 是 没有 定义 的 ， 但 由 于 1im <t, ($t, 【 定 


XJ 的 例题 2)， 所 以 ， 如 果 定 义 /(2)=4, M f(x)=x+2 H 1(x) 在 x= 
2 连续 . 


(4) x 关 0 时 ， 由 于 0< 开 十 二 <1， 故 原 式 右 庙 的 无 穷 等 比 级 数 收 


人 多， 其 和 为 Kx) 一 1 十 x2? (第 九 章 $ 8，8.7)， 因而 x 夫 0 时 ,六 x) 连续 
《$ 1.【 定 理 ]9)。 另外 ， 由 于 lim 1(x)=1 才 0=1(0)， 所 以 x) 在 x=0 
不 连续 。 


2.2 基本 性 质 

DEMN. 函数 1(x) 当 x=a 连续 的 充分 必要 条 件 是 ， 对 收敛 于 a a sas 
数列 《xs》 ， 相 应 的 数值 数列 《f(xn)》 收 敛 于 Fa). 

证 明 所谓 (x) 在 x=a 连续 ， 即 是 fx) 一 f(a)(x 一 a) 成 立 ，. 因而 ， 由 
§ 1.【 定 理 ]1， 此 定理 成 立 ， | | 
【定理 }2. 若 函数 f(x), glx) 在 x=a 5, MH Rf(a) (k 是 常数 )， 


f(x)+g(x)。 f(x)g(x), 1. (gla) E0) x=a 也 饥 续 ， 


证 明 HFC), BONE x=a 55, OU x 一 a 时 有 f(x) 一 f(a)，g(x) 
一 g(a)， 在 §1.【 定 理 ]2 中 ， 若 令 4=f(a)，B=g(a), 则 此 定理 成 立 ， 


O 
例题 (i) 若 函 数 f(x) 在 x=a Ek, MEE x=a E — ., 
(2) ZA% f(x)，g(x) 在 x=a E, MUJ max [1(x)，g(x)]， min 
[f(x)，g(x)] 在 x=a 也 连续 . 
解 (1) 由 于 f(x) 在 x=a 连续 ， 故 有 f(x) 一 f(a) (x 一 a) .从 而 ， 由 $1. 
EXN AEA, HIA, fA EE x=a 连续 ， Gg] 


= D. O 
77 n 
min[f(x), g(<)]= te He) gta N 


HT J(x), g(x)£# x=a 连续 ， ap aaa 1(x)+s(%), 
站 (x) 一 g(x 首 在 x=a 也 连续 ， 因 而 ，max[f(x)， g(x)], min[f(x), 
g(x)]# x=a 也 连续 . f 
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一 一 


DEW. 34563 九 x) 的 值 域 包含 在 函数 g(y) 的 定义 域内 时 ， 若 1(x) 在 
x=a 连续 县 g(y) 在 y=J(a) E5, 则 复合 函数 g[j(x)] 在 x=a 也 连 
#k. e 

证 明 EREA S1 LEM 中 ，f(x) 在 x=a Y85E D. (2)R, NZ 038) 
ME, ERRES- DHKEH. 

设 《xs}》 是 包含 在 Ix) 的 定义 域内 且 收 敛 于 a 的 任意 šX 2), 由 于 
f(x) 在 x 一 0 连续 ， 故 出 【定理 】! 4f f(x) flano). 由 于 g(7) 在 
y=j(a) 连续 ， WA gUlx)J>glfla)) (n>). 因此 由 【定理 】1 
8L1(x)) 在 x=a 也 连续 ， 口 
例题 (1) cosx 在 (一 2， 十 co ) 连 续 ， 

(2) /1—x: L-1, +1]. 
解 (1) x: 在 (一 c ， 十 ce) 连续 ([ 定 理 }6)， 其 值 域 是 (0， 十 cc) .由 于 
cosy 在 (一 co ， 十 ce) 连续 以 定 理 】 10)， 且 (0， 十 ce)C( 一 ce， 十 co) 
故 出 [定理 ]3，cos 和 在 (一 co ， 十 co ) 连续， 
(2) 1 一 x? 在 (一 co, 十 co ) 连 续 人 以 定理 16) ,其 值 域 是 (一 c2，1] ,wy ， 


# lo, +o) 连续 【定理 ]8)， 由 于 1 一 x 的 值 域 未 完 全 包含 在 V5 的 定 
义 域内 ,所 以 把 1 一 x? 的 定义 域 限制 在 [一 1, 十 1]， 以 使 复合 函数 了 二 x7 
有 定义 。 从 而 由 【定理 3，vV 了 二 x 在 [一 1，+1] 连 续 . 


{定理 }4。 若 函数 f(x) 在 x=a Yet, Hilak lak), 则 可 取 4a 的 
适当 的 邻 域 ， 使 1(xX) >>k (f(x) 达 kh) 在 该 邻 域 内 成 立 . 
证 明 现 就 1(a) > 的 情形 来 江 归 (f(a)<% 的 情形 也 间 样 可 证 ) .由 于 f(x) 
# x=a 是 连续 的 ， 故 对 于 正 数 e 二 /(a) 一 &， 存 在 正 数 6， 使 得 

当 ||x 一 a | <å 时 ，|1(x) 一 f(a)|< 之 二 f(a) 一 k& ERMA. 因而 ， 当 |x 一 
a <8 时 ，f(x)>f(a) 一 e=k ER. 
LEXI. EAR Zt y=) 的 定义 域 为 D， 其 值 域 为 f(D). 若 对 
TD) 中 的 任意 值 > AD 中 的 x 值 (不 必 是 唯一 的 值 ) 与 之 对 应 ， 则 
可 得 到 以 KD》 作 定义 域 ， 以 D 作 值 域 的 函数 。 这 个 廊 数 叫做 y=j(*) 的 
Rak. H x= (y). 
注意 MEJORAR, eni OER- E E Sa 48 563. 按照 惯 
例 ， 一 般 用 x 表示 由 变量 ， 所 以 常常 把 三 Kx) 叫 做 G y0J 2683. fO 
BÆI O) 的 图形 是 同一 个 。 但 p E) 的 图 形 和 .f(x) 的 图 形 是 关于 直 
£h y=x 对 称 的 两 个 图 形 。 


Š 2. EA KAYS Sk (549) 


— 一 一 一 一 -一 一 一 -一 汪 一 一 - 


Eml. SASU) 是 在 闭 区 间 [ce，b] 上 连续 的 、 HAR CAR) ËJ 
图 效 ， 县 令 a=j(a), p=). Mi g X FBJX 3] [a， PXL, al) 
上 的 单 值 连续 HA! L e (L28568 y f (y). 
WA 现 就 jx) 是 单 增 臣 数 的 馈 形 来 证 明 (fx) 是 单 或 咖 数 的 情形 同 祥 可 
证 )。 对 于 Lc，B8] 中 的 任意 的 数 Y， 包 【定理 15 A, Æ [a, b] 内 存在 “ t 
jf(c)=r?7， 由 于 f(x) 是 单 增 水 数 ， 故 这 样 的 c 值 仅 有 一 个 。 

因而 ,#1(y) 是 在 [a,B] 定 义 的 单 值 洱 数 . Vly, y: Æla, PIRA 
个 点 ， HS Sy Ky AR Sex Sf 1(y,), xX, =f (y:) ,My = f(x), y, = Í (<:) 
町 且 假设 xi 之 xz， 则 忠于 fx) RESA, S, azil), BD y,2;. 
这 与 ?31<y: FA. Am, ORRENDA. 对 于 《a，B) 中 的 任意 
aSr, Sc= (r). 对 小 于 min(c 一 a，b 一 c) 的 任意 正 K e, 若 令 4= 
f(e—2z), u=flete), MJ ¿<y<u(W|q 10-4). ik á=min(r—4, per), š: 
JJ | y—r|<àó B, 1<r—ó<y<r+ó<u, BBT f (y) Musk, QC 

f(r7)—e=c—e=f 1(1)<f (y) 
n (p) 
=c+s==/f'(r)+e., 
也 就 是 说 ， 当 1y 一 =r] <à i, /Jf-1(y)— 
j mK: ERZ. Am, f a 

TERN. 同样 可 以 证 明 , 当 y=c 或 r =g 
时 ,对 于 充分 小 的 正 数 e, 潜 分 别 取 8=j(a 
+e)>a,6=p—f(b—2), 则 f"1(y) 在 y=a Re o p | 
AEE, 在 ?= 一 B 左 连续 .因而 大: OE - 图 10-4 s: 
La, PP] 是 连续 的 。 ap 
注意 当 了 (x) 是 开 区 间 (a，b) 上 的 严格 单 增 (HR) 函数 时 ， f KOON 
定义 域 是 (f(a 十 0)，f(b 一 0))[1(b 一 0)，f(a 十 0)]. NF amoo, b= too ， 
的 情形 也 有 类 似 的 考虑 . | 
例题 ARAR y(x)=x'—2x+3 的 反 函 数 。 h 
解 ，f(x) 一 x: 一 2x 十 3= (x 一 1)? 十 2 在 定义 域 (一 cc， 十 co) w Ces: 
6)， 它 的 值 域 为 [2 六 00). 由 于 fx) 在 [1, Tool MWin0, TAE 
《一 co ，1) 是 严格 单 减 函数 , 故 由 【定理 15 知 ,存在 一 个 以 (2 ,十 ce ) 为 定义 
域 的 反 隔 数 . 从 y= 二 x? 一 2x 十 3 解 出 x， 得 -1(y)=1+V ys, ff-!1(y) 


一 1 一 W 了 一 5， 它们 是 反 函 数 的 两 个 分 支 ,其 定义 域 都 是 (2, 十 ce ), 而 值 
城 分 别 是 [!， 十 cc )，( 一 co，11]. 


y =(%) 


ogr W 


($50) 第 十 章 ， 函 数 的 极限 和 连续 


2.3 基本 的 连续 函数 

U83816, Wear (—əo, to) 上 的 连续 函数 ， 

WEB RER AJ), a 为 任意 的 实数 ， 则 由 § 1.【 定 理 1]9， 有 
limf(x)=f(o). RTIG, +E. 

【定理 }?。 分 式 汤 数 对 于 使 分 母 不 为 0 的 一 切 x 信和 都 是 连续 的 ， 

MES 设 j(x)，g(x) 为 整 式 ， 且 令 g(a) 关 9， 则 由 §1.【 定 理 112， 有 


. n _f(x) ila) $x) 
lim Ae O: Ain - G E x=a 是 连续 的 。 


【定理 】 8 x" 当 ” 为 偶数 时 在 [0 ,十 ww)， n 为 奇数 时 在 (一 00 ,十 ce) 是 连续 
的 、 严 格 单 增 区 数 . 
证 明 ” 当 n 是 自然 数 时 ，x* 在 (一 2， 十 ce) 是 连续 的 民 定 理 ]6). 由 于 

` 一 x 一 y) (x 十 Xx" 十 十 XY 十 7 !))， 故 当 x>y2 
ont, >y. XAJ 

xini aa al 1l=(x—y)(x?" 一 ?xy 十， "Fay 3? 十 %2n 2), 
故 当 x>y 时 , x<?" ly 1!， 

从 而 ， 当 n 为 偶数 时 ，x* 是 在 LO, +o) 连续 的 严格 单 增 函数 ， 且 由 于 
一 0(x 一 十 0)， 和 一 十 co(x 一 十 co)〈《$ 1 定理 }10)， 故 由 【定理 15， 


x " 是 在 [0， HoE NLE, "4 n DERM, REC, 


($ 1.【 定 理 ]10)， 故 x* 是 在 (一 只 ， 十 oo ) 连 续 的 严格 单 增 函 数 。 p 
Deas. 当 k 为 实数 时 ，xt E0, 十 co ) 连 续 | 
ma M 当 x>0，a>0 Rt, H81. (EAM R, lim xt=at, [jk xt 在 


(ò, 十 co) 连 续 ， | .器 
【定理 19， sinx, cosx% 在 (一 co ， 十 ee) 连续 A --. 
EA 设 x JERKS, h0, 


一 2 


, 


fy: 
sin ° 


TE | h " 
! sin(x +A) -sins sin `; cos GHD? 


J à 


h h h 
一 2 sin p sin atipe: | sin 引 


cos(x+h)—cosx 


—  -——— —F-H 


<a 时 ， 由 于 


$ 2. 函数 的 连续 (551) 


— — noO.aq 


I 
当 | 


sin tie KEE: $ !.【 定 理 116 的 证 明 )， 故 有 


| sin(x+h)—sinx < hl, 
[cos(x+h)—cosx <: h !. 
从 而 ， 由 $1.【 定 理 ]4， 有 


lim sin(x+h)= sinx, lim cos(x+h)=cosx. 
hk |->! 


即 sinx, cosx 在 (一 cc， 十 coe) 连 续 . = 
【定理 ]11. tgx, secx 当 x== (2n 十 1) (h 是 整数 ) 时 连续 ，ctgx， 


6 5CX 当 Y 关 8T( 是 整数 ) 时 连续 
证 明 由 【定理 】 10, sinx, cosx 二 oo) 连续 ， 故 由 【定理 】2 
知 ， 
_ sinx z 
tgx= cose? SecxX 一 cosx 


在 x 满足 cosx 关 0， 即 x 关 (2n 二 1)-5 (n 是 整数 ) 时 连续 ， 同 样 , ctgx， 
cScx 在 x 满足 sinx#0, H x==nz(n 是 整数 ) 时 连续 。 ñ arei 
【定理 12. sin lx, cos lx 在 [—1, + 1] 续 ， tg 1x, ctg s Æ (— ° 
十 co ) 连 续 ， sec 1xb, csc lx # | x >1 NE, 这 里 , 反 三 角 员 数 表示 茂生 
值 ， "š 


证 明 sinx 在 | == + e E Ea 


. . zt 1 ~ Zt 一 ! re n Raki 
Sini 一 2 w , sin 2 ° 


am, HEJA, sin's 在 [一 1、 二 1] 是 连续 的 严 客 单 增资 数 。cosx 
在 【0，z 1 是 连续 的 严格 单 减 函 数 ，cosr 一 一 1，cos0 一 1， pues A 
和 汇 一 1， 十 1] 是 连续 的 .严格 单 减 函数 ， 


tgx 在 (一生 -， 十 - 芭 - ) 是 连续 的 严格 单 增 画 数 ， ° 【4 m. 
, lim tgx=—œ, lim tgx 一 十 co . 2 
+ x 下 本 ~0 AN 


国 页，itg-x 在 (一 co ， 十 ce) 是 连续 的 严格 单 场 函 教 。 


\552) I 第 十 章 se ARHI RPR lie 连续 


—  — —. - —— T_ QQ w… 


ctgx 在 (0 ,Xt) 是 连续 的 严格 单 减 函数 ， 


lim ctgX 一 十 co ， lim Ctgx 一 一 co。 


W, ctg’ ee + 吕 ) 是 连续 的 严格 单 减 汤 数 ， 
f p mx ` / mw h _ _ 
sec x 在 | -于 )， 人 3， e JERES, 
sec0=1, lim secx= +c, lim secx= — ee , 
x=, -0 ve +0 
secr= l], 


从 而 ,sec x 在 (一 ,一 1]，[1]， 十 尼 ) 是 连续 的 严格 单 增 函 数 。 
sox 在 [- x 6) (o -] 是 连续 的 严格 单 大 本数 ， 


x : . 
csct 一 一 一 = 一 1， lim cscx=—o, lim cscx 一 十 co ， 
2 xz-w 一 0 x—=-* 0 


Ai 
I CSC 2 . 


Am, esee dE(—e6, —1]), Dl, +ee)E3892DO RSS 8 Ln 8k. 
1038113. oa*(1 尖 ao>0) 是 在 (一 = ， 十 ce) 连续 的 严格 单调 函数 ， 当 o>1 
时 ， 单 调 增加 ， 当 0<a<1 时 ， 单 泥 减 少 。 

证 明 根据 $1.【 定 理 ]20，a* 一 1(x 一 0)， 因 此 对 于 任意 的 实数 xp 


lim a*=lim a™ a% =a" Jim a= =a", 


从 而 ， a* 在 (一 co， 十 ce) 连续 | | q z m 
当 a>1 BF, Æ x>y, Ma” >1 ， 故 得 d =at- at >a, NT, 
当 a>1 Bf, a 是 严格 单 增 晒 数 . 


93 eo | b=, iij b>. HT o R: 418238 增 通 数 ， 故 


f 


a= ETTET | : m 


【定理 }14. s E kistasi =“; rl 
时 单调 增加 ， 当 0<ae<1 时 单调 洲 

EA 当 a>1 时 ，a” 是 在 (一 co， PEPEE, 定理 ]13) ， 
E lim a*=0o0, lim tl $1 【定理 121). 因而 ， 记 【定理 】5 A 


x— +o 


S 2. hyi (553) 
a* EIERN logax 是 在 (0， 十 co ) 连 续 的 严格 单 增 国 数 
当 0<a<1 Bf, at EZEC o, too) ERM, H. 


lim a“ = +eo, lim a =0, 


y> {= ctu 


因而 ，1log。x EEO, +E REREN. go 
Wm JWNR80nR ESA MODS kink, WAA, FARAR 
三 角 函 数 通称 为 基本 初等 函数 ， 凡是 由 党 数 及 基本 初等 函数 经 过 有 限 次 的 
加 减 乘 除 运算 及 有 限 次 的 复合 构成 的 并 能 轴 一 个 数学 式 子 表示 的 函数 称 为 
初等 函数 ， 由 2.2【 定 理 ]2.【 定 理 ]?，2.3,【 定 理 ]9 一 【定理 }14 立 刻 得 到 一 
”个 相当 广泛 而 有 用 的 结论 : 一 切 初 等 况 数 在 其 定义 域内 每 一 点 都 是 连续 
的 。【 定 理 ]6 及 【定理 }7 是 这 一 结论 的 直接 推论 。 | 


2.4 关于 连续 函数 的 著名 定理 ü 
【定理 ]15. MAEM RAX f(x) 在 闭 区 间 La, b] 连续 ， B ja) 
1(b)， 则 对 于 f(a) 和 f(b) 之 间 的 任意 值 R， 在 开 区 间 (a, b) 内 至 少 有 一 
个 点 c 存在 ， 使 f(c)=k. 
ERA MER f(a)<k<f(b) 的 情形 。 由 于 满足 不 等 式 a) Lk 的 x 供 的 
集合 E REALA, MULA E 的 上 确 界 C 存在 (第 九 章 8 6，6.2). 时 
为 f(a)<h， 故 由 【定理 4， a 的 邻 域内 的 点 属于 E. 又 因为 f(b)>k, 
k b 的 邻 域内 的 点 不 属于 E. 因而 有 a<c<b. 现 用 反 证 法 来 证 明 。 对 
”于 这 个 C，f(c)==k RY. 
暂且 设 1(c)>hk.。 则 由 上 确 界 的 性 质 知 ， 无 论 对 怎样 小 的 正 数 e, # 

E 中 也 有 xo 存在 ， 使 C 一 sc<xo<C，f(x)<R. 由 于 fc)>h， 故 由 [ 定 
理 14， 著 适当 地 取 正 数 8， 虽 在 开 区 间 (C 一 6，C) 内 ，1(x)>k 恒 成 立 ， 这 
与 flx <k EFE. BHE, AEE lek. 若 适 当地 取 正 数 6， 
则 在 开 区 间 (C，C 十 6) 内 ，f(x)<k 恒 成 立 ,这 与 C E E 的 上 确 界 相 忒 
盾 。 因 而 必须 有 f(c)=k， 

”在 1(0)>k>1(5) 的 情形 也 同样 可 证 。 O 
【 系 】 AT% f(x) 在 闭 区 间 La, b] 连续 ， 且 f(a)i(b)<0, A 
(a，5) 至 少 存 在 一 个 C 使 1{c)=0. 
证 明 ”由 于 f(a)f(b)<0， 故 有 f(a)<0<f(b) R ia) >>), 因而 在 
【定理 }15 中 令 R=0 即 可 得 证 . g 
f. acie 时 ， 方 程式 
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1 1 
X 一 0 T x—b + 
共有 相 异 的 二 实 根 。 
M ”将 原 式 去 分 母 ， 所 得 的 则 解 二 次 方程 是 
I Ox)=(x—b)(x—c)+(x—a)(x—c)+(x—a)(x—b)=0, 
f(x) 在 (一 2 ， 十 co) 连 续 ， 并 且 根 据 假设 条 件 有 
-` ÍI(a)=(a—-—b)(a—c)>90, | 
s J(b)=(b—c)(p—a) <o, 2 
f(c)=(c—a)(c—b) >0. 


=0 
X 一 C 


从 而 ， 由 [定理 ]15 的 [ 系 ] 知 ， 在 开 区 间 (a，b)，(b，c) 内 ， f(x)=0 都 至 a 


少 有 一 个 实 根 ， 由 于 fx)=0 是 二 次 方程 式 , 故 给 定 的 方程 式 也 恰 有 相 异 


例题 2. 奇数 次 的 实 系数 代数 方程 式 至 少 具有 一 个 实 根 。 
解 ” 设 该 方程 为 f(x)=0 且 最 高 次 项 的 系数 为 1. 涵 数 f(x) 和 
EREE), Hitom), f(x)— —oco (x— —°°) 
($ 1 必定 理 j10). 

A., WEER a, b, W filla, olik, H f(a)<0, > 
0. 因而 由 {定理 ]15 的 【 系 j，f(x)=0 #(a, DOKEVE H-A. 
例题 3. 34 ge>0，!>b>0 时 ， 方 程式 x 一 bsinx=a 恰 有 一 个 实 根 ， 
R $ f(x)=x 一 bsinx 一 a， 则 f(x) 在 (一 c， 寸 co) 连续 以 定理 16,【 定 
理 M0， 【定理 }2)， 若 把 它 变形 成 


f(x) =x(1— Asing <) 


x 
naas] < <Ë, 之 一 0(x 一 十 oo)， 半 一 0(x 一 十 oo) 所 以 lim f(x)= 


+o, 从 而 ， 若 适当 洗 择 正 数 k&， 则 1(k)>0、 另 一 方面 ， 由 于 f(o)= 
一 g<0, 故 由 [定理 J15 的 { 系 】 ,方程 式 1(x)=0 在 (0， 有 至 少 有 一 个 实 根 。 
又 因为 并 (x)==1 一 bcosx>0， 所 以 aqa SS U 5 
Tü 其 x) 恰 有 有 一 个 实 根 ， 
O03816. 2222 f(x) 在 闭 区 间 [a、5] 连 续 ， 则 忒 x) 在 Le、b] 有 界 

证 明 L j(x) 没有 上 界 ， 则 对 于 自然 数 n 在 La，5] 上 存在 xa, Ë 
f(x)>n。 由 于 数列 《xn} 是 有 界 的 ， 故 可 取 志 一 个 收敛 于 [a,bJ 上 一 
点 zy 的 子 数列 (xay ELER, 8 3，3.6)， 由 于 fx) 在 x 二 xo HR ` WK 


Š 2. 函数 的 连续 $ (555) 


-一 一 一 一 一 -一 一 一 一 一 一 ~ 


HEEL, Kea) 一 1(xo)《k 一 oo) 成 立 ， 另 -方面 ， 从 数列 (<) 的 选择 
方法 ， 有 fn. 从 而 ， 这 与 《f(xnt)》 收 鳅 
HFE. AM, OQALI. 同样 可 证 x) 有 下 界 。 


pR ” 若 1(x) 在 开 区 间 连 续 ， 则 f(x) 不 一 定 有 界 . 例如 二 在 (0。1) 是 连 
续 的 ， 但 ~ 一 十 ce(x 一 十 0)， 故 二 在 (0， DEER. 


[E38117. ERR ICONK Ma, b] i8, Mi f(<)ZE [a, 51 取 到 最 
大 值 及 最 小 值 . 

WA ” 现 证 明 失 x) 在 [a, b] 取 到 最 大 值 . 根据 【定理 }16， 由 于 天 x) 在 
[a, b] 有 界 ， 故 f(x) 的 值 域 有 上 确 界 M 存在 《第 九 章 §6，6.2)。 根据 
上 确 界 的 性 质 ， 对 于 [a ,b] 中 的 任何 x 值 ， 都 有 fx) 委 M. 假定 在 La， 
b] 人 则 在 [a, b] 上 重 有 f(x)<M. 因此 序数 


F(x)= p= TE GE [a, b] 连续 、 由 于 B(x) 在 Lla, b] 是 有 界 的 ， 所 


AREER EO, 则 有 o<- SG. 由 此 得 1) 


< 这 与 M 是 世 x) 的 值 域 的 上 确 界 相 矛 盾 。 因而 在 La, b] F 


PERN S M. 车 令 m 为 1(x) 的 值 域 的 下 确 界 ， 则 同样 可 证 明 在 
Ed, b] 也 存在 x 使 1(x)=m. 

注意 车 fx) 在 开 区 间 连 续 ， 则 1(x) 在 此 区 间 不 一 定 取 到 最 大 值 及 最 小 
值 . 例如 f(x)=x 在 开 区 间 (0, 1) 连续 ， 则 其 值 域 的 上 确 界 是 1， 下 确 
界 是 9, 但 在 《0，1) 内 能 达到 上 、 下 确 界 的 x 是 不 存在 的 . 


Ea 
tye S ` 


`. ¿|` A 
Wx 


Z; 5 一 致 连续 、 连续 延 拓 k 3 
[EX]. 函数 的 一 致 连续 函数 1(x) 在 其 定义 域 DD 一 致 连续 是 措 ， 对 宇 : 
任意 的 正 数 s， 存 在 仅 与 es 有 关 的 正 数 6， 使 得 

X ixx <8, LED, EDH, !f(ai)—1(x:) 1 <e ERL. 
注意 EBA (x) 在 其 定义 域 D 内 连续 ， 则 f(x) 在 了 内 任意 一 点 a E 
续 。 从 而 对 于 任意 的 止 数 es， 存在 正 数 6， 使 得 

当 |x 一 a ! 之 6，xED 时，:(x) 一 f(a)i 之 e 恒 成 立 . 这 个 6 不 仅 依赖 
Fe, WB, 一般 地 说 也 与 a 在 D 中 的 位 置 有 有 关 (A 10-5). 车 能 确 定 出 
只 依赖 于 而 与 D 中 各 个 a 的 位 置 无 关 的 共通 的 6， 则 这 样 的 情形 就 是 
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一 到 连续， 

例题 函数 在 《0，1) 不 一 致 连续 ， 但 在 1， 十 ) 一 致 连续 ， 

8 若 设 1(x)= 二 在 (0，1) 是 一 致 连续 的 ， 则 对 于 e=1， 存 在 正 数 6， 


B [xi x! <ó, H x;、x2E(0，1) i, REI) ile. 
HN n HIRA, FS 


gs A s.s. $ S 
UU 1 5 E yy 2 MJ xima | = GEDG TY" 
H.. Ixil), = '(n+1)—(n+2)[ =1=e. 
“iS a Bae EEIE gii 
因此 ， 无 论 把 1x: 一 xz| 取得 多 人 么 小 ， Jf a) —1(x;:) 1 也 不 比 1 小 . 因而 1(x) 
= # (0, 1) 不 一 致 连续 ， 
其 次 , # x. x,C(1, +o), W 
MEDEEA i lxx] <ixi— xd. 
XIX2 


因此 ， 对 于 任意 的 正 数 ce AW ô=e, Hi 
£j wi, xs 在 (1 十 ce ) 中 的 位 置 无 关 地 ， 
34 Í xix <ó= z Bf, |f(xi) —1(x;,) | < 


e 便 成 立 . 因而 1(x)= 全 在 (1， 十 co) 一 


致 连续 ， 
【定理 1】18、 STR Sa) EAK [a，b] 连续 ， 则 f(x) 在 [a, b] 一 
致 连续 . 
WA 暂且 假定 fx) 在 [a，b] 不 一 到 连续 ， 则 对 于 某 正 数 ze， 无 论 怎样 取 


正 数 6、 总 存在 x. x", BII 
(x =x": L8, x°. x"Ela, b}, 但 ! f(x’ il") >. 


现在 ， 特 别 地 了 到 5= L (n 是 自然 数 )， 则 存在 两 个 数列 fx }, 12", 
它们 满足 下 列 关系 。 
| J x£ —xa" |<6= 二 ， x. x Ela, b], (f(x n)—I(xa") 1 
Ze. 


~ 


85, RRE (557) 


由 于 {x*。》 是 有 界 的 ， 故 存在 子 数列 《xzy》， THM F [a， b) 上 的 
一 点 x。( 第 十 五 章 ，§ 3，2.6). 


由 F xa” k —*X0 (R 一 co )， ET — x |< - 


=, X'ak = (x. ”, — Xn k) + 
Xak» BAE x xil haco). AT, BEAN 
lim f(x%) =lim f(x" nk)= f(x), 
"e lim [J(x. v) —J(x",z)]=0. 


这 与 He wx) 一 J(xrurJ1>e 了 矛盾， 因而，f(x) 在 [a, b] 是 一 致 连 续 


Ë! 

PNN 连续 延 拓 ” 设 函 数 1(x) 在 闭 区 间 [a , b] 内 的 全 部 有 理 数 R 上 
有 定义 且 连 续 . 如 果 存 在 济 [a ,为 定义 域 的 连续 函数 F(x) 使 在 RR L, 
f(x)=F(x)， 则 把 F(x) 叫做 f(x) 向 [a , b] 的 连续 延 拓 . 
【定理 119、 以 闭 区 间 [a，b5] .上 全 部 有 理 数 R 为 定义 域 的 函 Hila), A 
有 向 [a，b] 的 连续 延 拓 的 充分 必要 条 件 是 ，f1(x) 在 R-RE. 
证 明 《充分 性 > 对 于 la, b] 中 的 任意 的 数 5， 有 数列 {x。} 存在， 使 
xaER，xs 一 E(n 一 上 0)( 第 九 章 ，§9，9.3)。 由 于 天 x) E R-RE ik, 
故 对 于 任意 的 正 数 e， 存 在 正 数 6， 使 
Oo Mji, x x ERR, (filat) e ERA A 
面 ， 由 于 xs 一 上 (nm 一 co)， 故 对 于 上 述 8， 罕 在 自然 数 n， 使 得 

当 m>nd>n hf, [Xa xn] <ó 
恒 成 立 ( 第 九 章 ，$ 6，6.2)， 从 而 ， 

当 m>n>no 时 , Jf(xm)—f(xn) í <= 
ERS, BEA C Yk, 数列 {f(xn)} 的 极限 值 与 在 R 内 收敛 于 的 
.数列 {xa.} 的 选择 方法 无 关 《 参 夏 § 1, 【定理 ]1 的 证 明 )。 因而， 特别 地 当 
¿CR 了 时， 车 取 xs== £(n=1, 2, ++), M ICa) ENa). 

现在 对 于 la, b] 中 任意 的 £， 取 数列 {xs} 使 之 满足 x,ER，xs 一 
人 S 

P(£)=lim J(x), 

则 可 得 到 定 x RY [as b] 的 函数 F(x)， F(x)= fx) 其 . 
次 ， 对 于 满足 x、* Ela, b], xex <á v. X°, WE (x.) . 
{xa }， 使 满足 xax, x 一 x (n=), xç, Xa Ek FEARR % O 
数 np 则 
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当 n>no Bf, |x, —x¿ (< 
恒 成 立 ， 因 此 

F n>m B, lix) -l)i <e 
全 成 立 . 在 上 式 中 ， 若 Gneo, M] f(x,)—F(x), f(x2)—F(<2), A 
此 由 上 述 不 等 式 得 1F(x) 一 F(x* 站 i 三:。。 从 而 ,，F(x) 在 La, b] 连续 且 是 
(fx) 疝 [a，b2] 的 连续 延 拓 . 

《必要 性 》 设 在 R EX ASE EQ f(x) 具有 向 [a，b] 的 连续 延 拓 ， 则 
F(x) 在 [a， 菇 连续 ， 从 而 在 [a，b] 一 致 连续 〈【 定 理 ]18). 对 于 包含 在 
[a, b] 内 的 尺 来 说 ， 由 于 F(x) 二 f(x)， 故 1(x) 在 RR 一 致 连续 . LJ 
例题 在 闭 区 间 Ca, b] 内 的 全 部 有 理 数 R 上 定义 的 函数 a*(1 到 2>0) 具 
有 向 [a，b] 的 连续 延 拓 . 

解 “首先 证 明 下 列 不 等 式 . 
， 车 a 之 !; 则 /Qa* 一 1 过 xz* 一 1. 

ER 当 x 之 9 时 ， 这 是 很 显然 的 ， 当 x<0 B, [x :二 一 x。 
| a +a" =a +a *>2 aga-*=2, 

.dx 一 1 |=1 ~a" La" — l; 

(1) 3 c>1 时 ， 设 xi、xsER， 则 由 上 述 不 等 式 得 

la —a" [=a |a" 一 1 
<a“: (a> 1 1). 


现在 取 一 个 固定 的 有 理 数 M, 使 max(la!, b )<M. HS A 
理 ]20， ar-,1(n 一 )， 因 此 对 于 任意 的 正 数 e， 存 在 自然 数 m， 使 
akita Me 
RY, 3 9, AM 8= =, WÄ], HO. ORR 


[a — a" <a (a Xs 51) 


<a" (at —1)<aM.a"Me=e, 
也 就 是 说 ， 由 于 对 任意 的 正 数 e FEER ó 当 
lx =x] <ð, Xis LERH, | am -一 Cr 上 zs 恒 成 立 ， 故 as 在 R 一 

至 连续 、 
| 1 


(2) 当 0<a<1 时 ， Ee (z) >a", KA 


$ 2 函数 的 连续 (559) 


~ 


1 \*™: 1 Nz: 
G) s es 
由 (1) 知 ， (S ) 在 一 臻 连续， 且 上 述 不 等 式 成 立 ， 因 此 a" 在 R 也 
仍然 是 一 致 连续 的 . 
WEG), (2), a" 在 R 一 致 连续 ， 故 由 【定理 19 知 ，az 具有 向 [a、 
b] 的 连续 延 拓 . 
注意 当 a>0, b>0 时 ， 对 于 有 理 数 mm、n， 下 列 指数 法 则 成 立 。 
(1) a"a"=a"t" (2) =a" 


(3) (a")'=a"", (4) (ab)'=a"b"'; 


(5) G ) = s; ` 

(7) 当 0<a<b 时 ， 车 n>0 则 a"<b". 

由 于 对 有 理 数 x 定义 的 函数 a" RAER, TLEH, HT XH 
数 x， a* 也 具有 与 上 面 形式 相 辣 的 指数 法 则 。 例 如 ， 对 法 则 (1) 与 (7) 证 明 
如 下 

(1) 设 (xs) , (y. # Eu C Su $y X, Y 的 有 理 数 列 ， 则 

aal =at, 

ES n>, Nh a” 的 连续 性 ， 有 as—a*, a 一 a’, amtin—atP, 

因此 


(6) 1" =1; 


a*a! =a" 


成 立 ， 
(7) 设 0<a<b, x>0, 选取 收敛 于 x 的 有 理 数 列 {xs} ° 对 于 正 


AŽ, BEBAS m， 合 ` 
当 n>m 时 ， xax 


ARZ, 从 而 ， 当 n>no RF, x> 恒 成 立 。 


$1. 导 # (561) 


pi amr 


第 十 一 章 ”微分 学 


$1. 导 XE 


1*1 平均 变化 率 和 导数 

【定义 ]】1。 平均 变化 率 ”在 肖 数 y= 二 f(x) 所 定义 的 区 间 [ 上 取 相 异 二 点 x。， 

xi， 其 对 应 的 函数 值 分 别 为 yo Yi- 令 Ax 一 xi 一 X0o，Ay 一 ?1 一 yo， 称 
比值 人 为 函数 y 在 区 间 [xu x (如 果 x< xl) 或 Lxi， xol (WR xı < xo) 


上 的 平均 突 化 率 . 
注意 Ax 通常 叫做 自 变 最 x( 在 点 xa) 的 增 量 (RAZR), Ay Y ME ， 
数 y( 在 y, 由 自 变量 增 量 Ax 5HE, AREXE, 自 变量 增 量 可 
UHER, ETUA, IB—R e 772, TB Ay 是 nj L17285, 
【公式 】1 .函数 ?=fx) 在 区 间 [xs，xi 上 的 平均 变化 率 为 

Ay -NTV _ Go Ax) —. fxo) 


Ax XI 一 X0 Ax 
例题 1。 求 f(x)=x? 在 [x。，xtj 上 的 平均 变化 率 。 
Ay Ix) (x)  _ _X1 Xo _ 
*Á* a E aai 一 XI 十 Xo 


一 (xo 十 Ax) 十 xo 一 2xo 十 Ax。 
【定义 }2。 导 数 已 知 y=1(x) 定 义 在 区 间 荆 上 。 设 xo, x EI x 是 I 的 内 


M. WRH xx 即 Ax 一 Xi 一 Xo 一 0 时 极限 lim A PEHAR, 则 称 


此 极限 信和 为 函数 > 一 帮 >) 在 点 xo FR, WE C), REZ, Ia) 在 
点 xÜ 的 导数 就 是 它 在 [xo， x1] 上 的 平均 变化 率 的 极限 ， 也 就 是 f(x) 在 x 
的 瞬时 变化 率 。 

注意 导数 的 上 述 定 义 可 详 叙 如 下 、 
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—— r 


函数 y 二 f(x) 在 点 xo 的 导数 J” (x0) 为 定数 a Ejs. 2 若 对 于 任 给 的 正 
. 数 e， 相 应 地 存在 正 数 6， 使 得 


| 
RË. 
[4812.7 (x0)= mA —lim Pad IO) 、 
Al 0 


=lim 办 xo 十 Ax) 一 fxo) _lim fxrth)—f(xo) ` 
Ax = i0 h ° 


例题 2， 求 负数 /(x)= x? 在 点 xo 的 导数 


解 由 例题 ， -人 2 一 2xe+TAx， 故 


| G= AZ =lim (2x0+ Ax)= 2xo。 


.1.2， 导 数 的 几何 意义 

” 设 P(xe, y6) 是 曲线 y= 二 fx) 上 的 一 点 。 过 P3 引 一 直线 1， 使 其 斜率 
等 于 fx) 在 点 xo 的 导数 《xo)(I 称 为 曲线 在 点 P 的 切线 )， 若 在 该 曲线 
上 另 取 一 个 异 于 P 的 点 Q 并 让 Q 无 RETT P, MARAR PO VER 
趋 近 直 线 Wit, S3 并 《xo) 的 所 何 意 义 就 是 曲线 y==J(x) 在 点 xo 处 切 - 
线 的 斜率 。 


1.5 可 导 与 连续 

【定义 ]3. 可 导 已 知 y 二 f(x) 定 义 在 区 间 I 上 . 设 x 是 工 的 一 个 内 点 。 如 
果 f(x6) 存 在 (必然 是 有 限 值 )， 则 称 函 数 7 三 1(x) 在 (内 ) 点 xe 可 导 。 
【例题 ]1. 证 明 y=x' 在 任意 点 xo 可 导 。 

解 ， 令 1x)=x2， 由 前 段 例题 2, 1C) =2x, BU 关 (xo) 存 在 ， 故 ?一 洁 
在 任意 点 x PLS. 

[3811 a 如 果 y=f(x) x= Xo 可 导 ， 则 它 在 x= xE ÉE. 


， 证 明 C Pak. ik lim -S2 =j: (x) FEHER, 由 二 
Axo, Ay=j(x)—J(x,)= pap im aa REPTE LEEI, 


| SL. 导 K (563) 
《3) 得 
lim Ay= lim-lim Ax= 0. 
Ax—0 0 AX Ax— 


即 当 x—x 时 ，f《x) 一 J《xo)。 故 了 (x) x 二 xo 连续。 => 
注意 !。 如 果 按 函数 极限 的 严格 定义 (第 十 章 1.1, 【定义 1) 来 证 明定 
理 ， 有 如 下 详细 的 证 法 ， 


A lim H- =I) -=j (x), WIEBREN e, 相应 存在 正 数 


Vxs 


ó,, 使 


= 0<|x— xi <ó, RJ, 


Xx Xo 


f(x)—f(x0) po (yo) 


之 成立， 取 6, 二 


l 


€ — ` — ç 
eF IFEGOD 1 , Óó=min(ó,, 2), mj 0< | X Xg | <ó 时 ， 
LORIN 


x— x | 


(x— xof 


[f(x)—f(x0)| = 
al f(x) — f(x)—f(x0) KOL = f2 (<o) 
YX 一 %6 
<(e 十 | 六 (xo)| ) ó 
(e+{f: (xo) J) Ó; 
=e. 
此 外 ， 当 x=x hi, BAR ilil) <s， 故 由 第 十 章 2.1DEX 113 
f(x) 在 x 二 xo 连续 . 
注意 2.【 定 理 }! 的 逆 定 理 不 成 立 ， 如 下 例 所 示 。 


[> sin 一 ， x=0, 
例题 2。 WARR f(x)= | 


HIE) ). lx- 


0 ,x=0 
Æ x=0 连续 ， 但 不 可 导 ， 

| 
解 因 lsin ~<, limjx{ 一 0 Z (e) —100)= 


i 


=| xf 


x sin— 


u. Š 
sin — 


R 


<1, 故 lim1(x)=J(0), 即 fx) 在 x=0 连续 。 但 由 
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+ 
AY a KAx)=1C0) 
Ax Ax 
# f(x) 在 x==0 不 可 导 . 
【定义 1]4， 在 区 间 上 可 导 已 知 y=f(x)，xE1, (OERKE JU Cr) 的 
各 点 都 可 导 ， 那 么 称 f(x) 在 区 间 了 上 可 导 。 
例 由 例题 !， 函数 y=x? 在 任意 区 间 上 可 导 ， 


14 左 导 数 和 右 导 数 

【定义 ]5. 在 一 点 右 可 导 及 在 该 点 的 右 导数 ”已 知 y=f(x)，xE1， 取 定 x。 
EI 且 x 不 是 1 的 右 端点 . 如 果 当 工 内 点 从 xs 右 例 无 路 赵 近 于 x MS 
Ax 一 x 一 xs 大 于 零 而 趋 近 于 零 时 极限 lim -人 存在 有 限 ， 则 称 函数 ?一 


fx) 在 点 x, 右 可 导 并 称 此 极限 值 为 它 在 点 xo AFRL 
[DEX]. 在 一 点 左 可 导 及 在 该 点 的 左 导数 EI y=/(x), x€I HR ZE 
xE E xo 不 是 1 的 左 端 点 。 如果 当 了 内 点 x 从 x+ EPERE F xo, 即 


当 Ax==x 一 xo 小 于 零 而 趋 近 于 零 时 极限 lim. 一 一 一 SFEAR, 则 称 函 数 ? 
=J(x)# P xo 左 可 导 并 称 此 极限 值 为 sess xo p 


记号 y= 失 (x) 企 x 的 左 导数 用 f-2(xo) 或 D f(xo) 表示 ， 右 导数 用 
f+ 和 《xo) 或 D?f(xo) 表 示 。 


不 存在。 


. 1 š ; i 
sin-—, lim sin 
Ax Ax—0 Ax 


TES f Ga)=lim - Laai -f(g0) 一 1im AE) 


x-"x¿ + 0 í Xg9 


f-*Gaa)=lim ， xo+Ax)— —f(xXo) =lim_ Loa, 
`AE 求 y=vV Z # x= 的 左 导数 与 右 导 数 . 


2 
Y (za) 一 0 Cei Ax =t, ( 同 取 “十 "号 或 


解 f (0)= lim 
Ax— +0 


同 取 " 一 "号 ). 

【定理 }2、 如 果 f(x) 在 x=xe 上 既 左 可 导 、 又 右 可 导 ， 且 在 xe 的 左 、 右 导 
数 有 相等 的 值 ， 则 了 (x) 在 x=x 可 导 ， 其 导数 站 (xo) 就 是 这 个 相等 的 值 . 
EA 设 f, (xa)=1- laa. TÈ, HERRER e, ANFEN 


Ax Ax—+0 


$1. 导 3 (565) 


Ó, Öz, 使 得 
当 0<x—x <ó, IK 0< x , — x< ó, 时 间 时 有 


1(x)—i(xo) _ [Le 


X 一 X0 
RL. 取 6=min(6:，6:) ， 故 当 0< xy 一 xoj<<6 EF, Lozi) 一 Ka) 一 < 
— xq 
<e, W lim I)i) a 存在 。 
x*0 X—Xo 
即 f(x) 在 xo 可 导 且 f(x )=a. 口 


[ER]. 如 果 f(x) 在 x=xo 右 ( 左 ) 可 导 ， 则 
lm J(e)= f(xo)(lim Je)= f(x0)). 
即 右 可 导 必 若 连续 ， 左 可 导 必 关 连续 . 
证 明 ”可 仿 【 定 理 】1 注意 中 的 证 法 进行 ， 设 f(x) 在 x 右 可 导 ， 并 令 
f (xo) =a. 则 对 任 给 e>0， 存 在 Eh 当 0 <x— x < ó, 时 ， 
Faa Jx) a <e. AR ô=- 二 min(61，6;), 则 当 0< 
sx SQ r Spa 


x—x <ó 时 。 
JJ.) —1C lian 


1 二 Ko)| .1 一 mi 
| 


( fx)—f(x0) |a) i ix—x Llet al) 6 <. 


X Xy 


因此 lim 105 i(xo). 


gayé 


ERREN, R R i 1 0< x —x<ó,, 0<x | —x< ó fÑ $Ë 0<x— 
x <ó,, 0<x—x <ó BITT. LJ 


$ 2。 微 分 法 的 定理 


2.1 基本 初等 函数 * 的 导 ( 函 ) 数 
GEL. RAK LAKIOA ATE. WIKE AA, 
。 IR, INBER. BEE ENES, URUN, ZARRRRZA S 


数 这 六 类 函数 为 基本 切 等 函数 ， 由 基本 初等 函数 经 过 有 限 次 四 则 运算 以 及 有 限 次 的 
复合 步 台 构 成 的 用 一 个 数学 式 子 表示 的 函数 称 为 初等 函数 。 一 一 译注 


(566) 第 十 一 章 微分 学 


有 唯一 确定 的 值 # (x) 与 之 对 应 。 这 样 得 到 的 函数 f(x), 是 由 函数 f(x) 
导 引 出 来 ， 故 称 为 f(x) 的 导 函 数 . 有 时 也 直接 称 导数 。 求 已 知 函 数 的 导数 
的 过 程 称 为 函数 的 微分 或 求 导 ， 求 导 函 数 的 运算 方法 称 为 微分 法 或 求 导 
记号 ”通常 用 下 列 各 记号 在 不 同 的 场合 表示 y=f(x) 的 导 函 数 : 

y, Q), S, L, -EG DIG), $, Do. 
RRN. 了 (x)=lim LEAD 


注意 导 函 数 关 (x) 在 x=a 的 值 f(a)， 是 函数 fx) 在 x=a 的 导数 。 
【公式 】2。 基 本 初等 函数 的 导 函 数 (一 ) 


函数 f(x) SP kR 2 f” (x) 
(1) y=c(E2X), y” =0, 
(2) y=x, y 一 1. 
I ei 
(D We pami 
` (4) y=sinx y? =cosx. 
(5) y=cosx, l y = ~ sinx. 


证 明 H[Z-N]H, 
y*=J* (x) =lim 
针对 (1) 一 (5) 中 各 函数 ， 有 
,C=C 
(1) yy=lim- x =°. 


1(x-+Ax)—1(%x) 
Ax 


02) y=limn Ax =1. 
1 1 
X 十 Ax ` e DT — 1 === 
(3) y '=lim Ax lim (x+Ax)x * 
~ 4) y =lim Ax 


2cos( at x 二 一 > A ` sin As, 
lim 2 


P Ax 
AxN Sh 2 
=]im cost; >) 
Ax-*0 Ax 
2 


. A sin 
=lim cos (e+ 学 lim Nusa: NE 


Ax— peer Ax 


一 COSX'1 
=ç0 5X. 
. cos(x+Ax)—c 
(5) y2=lim ee 
Ax— x 
一 2 Ax ) si >= aa 
= im Re 
lim Ax 
Ax 
=—lim sin x+ Jim ——ə.—— 
Ax— Ax—0 Ax 
= —sinx°1 
= sinx. 


).2 函数 的 和 、 差 、 数 积 的 微分 法 
设 f(x) 和 和 i 则 


【定理 】1. (1) AORO E *(x)+g* (x); 


(2) anis (e 是 常数 ) 


(3) -AO GD (O. 
证 明 G G h(x)=f(x)+g(x)， 则 
+ lim 


h(x+AÀAx)—Hh(x) 


(567) 


miii EOE O 


Ar 
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_J(x+Ax)— (x) _ p= g(x 十 Ax) 一 &Cx)》 
Ax J: 


=1im | 


Ax—0 Ax 


Ax—0 A 


因 lim Alet As f(s) _ (x) 及 J 8525 0 FD =g (x) 
Ax») x 


存在 ， 起 | 
[+(x)]=f a) G). 
(2) + h(x)=C-:-j(x),)H 
-i [C:I(x)]= h”(x) Slim PEELO TRG) 


_ C'I(x+Ax)—C+-J() ` 


Ax—0 AX 


I f(x+Ax)—f(x) 
E Ax ; 
因 lim KatAx) ie) jo(x) 存 在 ， m 
1 o= GO. 


(3) 由 已 证 的 (1) 和 (2) 行 
š fi -[f(x)—g(x)] =} [/(.) +(—1).g(x)] 
x dx , 


_ d d A 
=-4 t-s] 


= 了 (x)+(—1)g’(x) 
= 了 (x)—g’(x). r! 
【 系 】 如 果 各 Jë 《x) 都 存在 ， 则 


r> ne] -Pr (x). 


【证 明 】 当 n=1 时 ， 此 公式 显然 成 立 . REECH n=m 时 成 立 ， 即 


N rat >o -Èv (x). (°) 


e — 


d- — —. - T — — —  - 


划 当 en 1 时 a 


一 -一 一 一 一 一 -一 一 ~ 


§ 2 .微分 法 的 定理 (569) 


m+1 


2 (x)= >. (x) +fn+1 (x). 


因此 由 定理 1， (GD 有 
[Zo] Ero |r 


=F Haa) (由 (.) 式 ) 


| =$) 


成 立 。 故 对 一 切 自然 数 n， 公 式 都 成 立 . 口 


23 复合 函数 的 微分 法 
(32812. REK u=z(x) 在 x 的 某 区 间 工 内 可 导 ， 又 函数 ?一 Hu) 在 
g()(g(D={tg(Cx):;xET)) 内 可 导 ， 则 复合 函数 F(x)=1(g(x))ZEI IÑ Uí S 


TAPO (REE 2 Q Oy. as J. 


证 明 给 x 以 增 量 Ax， 相 应 地 ,uw 一 g(x) 得 到 增 量 Au， y= 二 f(w) 得 到 增 最 - 
Ay. 


因 和 故 Au=g° (x)AxteiAx, Rih e0 ( 当 Ax 


—0). XA lim — =f’ (u), H Ay=}f (u)Au +e: Au, jP rh es 一 0 


(34 Au—0). PFP 
Ay=- [f (u)+=,][g° (x)+e,]A x 
=(j'(u):g'(x)+[e g (x)+ ei: f'(u)+e ez] Ax 
=[f'(u)-a (x)+elAx, 
其 中 e=er g (x) tej Cu) tee. 由 此 ， 


Ay 
人 (u) .8 (x) dte. 


因 当 Ax 一 0 时 ，ei 一 0，Ak 一 0， 故 es 一 0。 从 而 当 Ax 一 0 时 8 一 0。 由 上 
式 取 极限 得 


` 
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—— 一 -一 一 


=p (u) gt (a. | i 口 
(RI 如 果 y=f(z), z=g(u), u=h(x); 则 


一 般 地 ， 如 果 有 n+2 个 变数 x, XI，X2，… X. Y 从 其 中 第 二 个 变数 
起 ， 每 一 个 变数 是 前 一 个 变数 的 可 导 函 数 而 且 ?> 能 构成 x 的 复合 函数 ， 
则 
dy _ dy .dx .... dx: | dx. 
dx dxn dxn-1 dxı dx 
` EA ”由 【定理 ]2， 当 n=1 时 此 公式 成 立 。 假设 公式 在 =m 时 成 立 ， 即 
有 
dx (x, dxn-i dx; dx 
于 是 ， šq n=m+1 时 ， y JE Xm+1 的 可 导 函 数 ， Xm+1 是 x 的 可 FAK, 而 
且 y 是 x 的 复合 函数 ， 故 由 (，)( 它 对 于 y==xm+1 成 立 ) 及 [定理 】2， 


dy a dy " GXn+l 
dx dX m+1 dx 


dy — dy . dxa „dx: , dx . (*) 


—_ dy .dxnrl . dxn .dx . dx 
dXm+1 dxm 仁和 三 dx dx 


公式 成 立 。 于 是 ， 对 一 切 自然 数 n 公式 都 成 立 。 = 
24 函数 乘积 的 微分 法 


【定理 3。 若 {(z)，g(x) 都 可 导 ， 则 一 一 [J(Cx).g(z)] 一 此 (x) ela) 
1(x):g’ (x). 
证 明 $ h(z)=JG-sG), HU 
—L-[f(a) g(x)] 
x 


he (x) mim Aetio M. 
Ar—0 x 


一 1im  I+Ax)'g(x+Ax)— iC) gla) 
Ax-0 Ax 


$ 2. 微 分 法 的 定理 (571) 


Àx — 


=lim | -et Ax)—1) ' g(x+Ax)+f(x) ° 


g(x+Ax)—g(x) | 
Àx 


因 lim (cha) ile) J( x) ai, 


Ax—0 
存在 ， 又 由 lim g(x+Ax)=g(x) 
故 


B(x+Ax)—8(x) (x) 
Ax 


lim 
AxX—*0 


-E UO): 8(a)1=f a) g(x) H) g G) C) 


[8] WÈ y=flx) :g(x) hO EZ 4 FJ ES 2kBU3E A, HU y 可 导 且 
x: (x) B(x) L h° (x) 
y fx) g(x) h(x) ` 
一 般 地 ， 如 果 y 是 n(n 宇 2) ATER, aax), falx) ,fn(x) 的 
积 ， 则 > TEE 
x oop f(x) ， 
P = j) 
证 明 4 n=! 时 ， 公式 显然 成 立 . 
假设 当 #%= 可 时 它 成 立 ， 即 对 于 Z= f(x):f2《x)，…jn《x) 有 
-2 SO WA f(x) . (wy 
Z < f(x) 
于 是 ， 当 n= m+1 时 ， 下 y= =f1(x): fa(x) ， (x) " fn+i(x)=2Z s 
fm+i(x)， 所 以 ， a se: y =Z? - fra i(x)+Zf2,. (x), AE 


: fs +i) 

f a 3 z * 2 finna) ` 
HRO) 

yO fx) a O ea) 

yo =i fa) ` Jaa) i fil) z, 

AMAARARS, W KARENA \ 式 都 成 立 ， 口 
【公式 15 .基本 初等 函数 的 导 函 数 (二 ) | 

(6) y=x" (Pr 是 正 整数 ) y? =nx*" "2, 
(7) y=x"* (m: fA33%) y? =m", 


证 明 (6) 在 【定理 ]3【[ 推 论 ] 的 一 般 公式 中 令 fila) (=1, G =” n), 
再 由 【公式 ]2，(2) 得 


(572) 


KOO yx) in 
fix) x’ y f(x) Ldx x 


n 
故 9 a pasay, 


(7) 今 m 二 一 n(n 为 正 整数 ) ,在 【定理 ]3【 推 论 } 的 一 般 公 式 中 令 fi(x) 


E 2 
„= (i=1, 2, "g n), HHA , 《3) 得 
=. 
E AE A u: uz B 
f(x 了 ee y _ x’ 
Ñ% 
故 y’ = y= —n- x" 1== mx" 1 口 


2.5 函数 商 的 微分 法 | 
【定理 14 车 g(x) 可 导 ， H g(x)#), 则 -全 Fa 1 ay |=- &- * (x) 


= GF 
(s(x)¥0). 
EA $us), y= BARD Q = rti EE, 


得 
d l dy du 1 . 
dx Fox == wi 8 (x) 
(x) 
[g(x)]: ~ g(x) ° 
LRI WE jlx), (ORTH s(x)=#0, H 


y] Ll) tla) :8 (x) _ 
g(x) E) : 


1(x) 
ER R GO Sae aT 故 由 【定理 13 和 【定理 14 得 


a Hero ZYH) ` 4 dx Z y| 


f 


天 § 2. 微分 法 的 定 (5273) 
_ G) -Oe cy | 
EOJ gy) 
__ I (a) g(x)—f(x):g (x) 
g'(x) * L 
【公式 】4. 基本 初等 函数 的 导 函 数 ( 三 ) 
(8) y=tgx, y’ =sec’x. 
(9) y=ctgx, y = —cscš°x. 


(10) y=secx, 


i F . = sisx_ (UARN, (5)) 


cosšx 
. =secx-tgx. 
1 
| (11) 因 y=csc x= PR 故 
(sinx)° i 
, a eT 
cyn ÁY. sint (EHH) 


y =secx' tgx. 


“(11) y=cscx, y'= —cscx:-ctgx, 
证 明 (8) `. ' y=tgx=- ERA 
Z ¿pa ELES Cosx~ sinx(cosx) _ _ costx+sin'x 
as p cos x a cos’x 
= sec2x, 
l i 
(9) 因 ?一 ctgx 一 -gx > ÈX 
tgx)" 
P 一 - — H 
| -secx 2x 
”一 一 CSC2x。 
| 1 | 
0) 故 
(cosx)” | 
y: To six (【 定 理 ]4) 
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COSX 
sin 2x 


RE 口 


26 MARK RIE 
【定理 }5， 设 y==1(x) 在 [a,b] 连 续 且 严格 单调 增加 《 即 对 任意 的 xix € 
[a, b]. 若 x <xa, mg J(x,)<f(x;)). 如 果 f(x) 在 (a, b) 可 导 且 


到 (x) 夫 0， 则 它 的 反 印 数 x=p(y) 可 导 ， 其 导数 为 9:(y)== 一 (zy， 即 


dx a -O 
dy 


E f(x) 在 [a,b] 严格 单 减 ( 即 对 任意 的 xi» xC Ía, b], Æ xi<x;, 

WA f(x1)>f(x2))， 且 jx) 在 (cG，b) 可 导 ， 则 反 函 数 p(y) 也 严格 单调 减 
少 、 可 导 且 上 述 关 系 式 成 立 。 
证 明 设 fx) 在 Le，b] 连 续 、 严 格 单调 增加 ， 故 由 中 间 值 定理 ， 对 于 满 
足 fo)<y%<f(b) 的 任 一 点 mm， 在 (ae，b) 中 存在 一 点 xo 使 f(x0) = yo M 
E x。 是 唯一 的 ， 否 则 ， 假 设 还 有 Axo 使 (x1) 二 yo， 则 当 xi2>xo 时 有 
fx1)>f(xo)， 当 xi<x 时 有 f(x1)<f(xo)， 这 与 1(xo)=f(xi) =y. 相 
矛盾 。 从 而 ， 在 [f(a)，f1(b)] 上 定义 了 一 个 单 值 活 数 x=g(y), 它 就 是 y= 
onra. 

其 次 ， 设 y, y Hla), (HOLES, Hy<y, x=og(y), 
x mpy). KEAR p(y) 的 定义 必 相 应 地 存在 x, x C [a, ERY 
ix), =i ERRER x, x° 都 是 唯一 的 。 因 ORR, #& 
x<x°, Bolly) <oly) 于 是 p(y) 也 是 严格 单调 增加 的 ， 

又 ， 设 在 [f(a)，f(9)] 内 任 取 一 点 y*"， 则 (a,b) 内 有 x" 使 p(y")= 
x*。 对 任意 e>0 ， 选 取 el>0 tE a<x"— Lx Heb, el<e. $ y= 
f(x°—e), ya=ilx te). Myy Ky. 取 6=min Ys y — 
y*)(>0)， 则 对 于 y* 一 6<y<y"*+5 的 y 有 

xt elx eL ply) <x" ex +e, BD 
Jøly)— ply): <e. 故 g(y) 在 y" 连续、 e y" 二 f(a) 或 y" 一 f(b) 时， 
也 易 证 p(y) 是 单调 连续 的 )， 
JR, tEHRy C (f(a), 1(b)). 给 yo 以 增 量 Ayo, RAX x= g(y) 


Š 2, . 微 分 法 的 定理 (575) 


从 xo 二 p06) 得 到 增生 Axs80. 2A ,= 


Ax 


yo 连续 ， 故 
lim Ax=lim [w(yo 十 Ay) 一 (yo 一 0。 
Ay—0 Ay*U 
RERS lim ara. l, U 
eii lim ô” 
Ax—0 Ax 


4 
p (yo) S Se 


因此 ， 如 果 y= f(x) 在 [a， b] 严 格 单调 增加 ， 并 在 (a, b) 内 可 导 ， m). 
RRES =p) EG) ,f(b)) 内 可 导 且 -9 于 7 = 9 

当 f(x) 为 严格 单调 减少 的 情形 ， pe s n 口 
【公式 15. 基本 初等 函数 的 导 函 数 (四 ) 

(12) y=xv (no 是 整数 )， y= Ln 

(13) y=x (r 是 有 理 数 )， y==7x"1。 
, 1 


(14) y=sin °x, y sss api 
(15) y=cos x, y 一 一 >= 
(16) gasas yim 

LAD y=ctg x, y=- 
(18) ?一 sec x, y= 
(19) y=csc'lx, y=— Z= 


证 明 (12) 由 y=x*， 得 x=y". 从 而 由 [公式 ]3 及 [定理 ]5, 得 


(576) 第 十 一 章 微分 学 | 
lza E 
dy EOS ME l =i ya = 1, " = L S Sd 
dx dx ny n n n 
dy 
: 1 ; 
(13) 设 ya S 是 正 整 数 ，m ERSO, zexn, fÜ y=x = 
ka , ng ， e, 
xs = z". )M04AIRIS 2, DERN ILAA 与 (12)， 得 
dy dy dz ai. L Zo m iL ut 
dx dz dx "7 ir m ne 8 


2 š JT 
(14) 由 y=sin"1x,8 x=siny, 因 一 > 


E cosy=.,/ 1— x° ， 


从 而 dx 


(15) 由 y 二 cos-1x， 有 x 二 cosy， 因 0<y<x， 故 siny), 


一 


cosy WI 


—x? 


.( (< <1). 


故 
二 
， EEIE. SASS ! | 
从 而 z E /= —siny /A 1— x° Cxi) 
(16) 由 y=tg >x, x=tgy, WK 
EN E EE E: 2A 
dx ‘dy sec’y i1+tgy  1+x2 ° 
(17) H y=cte x, x=ctgy, ñK 
dx ‘dy —cscy  l+cty — l+ °° 
(18) s s x= secy, Ze 0<y< x, secy'tgy>0, W 
uu ss Re —a OE 
dx "SSS secytey \ sec2ytge2y Vv x2(x2—1) 
uu u, 
jx] Z X2 一 1 ` 


(19) H y=csc'lx, x:=cscy, | 


>0, 


— 
= — 


1 


—— — 


cscy:ctgy 


— 一 
— 


= — 


x 
< y<—, esey: ctgy 


1 
a cscšyctgas y 


S2. 微分 法 的 定理 (577 
ENE ETIE. OO t A F- 
V x(x —1) lxi J i ° = 


2.7 指数 函数 和 对 数 芳 数 的 导 函 头 
【公式 】 (1) y=e", y°=e*. 
(2) y=a", y'=a"]Çna(12a>95). 


(3) y=ln!xl, °=  (as0). 


(4) y=logalxl, y= -一 一 (1Za>0, x=90). 


x]na 
证 明 (1) $ y=j(x)=e*, HI 
y =f (x)= lim- 一 =erlim 和 -一 1 
Ax—0 Ax—0 Ax 
=e" (第 十 章 §1[ 定 理 ]22) | 
(2) y= = (e) =e", S z=xlna, lj y =e, y= A. 
.dz mo laa=a'laa. 
. dx 
In x, `4 x>0, 
(3) y=1nlx!= Í 
| A Int= x), s50; 
y - s = e! dy -~ dx G 3 t 
.. H xni, x= e, =m 1-9 n 
当 x<0 时 ,一 x= et, e, DlM, 
d, dy et x 
d -3 
因此 ， 一 一 1nijxj =— (x=). 
dx x 
(4) 由 对 数 换 底 公式 ，>= log, [x |= 18 i | š 
OS. Se 2 
dx Ina x xlna’ D 


LARIT. 基本 初等 函数 的 导 函 数 (五 ) 
(20) y=x” (a 是 实数 ) y sax! (x>0) 
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证 明 í< =< 152. mj y= = x tei =e ， 故 


2.8 对 数 微 分 法 
定义 }2。 求 某 些 函 数 的 导数 ， 先 取 函 狼 《 的 绝对 值 ) 的 对 数 ， 然 后 再 微 
分 ， 由 此 求 出 导数 . 有 时 这 比 直接 对 前 数 求 导 更 方便 . 这 种 方法 称 为 对 数 


微分 法 . 

这 时 ， 要 用 到 对 数 求 导 的 公式 ， 若 y=1n f(x)1， 则 = OO 
(jx) 闫 0)。 其 证 明 如 下 令 Z=j(x)， 则 y=1012Zj, k y :一 -人 
dZ. 1. (ym ru 
a y=x* Ws 

' 解 取 对 数 得 ”ln y= 二 x 1n x， 两 边 对 x 求 导 得 

yt /y= In x+<x ` 全 一 la x+1. 
因此 y*=y(Inx+1)=x* (In x--1). 
(x—1)(x—2) 
例 量 2. = J (x—3)(x—4) ° 
m CC 人 
ai iny 2 la (x—3)(x—4) 
=[ln]x—1Í+Injx—21—In(x—3| —Inix—411. 
对 x 求 导 得 | 
P | 1 _ 1 _ i 
x: /y 3| =t + x—2 x-3 x—4 | 
N, 2xt— 10x411 
(x—1)(x—2)(x—4)(x—4) ` 
° _ / (x—1)(x—2) 2x2 一 10x 十 11 
dla y - (x—3)(x--4) |- (x—1)(x—2)(x—3)(x—4) - | 


一 一 -一 ~ 一 一 -一 一 一 


$ 2. 微 分 法 的 定理 (579) 


MO a n E 
1 


—— m .. _.. . ....—  . 


3 Ws 


G- G=" TE Ga" 


29 参数 表示 的 函数 的 微分 法 


DEFE]6. iZ x=j/(t), y= HEA x 为 自 变数 的 函数 y 的 参数 表达 式 , 如 
Ril), e6) PEH fa), W 
dy dy | dx g(t) 


dx dt dt F(t} 7 s 
证 明 由 【定理 ]5。 及 并 (t+) 去 0 R, x= VARAR t=p(<)#2#E E. 
/ft). 利用 复合 函 数 微分 法 ,由 y=g(t)=g[p(x)] 对 x 


| AY — dy , d — s (t). 

求 导 得 dx dt dx Fa)’ tu 
` . > ° 中 dx AR ° dy 5 

H1. i x=a cost, y=b siat, 则 -一 一 6 sint, P cost, W 

dy dy j dx — bcost —_ b 

dx dt dt —asint a a i 

例 2 设 x=a(t 一 sint), y=a(1—cost) M, gi 


2 sinf cos t 
2 2 


dy — dy / dx — _ asint _ 
dx dt dt a(1—cost) 
I 2 sint 
h 2 
e 
cos 
2 t 
i e= =ctg > 
sin — 


2:10 隐 函 数 的 微分 法 

【定义 J3， 把 函数 y=f(x) 代 入 两 个 变数 x，, y 之 间 的 关系 式 F(x,y)=0, 如 ， 
果 所 得 到 的 函数 F[x， f(x)] 在 茶 光 间 上 重 为 零 ， 则 称 y=f(x) 是 由 
Elx, y)=0 所 确定 的 隐 函 数 .( 这 样 的 函数 f(x) 有 时 不 只 一 个 。) 


(580) O Bta ,微分 学 ` 
SW. ANTRAN, Er- DERA ia NERY, WA x NER 
x. 


2. HH F(x, y)=0 可 确定 x 的 隐 范 数 》 i, BTR, RI 由 
F(x, y)=0 两 边 对 x 求 导 〈 这 时 ， 要 把 y fx 的 函数 )， 再 由 此 求 出 
-和 -就行 了 .( 这 一 内 容 的 严密 的 所 述 将 在 本 章 8.12 偏 导 函 数 那里 进行 .) 
W. RRHH 4x 七 B7 一 1 所 确定 的 函 效 ? BS FA 

将 两 边 对 x 求 导 ， 得 2x 十 2By- c 
解 得 : Faa i, 


例 2， 由 区 一 4px ie 


”两 边 对 x 求 导 ， 得 2y-S -一 4p， 由 此 = 


S3. FAH H 


31 切线 方程 
[EX]. 切线 设 P(xo, Yo) 是 曲线 y 二 f(x) 上 的 一 点 .如果 $e (xO) 存在 ， 
WRIA P 以 (x0) 为 斜率 的 直线 为 曲线 谋 点 P 的 切线 . 
【公式 】1。 曲 线 y==f(x) 在 点 P(xo，》0) 的 切线 方程 为 

: y—y, =] (xo) (x—xo0). 
IR RHR y= APER, WWA ARLA Q 洛 此 曲线 向 点 
PERREN, MAPO 无 限 非 近 切线 、 此 外 ， 如 果 比 信 { 2 十 人 <)- 斤 20》 


当 Ax—0 时 趋 于 正 无 穷 大 或 负 无 穷 大 (这 时 也 说 六 x) 在 x=x。 . | 
数 )， 则 曲线 y=f(x)ZE x=xə, 点 有 平行 于 y 轴 的 切线 ， 
例题 1; 求 曲 线 Ax’ 十 By?=1 在 其 上 一 点 P(xo，y0) 的 切线 方程 . 


N 由 2,.10 例 1， 在 点 P(xe，y?y)， mi -AZt (ByŁo) 放 急 线 方 


o Sa ， 导 函数 的 应 用 (581) 


—— ee a 


程 为 y- We a (x—x), BI Axat By = ddt hii p 


£0, y| =0 或 B=0 AETS 于 y 轴 的 UJ tš x= E B SE 
4xex 十 再 yoy 一 工 之 中 。 故 所 求 切线 方程 是 Axis t Byy =l. 
”例题 2， 求 曲线 y =4px 上 一 点 P(xo， s 


W 由 y=4px 两 边 对 x 求 导 ， 得 27 — =p, fE P(xe x) 点 有 2507 


e =4p. 当 y% 时 ， LA = T o KWD y- -y= 


dx 
(x—xe), Ef yoy=2p(x+ xo). 当 yo=0 时 ， 切线 显然 是 > 轴 ， 它 包含 
在 方程 yy 二 2p(x 十 xo) 中 ， 故 这 方程 是 曲线 上 任意 一 点 处 的 切线 方程 ， 
【公式 ]2. (1) 曲线 x=), y=glt) 在 其 上 点 PLi(to)，g(t0)] Sii 
方程 为 
(t )[y—g(t a )]=g% (t )[<x —I(t )] G t) +8° :(1) #0). 
(2) 曲线 f(x, y)=0 在 其 上 点 P(xe，?o) 处 的 切线 方程 为 ， 
f(xo, Vo) (Y—VYo) TFf(xo, yo) (x—x0)=0 
(f (xo, yo) + f (xo, y,.)9). 
Q (3) 如 果 曲 线 由 极 坐 标 方程 ?==g(9) 给 定 ， 则 在 其 上 一 点 PLg(9。),00] 


处 的 切线 方程 是 
Lagg cos(0—0)—- S sin(0—0) (a(0) #0). 

证 明 (1) Atg E, TERNA, 这 时 J (xa) = 

EEL, MARN, Æ PU), 8Ct)] 的 切线 方程 为 


y-elt) =E [x —s(t91. 


Rp $ (t.)[y—g(t)]=zg (t) [x —~fCto)]. 
如 果 I Ct) =0, MYK g A. 这 时 在 P 点 的 切线 显然 是 铅 直 
的 ， 其 方程 为 x 二 f(t。)， 此 方程 包含 于 上 述 方程 由。 因此 ， 在 所 有 情形 
TF, 在 也 点 的 切线 方程 部 是 
f (t)[y-—zg(t)]=g72(t)[x—1(t)]. 
(但 了 (tw)， 8g (to) 不 同时 为 零 。) 


X 关于 fx (Xo yo), fy (Xo ya), ÆW RRES. 12 


(582) E L — 2 微 分 - ER 
(2) 根据 前 节 2.10 注意 2， 由 了 (x,y)=0 得 f(xo,y0) 十 f(xo,90)。 
=o, 因此 ， 由 [公式 ]1， 在 点 P(xo，y。) 的 切线 方程 是 
f f. (xo, y. )(y—y)+Í,(xo yo(x—x)=0. 
《但 AETR Yo), fal xos yo) 不 同时 为 零 。 ) 
(3) 先 证 一 个 


引 理 已 知 曲 线 的 极 坐标 方程 是 r=r(0). ”如果 其 上 一 点 P(r, 0) 
处 的 切线 与 向 径 op 的 夹 角 为 p, W tgp 


Kk C 3 : 
-A 7 (0) ` 
证 明 如 下 ; (图 11-1) 
_ MQ _  (r+Ar)sinA0 
tgÚ= pM ~ (y+TAry)cosA0—r 


| InA0 
(r+Ar) 9 一 


A0 YS 1—cosA0 ° 
(cos ) 5 r -一 co 
inAb 
S/(r,0) H lim W=, lim FT =1, 
. A0 
P(7o;9o) ji 1—cosA0 i sin, 
"YAP" Ab qes. Y WS; 
| 2 
O ai 
, ?oSinP WM F | r 7(0) 
-=t esin (p —(0—00)) 得 tgp dy k (0) ° 
图 11-2 . dl 


竺 而 讨论 曲线 ?=g《9) 在 Pilo) 0] 的 切线 方程 (图 11-2). 设 
S(¥，9) 为 切线 上 任 一 点 。 在 直角 三 角形 OMP K OMS th, OM =7,sing 
=7sin[g—(0—0)]=7singcos(0—00) -7cospsin(0—0,), 由 3 引 理 。 


tgp =z 故 sing=-—z(03cosp. RA OM 的 表达 式 得 fu 2 (8 


cosp=7-(0)ycospcos(0—0)—Tcosgsin(0—0). wR y = 


一 一 


S 3. FARIS A (583) 


[7ocos(b 一 go) 一 8 zy a Q 0,)]7， 由 此 得 切线 方程， a = EN 


cos(8—0)— BC) sin(0—0). 口 


3.2 法 线 方程 

【定义 ]2. 法 线 通过 曲线 上 的 一 点 且 与 该 点 处 切线 垂直 的 直线 称 为 曲线 
在 该 点 的 法 线 。 

LEM]. 如果 Plo VERR y=f(x) 上 的 一 点 ， 且 jC), NA 
曲线 在 点 P 的 法 线 方程 是 


y—-y=— (yC). 
EA FLP 点 处 切线 的 斜率 是 尹 (x)， 故 P 点 处 法 线 斜率 是 -E 


因而 ， 过 P 点 的 法 线 方程 是 y—y = — P TCR 一 Xo). = 


例题 1。 已 知 曲线 4x’ 十 By2=1, RREA P(xo，?o) 处 的 法 线 方 程 。 

解 由 3.1 例题 1， 此 曲线 在 点 P(xe，?o) 的 切线 方程 是 Axx t By = 

1， 由 法 线 与 切线 垂直 ， 可 设法 线 方程 为 Byox 一 4xoy=C。 由 它 过 点 

P(xo y), 得 C 二 Byoxo 一 Axoyo， 因 此 法 线 方程 为 
Byox—Axoy=(B—.A\xoyo. 

WE. RHR ==4px 在 其 点 P(xo，Y0) 处 的 法 线 的 方程 。 


解 由 3.1 例题 2, ZE P 点 的 切线 方程 是 ywy=2p(x 十 xo)。 ED 一 2px 十 
yy 一 2pxo。 由 法 线 与 切线 垂直 ， 可 设法 线 方程 为 yox 十 2py 二 C。 利用 所 
P(x,，yo) 在 此 法 线 上 定 出 C=yexo 十 2pye。 故 所 求法 线 方 程 为 yox 十 2p? 
一 (xo 十 2py)yo， 
【公式 15. (1) 曲线 x=f(t)，y=g(t) 在 其 点 PL1(to)，g(to)] 处 的 法 线 方 
程 为 
fE Cto) ixi Ct] +e? (to)[y—g(to) j=0. 
“(H 2 (t), AONE a ` 
(2) 曲线 f(x, y)=0 在 其 点 P(xe, Yo) 处 的 法 线 方程 为 
fu(xo, yo) (x— xe) 一 f. (xo, yo)(? 一 y|) 一 0, 
Hi (f, (xo Yo)» fel xo» ?yo) 不 同时 为 零 .) 
(3) 曲线 3=g(9) 在 其 点 P(Yo，bo) 的 法 线 方程 为 


F= cos(0—0)+-, sinf00). 
(但 y =8 “(0o) 关 0.) 
证 明 《1) 由 半点 P[J(t), g(t0)] nj: A Jean 站 (to)[y 一 g(to)] 一 
J “(to)[=—J(t)] =o, [PS22151] LEA, a, j (ta) x+ 
8 ()y=C, HE PUC), s(6)1, E f CDAC) +a (t) s(t) =C, 
Aie, 1522 ES 
f'(t)[x—1(t)1487 to)fy—gs(to)]=0. 

(2) 由 点 a: y, )2FB9 2k y FE TE felo SONI EA 
(y—y)=o, ASS DJE aI, TRER D EN felo y) 
(xa Yo) y= Eu pr CELA P(xo，0) 得 f(xo, Yo)xo—f.(xo, Yo) yo = 

C， 因 此 ， 法 线 方程 为 f,(xo， Yo) (x — xo) ~—fr(xo, Vo) (Y —Yya)=0 
(3) 如 图 11-3， 设 1 表示 出线 7=g(9) 过 点 P(ro，00) 的 法 线 ， 则 1 上 
任 一 点 CQ(y，0) 满 足 方程 
Ycos(0 十 p 一 和) 一 7.cosp。 


1 

由 此 ， 六 = sss [ees(0—0)cosp 

十 sin(0 一 go)sino] 

= —cos(0—0) 
1 
+-—sin(0—0,):teo : 
_ To SAN o tgo 四 11-3 x 

由 3.1 引 理 ，tg g=- = y = LD, 所 求法 线 方程 为 := 一 -cos 


‘e 


> 


3.3 amukmi r anan 
【定义 15。 直线 运动 的 速度 . 加 速度 设 直线 上 动 点 P 在 时 刻 t 的 位 置 坐标 


为 x， 则 其 运动 方程 可 用 x=f(t) 表 示 。 如 果 在 某 时 刻 to f Ori 则 
区 (to) 是 运动 在 时 刻 如 的 速度 。 


让 该 运动 在 任意 时 刻 t 的 速度 fe ORTARA vín, mp -A :v(t) 
如 果 ROFE, M v (4) 是 运动 在 时刻 的 加 速度 


§ 3， 导 函数 的 应 用 (585) 


C—O 


— — 


——— —_ 22 2. 226 -~ 一 ----~--- -一 -一 - 一 


例题 1 已 知 一 质点 的 直线 运动 方程 为 x= s. 求 其 速度 和 加 速度 。 


解 A-a 一 st， 故 在 时 刻 f 的 速度 足 gt。 XA A (gt) 三 g, 改 在 任何 时 
刻 的 加 速度 都 是 常数 g. 


【定义 ]4. 平面 运动 的 速度 ,加 速度 SAP, y) 在 平面 上 运动 时 ， 坐标 
<, YAREN t 的 函数 ，x 二 f(t)，y 二 g(t)。 动 点 了 的 轨迹 是 此 方程 的 
图 象 . - 


v,=- 9, VAZ P 沿 x 轴 方 向 ，y 轴 方 向 上 的 分 


RE. I, v= V2 于 v7 AREA. =E, a=- a 
为 动 点 了 沿 x 轴 方 向 、y 轴 方 向 上 的 分 加 速度 . 又 a= V avs 二 oJ 称 为 
加 速度 的 大 小 . 

例题 2. 已 知 平面 上 一 点 的 运动 方程 为 X=Vot cos ho, Y= M sin 0 一 


于 Eee, 求 其 分 速度 ,速度 的 大 小 、 分 加 速记 及 加 更 度 的 大 小 。 


Ë VY: 二 vo cos Ôo, v,=v sin fo~ st. 
V= Vy — vgt sin ot gt 。 


a ,=0, 0 一 一 5， 0 一 wV( 一 8)2 Flg] s 


34 其 他 应 用 U y={(X) 

1。 切 线 长 ， 切 线 影 长 ” 设 曲 线 y==1(x) 在 

AP 处 的 切线 交 x 轴 于 点 T( 图 11-4)， 

_PM OX. 则 称 PT 为 切线 长 ，TM 为 切 伐 

影 长 。 

2. 法 线 长 ， 法 线 影 长 ”如 图 11-4 设 在 | 3 

P 处 点 的 法 线 交 x WFAN, MPN 称 为 Í 

法 线 长 ，MN 称 为 法 线 影 长 .* 图 11-4 

【定理 】2. 切线 长 =jy/y* Vi Fy, Ç IVi Fy 
切线 影 长 =jy/y”'， 法 线 影 长 =| yy]. 


“8 切线 影 长、 法 线 影 长 又 分 别称 为 次 切线 、 次 法 线 。--- 一 译注 : |! 


(586) 第 十 一 章 微分 学 


证 明 由 PT 方程 Y 一 y=y (X 一 x), 得 T(x 一 -> >, 9 由 PN 方程 Y 一 


43 N (x+yy2, 0). H M (<=, 0), 得 TM= {x 一 (x 一 


=|y/y'l, MN =| x-t+yyt—x [= yy. 


2 2 
P 2 PE E a E S s . i 
X PT2 一 PM2 二 TaM 一 ? +( > ) = ) (1+y 2), 
PN MNIE EOY FISSE (Ty, 
故 pT={y/y: VI Fyt, PN=| y! /1+y 2, 口 
3。 物理 学 上 的 应 用 举例 


(1) 冷却 率 物体 温度 y 随时 间 + 变化 ， 这 时 ， 称 一 - 宅 - 为 时 刻 上 的 


冷却 率 。 | 
(2) WWE ” 设 某 物质 在 水 中 溶解 ， 未 溶解 的 该 物质 的 质量 w 是 时 间 


t 的 函数 。 这 时 ， 称 一 一 -9& 为 该 物质 在 时 刻 t 的 (相对 ) 溶 解 率 . 


(3) 弹 狂 率 ” 设 一 定 质量 的 气体 有 容 积 V, 压 力 P. 称 一 lim -AY 为 
此 气体 在 容积 为 了 时 的 弹性 率 . 
例题 。 求 适合 关系 式 P.V"=c 的 气体 的 弹性 率 ， 
AP 


AP 
解 一 lim -AL = _V ja SE. 
AV Au—0 AV 


Y 
=- H P - V'=o 两 边 对 V 求 导 得 
“V'+Pr Vr 一 0 , 
所 以 弹性 率 一 /55-=pr. 


4. 年 根 的 条 件 
U83815. 实 系数 整 式 方程 ix) = 以 a 为 重 根 的 必 枝 充分 条 件 为 ja)= 


$3. iB 煞 的 应 用 (587) 


0, Pasis n 
证 明 如果 a 是 f(x) 的 重 根 ， 则 可 设 1(x)=(x 一 4d)": g(x), AH m> 
2, g(x) HER (BESO. H ik, £/(x)=m(x—a)""l1g(x)+(x—4)": 
g (x), ATi (a)=0 . 

KZ, 若 f(a)= 二 0， 可 设 f(x)= 二 (x 一 a)h(x)， 其 中 h(x) 为 整 式 , 于 是 
jx) 二 p(x) 十 (x 一 eo)n (x). j la)=0, WB h(a)=0, WT i& h(x)= 
(x-a) (ER AER, AMI) =a) ela), a 是 扩 x)=0 的 


看 根 ， O o 
8 4 ”关于 导 函 数 的 定理 
pi 罗 尔 定理 


[Ea]. 如 果 拓 x) 在 闭 区 间 [a，b1 连 续 ， 在 开 区 间 (a，b) 可 导 生 f(a)= 
f(b) 二 0， 则 在 (a，5b) 内 至 少 有 一 点 c 存在 使 ff(c)=0 . 
注意 [几何 意义 ] 连续 曲线 y=f(x) 与 x 轴 交 于 两 点 A. B. 如 果 在 AB 
弧 上 各 点 都 有 切线 ， 则 这 些 切线 中 至 少 有 一 条 平行 于 x 轴 . 
证 崩 ,如果 f(x) 三 909， 则 定理 显然 成 立 . 今 设 1(x) 才 0: 

]. (a, b) 内 有 x 使 1(x)>0. 因 天 x) 在 [a，b] 连 续 ， 必 在 [a，b] 上 
取 最 大 值 ， 设 ji(c) BRKE. TAIC) Hab. 取 Ax 充 分 小 ， 


使 "Co+Ax<b. 这 时 有 Ay=1(c 关 Ax) 一 Ko) <0. 当 Ax>0 时 -A2 < 


0. 当 Ax<0 NALS. BT (e) 一刀 :Co) 一 三 *(c) 存 在 ， 令 Ax 一 十 0， 


Ax——0, 4814 fl, #-*(c)Z0. Alt, RE fles. 

I. 设 1(x) 能 取 到 负 值 ， 若 令 gl)= ill). 则 对 于 g(x)， 由 I 
w, 定理 成 立 。 即 (a, b) 内 有 一 点 c 存在， 使 8*(c)=0， 因 f(x)= 
=g (c), 故人 (ce) 二 0. siit D” 
说 明定 理 的 条 件 ， 缺 一 不 可 ， 否 则 导致 结论 不 成 立 . 这 如 下 例 所 示 。 

(1) fx)=1 一 xj， 一 1 委 x 委 1， 定 理 的 结论 不 成 立 。 这 是 因为 1(x) 
在 x=0 不 可 导 ， 

0, 当 x= 0 时 
(2) f(x)= | =>, 34 0<x=<I1B, EERE R 立 。 原 来 ， 
i 


(oe -a 微分 学 


【 系 】1 . ia — > 3 +] 连续 ， #E(a, b)P|S% B j(a)=/f(b), ME 
(a,b) 内 至 少 有 一 点 c, ë p'(c)=0. 

注意 [几何 意义 ] 洲 连 续 汇 线 y=1(<) 与 平行 于 x 轴 的 某 直 线 交 于 
WAA B, BEI AB 上 各 点 部 有 切线 存在 ， 则 其中 至 少 有 一 条 平行 于 
x i. 
证 明 $jfla)=jb)=K, s(x)=j(x)—K, Hg) EARE La, b] 上 连 
w, Ela, KTE, g(a)=8g(b)=0. wH LEEN, Ela, b) 内 存在 一 
Ac, ÍEg'(c)=0. Ag (x)= Cx), Ag Ceo. L] 
[8]2. 如 困 了 (x)，g《x) 在 La，b] 上 连续， 在 (a, b) AITE, f(a)=1O0OQ) 
二 0， 则 存在 一 点 cE€(la, b): f£'(c)g(c)+J(c)g l=. 
WA 令 h(x)=f(x)g《x)， 则 有 hx) 灰 [ae，51 连 续 ， 存 (a,，5) TF, kla) 
==h(b)=0. 故 岂 [ 定 理 11， 至 少 存 在 一 点 c€(a， DEN (=O, H 

f (c)g(c)+j(c)g (c) =0. L 

【 系 }5 WE jll, bE, Fla, 5b) 内 可 导 ， 且 f(a)=1(b)==0， 则 
对 于 任意 实效 和 4， 至 少 存在 一 点 cE(la, b), Er l=). 
证 明 < =¿(x)=e"*, WEZEL, b] EZE, 在 (a, b) 内 可 导 ， 由 [ 系 ]2， 
并 注意 到 g (x) 二 一 he~*， 可 知 在 Ca，5b) 内 至 少 有 一 点 c， 使 六 (ec)e + 
fc)( 一 he-i) =0. N e70, FELI i (c)=A1Cc). a 


4*2 微分 学 中 值 定理 

{定理 ]2. 设 f(x) 在 [a，b] 连 续 ， 在 (a，Db) 内 可 导 ， 则 在 (a，9) 内 至 少 存 
在 一 点 c， 使 j(b)=jJ(a)+(b—a) (c). 

注意 工 几 何 意义 ] 在 连续 曲线 y=Kx) 上 取 两 点 A[a, f(a)], Bib, 
f(b)] (ab), WRHREM AB 上 各 点 都 有 切线 ， 则 其 中 至 少 有 一 条 平 
PFZ Ab. 


TA gA- gamil) Ax Mela) Ela, DER, 


在 (2，b) 内 可 导 ，g(o) 一 -oa) 二 “fb) 一 gb) 因 此 由 [ 系 ]1 知 ， 在 (a, 
b) 内 至 少 存在 一 点 6， P T 0, PH fe (c)= A. MA Tü f (0) =f(a) +(b— 
a)j’ (c). g 
. RA ”为 了 保证 【定理 }2 结论 的 成 立 ， 其 假设 条 件 缺 一 不 可 . 

例如 (1) WT I(<)=lx—1[+!]2-—x , 0<x=2, 【定理 12 结 论 不 成 


L 


` 


. F SEE, 多 的 定理 (589) 


OO 


x=0, 


， 这 是 因为 f(x) 在 x=1 不 可 导 .(2) 设 f(x)= oo ，0< x 之 1. 则 [定理 】 


的 结论 不 成 立 ， 这 是 因为 f(x) 在 x=0 不 还 续 
pa W 代 x) 在 La，b] 连 续 ， 在 (a， 1 则 至 少 存 在 一 个 fE (0, 
1), 使 j(b)=j(a) 十 (b 一 a)j’ La 二 ?tb 一 a)]. 
证 明 hL), £o ka c(e<c<b), Hi f(b)=1(a)+ a) (c). 


令 b= , l c=a+0lb--a), Cc<0<1. 由 此 ,f(b) 二 Jj(a) 十 (b 一 a): 


j Lat 0lb—a)] 成 并. [1 
Egh. #j()ila, bhei, l, DATE, HOOS, MU f(x) 
在 [a， DERAN. 
证 明 Yæ xC(a, b], HEL, tE C (a,x) tE f (x)= f(a)4: (x 
—a)f? (c). 因 a<c<b, wh, e=. AWI F a<cx=<b 有 1(x) 
二 f(a)， 即 1(x) 在 La，b] 是 常数 . = 
IRN 若 fx)y，g(x) 都 在 [ce，b] 连 续 ， 在 《〈a，b) 内 站 (xz 三 8(x)， 则 在 
Tc，b] 上 fx)=g(x) 十 c(c 常 数 ) 成 立 . 

证 明 ¿z h(x)=](x)—g(x), MU h(x)/c[a, bj 连续， asa - 内 h” (<) 
=}? (x)=g (=R. HEM], hla, b] F2J26 322 c, BDfCza)= 
g(x)+c 在 [a, b] pk Z, C] 
(RI. 若 (x) 在 fa，b] 连 续 ， 在 《a,，b) 内 £ (x)=p A 为 常数 )， 则 
在 La， b], Jx) x 的 一 次 洒 效 。 

证 明 令 g(x)= px, PEMJE[#E YI PD I, 门 
LRI. 车 Atla, bhe, Ela, b) f(x) 夺 px 十 4 (p 关 9，p，4 均 
为 常数 )， 则 在 [fa，5] 上 ，f(x) 是 x 的 二 次 函数 。 


证 明令 g(x)= 志 px? 十 qx， 并 利用 [ 系 ]1 即 可 . 口 


IRI. #JOD4E[a, DhE, Æla, b) E, =e, ME [a, b] 
ila) =e t c (ç 为 常数 ) 成 立 。 
证 明 — g(x)=e*， 并 利用 [ 系 ]1 即 可 . s 


43 柯 西 中 值 定 理 
【定理 14. O), g(<x)/C[a, bE, Ela, b)P n 2, šs(a)#g8(b) H. 
莽 (x) 与 62(x) XE (a, b) 内 不 同时 为 零 ， 则 至 少 有 一 点 c€ (a, b) 使 
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fb) 一 Ia) 

Lt (eco<b). 

证 明 $ h(x)=[g(b) 一 gCa)]i(x) 一 [f(b) 一 f(a)]J:g《(x)， 则 h(x) 在 
La，b1 连 续 ， 在 (a，b) 内 可 导 ，h(a) 二 J(a)g(b) 一 f(b)g(a)=h(b)。 HUE 
ENIH, #7 c€ (a, b), 4E h'(c)=0, N hk'(x)=[g(b)—g(a)]: 
f°(x)—[f(b)—fla)lge’ (x), 故 [8(b)—¿8(a)]1f£”'(c)=[f(b)—J(a)]g (c)° 
因 g(b) 一 g(a) 关 0， 所 以 如 果 g'(c)=0 YE f£(c)=0, R5 (x) 
g2(x) 在 (Ge，b) 内 不 同时 为 零 的 假设 相 了 矛盾。 因此 ， 由 上 面 的 等 式 得 


一 n 
g(b)—g(a) g (c) ° I 
【 系 】 设 f(x), g(x) 在 [a， bj 连续 ， 在 (a, b) 内 可 导 ， 若 在 (a, b) 内 


J jCb) Ca) _ (o) 
8 “(x) 尖 0， 则 至 少 有 一 点 c€ (a, b), 满足 - g(b)— g(a) 一 g? z(o) 
(a<c<b). 


证 明 由 【定理 ]2， 存在 GE(c，b) 使 g(b)=g(a)+(b—a)g (é). 如 果 
g(b) 一 5g(a)， 则 存在 上“E (ao，b) 使 g2(£)=0, 这 与 gx) 天 0 的 假设 相 矛 
盾 ， 从 而 g(b) 关 g(a)， 这 就 化 为 [定理]4. rJ 
【定理 】5。 设 1(x)，g(x) 及 F(x), ge OREL, bE, H j(a)=g(a) 
=0，82(c) 天 0， 则 lim Je = res. 
注意 这 是 洛 比 达 定理 (8。 7) 的 特例 。 
证 明 因 g’(a) 志 0，g*(x) 在 [a，b] 连续 ， 故 存在 正 数 e 使 在 [a，a 十 e] 
上 ，g‘《x) 关 0。 利用 【定理 ]4 的 【 系 】 可 得 ， 存 在 cE (a，a 十 e) 使 
J(a+e)—J(a) _ f (c) 
g(a+e)—8(a) gc) 
因 J(a)=8g(a)=0, Emas š ie C .X, H g*(x)2,J (x) 
的 连续 性 ，lim g” (c)=g*(a), lim J*(c)= f? (a). ë 
O A) y; ieta aii _ (C) _ f(a) 
sim glx) sir glate) dse 8c) — gf (a) ° 


85. HAIR (591) 


8$ 5. 函数 的 增 减 


51 增 函 数 … 减 函 数 

【定义 】1 .函数 在 一 点 的 增加 状态 、 减 少 状态 ” 设 10 是 函数 所 x) E 义 域 的 
一 个 内 点 ， 如 有 正 数 ó 存在 ， 使 对 于 jhE (0, ó), E8 fe-l 
Hetheo- lt, WE x) 在 点 x=c 是 增加 状态 
(减少 状态 ) 

-H 设 f(x)=x:， 则 f(x) 在 x=c(c>0) 是 增加 状态 . 在 x=c(c<0) 是 减 
DRE. 

【定理 ]1、 如 果 jE x=c 是 增加 状态 且 ffl FE, Wie R 
è, WR fl), NE x=c 是 增加 状态 . 

ER (xÉ x=. 是 增加 状态 ， 则 存在 正 数 56， 使 得 fc 一 z) 委 1c) 到 


f(c 二 +h)， 对 于 o<h<óà 恒 成 立 ， 因 此 ， 当 0<1N <ó 时 ， Ce 二 一 fc) 
> Z, XPOFE, M fC) lim J eth)— >, 


Bè, k '(e)>0, Mi lim LERO -js(c)， 必 存在 8> 


0， 使 得 -e+ 划一 je) .se(c) < (c), WT 0<|h <0 ERZ. HH 


此 -大 CR) 一 (e+h)— fe) ~o (0<Ihj<6), 所 以 当 0<h<6 时 ， 全 | 


jaya tay. 即 f(x) 在 x=c 是 增加 状态 。 f 
[K] 如 果 f(x) 在 x=c ERDRE PORE, Wles, 反之 ， 
如 果 拉 (c)C0o， 则 fx) 在 x=c 是 减少 状态 。 
证 明 2 o g(x)== 一 f(x)， 则 g(x) 在 x=c 是 增加 状态 。 XA (o) # 
在 ， 从 而 ， g:(c) 存 在 且 g:(c)== 一 1:(c)， 由 [定理 ]1,， g2(c)20, 所 以 
J: (c)<0. 

反之 ,车 (cy<o, Mj ge*《c)>0， 由 【定理 】1， sJ x=c 是 HM 
状态 ， 即 f(x)Z#£E x=c ERDRE. "PI 
注意 24 f (c)=0 BJ, JO(x)fE x=c 可 能 是 增加 状态 也 可 能 是 减少 状态 。 
例如 ， f(x)=x 在 x=0 是 增加 状态 ， 而 fx) 二 一 x 在 x=0 是 减少 状 
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态 , 又 f(x)=x? 在 x 一 0 既 不 是 增 黄 也 不 是 减少 状态 。 
【定义 ]2. 单调 增 ( 减 ) 范 数 . 严 格 单调 增 ( 减 ) 函 数 (参看 第 三 章 1. 红 定义 1 
MIEJ). 
例 JGx)=x' Llo, aA, Z£[b, 6]P*#465/4/ 0982. 
【定理 ]2 RAER, ohz, FRAU, DATE, 

(1) 若 在 (a，b) 内 I S, WOEL, bA, 

(2) 若 在 (ae，b) 内 站 (xz)>0， 则 fala, bR, 

(3) EEU, DA PORS), f'(x)8& 22 E f xoEG(a，b) 使 f' (x )> 
0, M) f(a)<1(5). 

证 明 (1) HAEN, AT U a<x<xs<b， 有 cC (xi, x) 存在 ， 
使 1(x:)=f(x1)+ (xs~—xi)’ (c). ‘da<c<b, 故 1 (c)22. 再 由 X: 
x1>0， 得 f(x1) Sil, E fx 在 [ae，b] 上 单调 增加 。 

(2) H SEEN, Taxar sb, 4 CC (xi, xx) 存在， 使 

flx =ils) +(x;—xi)f”(c), Eq a<c<b, #£ C>, WWE x:— xi2> 
0， 得 fxz)>f(x1)， 因 此 ，1(x) 在 [a，b] 严 格 单调 增加 . 
(3) 因 开 (x) 在 (a, 5b) 连 续 且 了 (xo)>，， 改 存在 >0， 使 在 (x 一 g， 
xo 二 +e)[CC(a, 5b)] 内 f(x)>9。 利 用 (2) 则 了 《xo 一 e)<f(xo 十 e), 因 在 Ga, 
Xo 一 2) 及 (xo 十 e， DA j a, E), A fla) Stile), fu + e) 
f(b)， 从 而 /(a)< (b). Ë! 
【 系 】 tilla, bE, yela, bE. 

(1) ##E(a, DA f'(x)<, Ea, JAARS, 

(2) 若 在 (a，b) 内 SKA, i f(x) 在 [a，b] 严 格 单调 威 少 。 

(3) 若 在 (a,， DA EOAR, 站 (xzx) 连 续 且 有 x € (a, b), tito) 
<0， 则 jla) >j). 

A 设 g(x)= 一 f(x)， 则 g(x) 在 Lac，b] 连 续 ， 在 (GaG，b) 可 导 。 

(1) 若 在 《a,b) 内 天 (x) 三 0， 虽 gt(x)=-—J'(x)Z9. BEEN, 
g(x) 在 [a，b] 单 调 增 加 ， 从 而 ，f(x) 单 调 减 少 , | 

(2) 若 在 (a, 旭 ) 内 玉 (x)<0， 则 g = a>, h lE, 
g(x) 在 [ac，b] 严 格 单调 增加， 从 而 ，f(x) 严 格 单调 减少 。 

(3) 因 在 (Ga，8) 内 g (NEE, g (x)2Z2), g C=C, #& 
HLE, gla) <s), AT f(a)>10). A. 

(1) (+x) >itax (a2>1, v>); 


$ 5. 函数 的 增 减 (593) 


a — . —— 


(2) TR 一 全 2< /1 二 > <1+ 5S x(x>0); 


1 i 1 1 
(3) x— gx <sinx<x, x— P TT ne TN 
(x>0); 
(4) 1—7x'<cosx<1, 1~ x<cosx<1l—sX + or 
(x>90); 
1 IT 
(5) x+ yx <tgx 于 >x>0) 


i 2.2 x 
(6) 1+x<e*', 1 十 X 十 -7 了 X <e, 
— 1 
I+ <e (x>); 
(7) 1—x<e-* <1 一 x 十 一 2 (<>); 


(8) x—+<ln(1+x)<x 人 


证 明 (1) 设 fGx)=(1+x)s —(1+ax), MÜ f£'(x)=a(1+x)*"1—a= 
alli +x). Xit gl) = Otx el, A e>, x>, ig Cx) 
=(a—1)(+x)° 220. H g(0)=0 # g(x)>0, RJ ff (x)2>3). XE (0) 
=0, fix) >00, BB +x) >1+ax. 


(2) Qiz/(x)=//IT+x—(l+ yx x), 则 


L: 


(x)= Lato- t-(1-4e)= [0+ t-1+ta]. 


2 4 


PEE E 则 gs = 一 一 (1 六 + 一 一 
| (1+x) 2 ril. AE h(x)=(1+x) ` -5 —1, W] R (x) =—- $: 
(+x) T, 因 x>0, 故 h(x)<0. 且 由 jp(0)=0 # hG)<0. 图 而 
e’ (x) 一 一 -kh(x)>0， 且 由 g(0)=0， 有 g(x)>0， MM f° (x)= 


-2 


> 
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ED 


一 一 -一 -一 一 -一 一 


L zs 


了 8(x)>0, 上 且 由 1(0)=0, 有 f(x)>0, M Hiha TF。 
@ 设 p(x)=1+ 二 x 一 VTTR， M paia am 
gluta a tieta T, WPNE a)i, 因 


x>0, w Wil), Aik, 由 W(0)=0， 有 W(x)>0.。 Año" (x)= 
U00020, 由 此 及 p0)=0, 有 w(x)>0, 即 VTF <1+x 


(3). (4) DÈ f(x)=x—sinx, WH) f2 (x)=1—cosx>0 (x>0). 因 
j(0)=0, #kI(x)>0, AT, 4 x>0 Bf x>sinx. 


@ 设 g(a)=cosx— (1—= ), m gt (x)=~sinx+x=f(x)>0, 
g(0)=0, Ait g(x)>0. 从 而 ， 当 x2>0 时 ， 1 一 地 x2<cosx<1. 

@ 设 h(x)=sinx— (x >), 则 ht (x)= cosx=(1— x )= 
g(x)>0, H h(0)=0, # h(x)>0. 因而 ， 当 x>0 时 ,x 一 x*< 
sinz. i 

© iZ g(x)=1 一 atiati cosx 由 2! (x)=— x+ x+ 
sinx=sinx— RAI 由 g(0)=0， 有 p(x)>0。 因 而 , 当 
x>0 时 ， cosx xtti -= 


© yo 一 sinx， 则 TOREEN + 


Ea —cosx=p(x)>0. H W(0)=0, 及 (x) >0. 因而 当 x>0 时 ， 


3 
n" — s — ms. 
sin x<x =+ =. 


' (6) Z J(x)=tg x— x+), 则 Z (x) =sec2:⁄—1—x?=tg2x — xt 
=(tgx+x)(tgx—x).Ú g(x)=tgx—x, 则 g‘(x)=sec’x—1=tg’x>0, 
因 g(0)=0, 故 g(x)>0. 另 一 方面 ， 当 0<x< 一 -时 ， tgx+ x 


3 5. 函数 的 增 减 C595) 
>0， 所 以 导数 f(x)>0， 又 | pJ 了 (0)= =0, 由 此 推 知 f(x)>0， ”因而 当 
0<x< 一 时， tgx>>x 十 二 sa 


(6) 设 fle) Seita), 23 x>0 时 ， 拉 (x) 一 er 一 1>0. ZAIO) 
=0, 故 f(x)>0， 即 ez>1+x、 由 此 可 知 n=1 时 定理 成 立 。 假定 它 在 
n=l 时 仍然 成 立 ， 则 须 证 明 它 在 n 过 岂 成 立 。 为 此 ， 设 


oo 
Nt 


由 归纳 法 假设 可 知 ，g (x) >0， 又 因 6(0)=0， 故 g(x) >0. 、 因 而 当 <> 
0 时 ， 对 所 有 自然 数 m， PHT ALE 成 立 。 


(7) 设 j(x)=e- ei; Mj £r(x)=—e*+1, 23 x>0 时 , e*> 
1, JP ei, AN F (Q)>0, 又 因 O= 得 到 j(x)>0， 也 就 是 
W ï x>0 BF, 1—x<e` 上 若 议 


g(x)= (1—x+ — x) — e" E i 
则 当 x>0 时 ，g: 《x)= 一 1+Xx 呈 e “=e mm), 由 下 结果 
和 (0)=0 得 8(xz)>:， 即 当 x>0 Ri eiat ga? 


I (ey 若 =l 十 x) 一 [ x 一 z). 


" PG=- TT _( saus TF . 
由 此 可 知 ， 当 x>0 时 并 (x)>0.， 由 此 结果 和 jf(0)=0 TORA m 


P Bo 


Í, x>o 时 x X< t). 又 设 | ¿ 
-lel p y TET 
s" | N s 

划 g *(x)=1— Be = 一 一 Ts " 


由 此 可 知 。 当 x>0 时 g(x)>0， 又 区 8(0)=0， 故 glx)>8 ”从 而 ， ee 
5 x>0 Bj In(1+x)<x. ` J 
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52 极 大 和 极 小 

【定义 ]3. 极 大 和 极 小 ”设防 数 f(x) 在 某 区 间 内 有 定义 ，xo 是 该 区 间 的 内 
点 。 取 一 适当 的 正 数 ó, 2733 0<!x—x <ó 时 ， 恒 有 f(x) 人 f(xo)， H 
称 f(x) 在 x 三 x HRR C), xo 叫做 极 大 点 。 如 果 对 于 适当 的 正 数 5， 
HOL x—x'<ó BFS f(xo)<1(x)， 则 称 f(x) 在 x=x RIMES Co) 
x, 则 做 极 小 点 。 极 大 值 和 极 小 全 统称 极 值 . 

【定理 ] 53， 设 1(x) 在 x=x 处 有 极 大 值 。 此 时 ， 落 右 导数 (O) 存在 ， 则 


JG )<0. 若 左 导数 J:(xo) 存在 ， 则 他 (x)20. 
证 明 ”由 于 fx) 在 x= xe 处 有 极 大 值 ， 故 存在 S>0， 当 0<1x 一 xl 人 6 时 ， 
mE f(x)<f(xo). 而 在 极 大 点 xo 右边 ， 当 xiCx<xo 十 5 时 ， 


JOO) <o 成 立 。 所 以 ， 247 〈xo) 存 在 ， 则 有 


x 


f? (x)= lim fo 9 fe) <0. 


+0 


又 因 在 极 大 点 xu 左边 , 当 一 5<x<xo it, OE >0 成 立 ， 


所 以 着 PFE MA 


1 mlin, I) f), 口 
ARN. RIE x= 有 极 小 值 . BAER G (xo) 存 在 ， 则 f+ (xo 20. 
车 左 导数 f- (xo) 存 在 ， 则 f. (<) <o. 
证 明 设 函 数 g(x) 一 一 fx)， 于 是 ECx) 在 x=xo 有 极 大 值 . E f,“《xo) 存 
在 ， 则 g.“ (x) BFE. Hg,’ (xa) =f? (xo)， 故 由 【 定 理 }3 知 
—#,* (aa)<<0, BD f, (x.)2Z2. BAr ##f-' (xd) 存在 ， 则 g-2(xo) 也 存 
#, H g." (x) =f- (x), WHALEN SI—f_ (x .)Z20, El f-° (x ,) < 
0. | | 口 
1 了 未] 2.。 设 1(x) 在 x 二 xo 有 极 值 且 导数 基 (xo) 存 在 ， Mjaft (<) =0. 
EP P, EI DPE, Mf (x|a)fü f. (xtb5#882Z#, ME 

f.” (xa) =f (xa) =f- Cx). 
如 时 f(x) 在 x 三 xo 有 极 大 值 ， 那 么 根据 [定理 13， 
L f° (x0) =f (x0) <0, f (xa) =1-° (x0o)>), 


o PRIM (597) 
EE f” (xo) =0. 又 如 果 f(x) 在 x= = xo 有 极 小 值 ， 那么 根据 [ 系 】， 

j° (xo) =f. (x0) 0, J] (x0) = =f. “(xo) <0, i 
因此 也 得 到 f° (xo) =0, 
注意 JY Ku uj S ig 2048, TUER 出 满足 f(x)=0 的 x 值 ， 然 
后 再 考虑 函数 在 点 x EARR i mn. 但 是 要 注意 ， WB BE f (x)=0BDB9 
x 未 必 是 极 值 点 ， 
例题 求 函 数 1(x) =x 一 x 的 极 信 ， 
L. f (x)=5x‘—3x’ =52( + i )(x— 5 )， 


5 
函数 的 增 碱 情况 如 下 表 所 未: 


x 


j’ (x) + 
f(x) 
因此 得 到 下 列 结果 : | 
yeo E 15 时 用 极 大 值 -ev 15, 


= 35 LIE 时 有 极 小 值 一 -95 


【定理 14. sos mi 上 的 连续 函数 ，xe 为 该 区 间 工 的 内 点 .车 六 (x) 
在 xÚ 的 左 令 为 正 而 右 邻 为 负 ， 则 xe HRK XE 1° (x) 在 .xo 的 左 邻 为 
负 而 右 邻 为 正 ， 则 x6 ZRA. WR (Q) 在 xo 邻近 的 两 侧 不 变 呈 5 w 
函数 在 xo 处 没有 极 值 ， ii 

证 明 车 六 (x) 在 (xo 一 6:，xo) 内 为 正 而 在 (xo，xo 十 6z) 内 为 负 ， Ci 在 
区 间 [xo—61, xo) 上 是 严格 单 增 的 函数 ， 而 在 区 间 [xo。，xo 十 62] 上 是 
严格 单 减 的 函数 . 令 6 二 min(61，56,)， 则 当 0<|x 一 x0,<6 时, EA GN 
Silas EREK, w 是 了 zx) 的 极 大 点 . Iih, F jellem ba x) 
为 负 而 在 (xo xot Óó;) 为 正 ， pij f(x) 在 [xo— ôi» xo] LARRA 
数 ， 而 在 ET xot ó, ] 上 是 严格 单 增 函数 . < ô= min(óy, 62), 则 当 ox. 
jx—x <ó HEH fü )<1(<), CREN, x ERNA MR ONE E 
Æ (xa— ôi xo) 或 在 (xo xot ô) 均 为 正 ， Z-0<ójó=<nin(ó,, ó;), H 
于 在 满足 0<jx 一 xo1<6 的 所 有 x Pe E xo 左边 的 x 使 1(x)< IG). TQ 
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在 xs 右 边 的 x 使 f(x)>f(xo)， 所 以 天 x) 让 x 处 没有 极 信 。 O = 
注意 即使 做 (xo) 不 存在 ,，【 定 理 ]4 仍然 成 立 。 也 就 是 说 ， 在 f(x) 不 可 微 
的 点 也 可 以 有 极 值 . 

例 设 fx)=|xj 则 六 (0) 不 存在 ， 但 jx) 在 x=0 处 有 极 小 值 . 

例题 RIO )=3/0G y  1)(x— 22 的 极 值 . 


8 i (x) = Hae- (xz 一 2)2 二 2(x 一 2)(x 一 1)》 


=- (x 1)" Yee °.) y (3x—4) 


n = 
SY CI) 
办 zx) 的 增 减 情况 如 下 霄 所 示 ， 


因此 ， 当 =A ONAR A 4， 当 yx=2 时 取得 极 小 值 0。 


5.3 最 大 和 最 小 
【定理 15。 设 jx) 在 x 的 某 个 区 间 内 可 微 ， x=a 为 这 区 间 的 内 点 ， 且 
1” (a) =0, 

(1) 若 区 间 上 所 有 的 点 都 使 六 (x) >>0。 则 了 (x) 在 x=a 有 最 小 值 ; : 
o D) 若 区 间 上 所 有 的 点 都 使 也 (x)<0， 则 f(x) 在 x 二 a 有 最 大 值 . 
ER 引用 4.2[【 定 理 ]2，, 当 a<x 时 ,了 (x)=f (a) 十 (x 一 a) : f?(c), 其 
由 ee<c<x; 当 x<a 时 ， J“(a) 二 f(x) 十 (a 一 x)'f"(d)， 其 中 x<d<a，， 

(1) 此 时 , Fii" GG) >0， 则 六 (ce)>0,f”(d) >0， 于 是 co<x 时 ， 
jx)>f(a)=0，x<<a 时 f(x)<<1’(a)=0。 因 此 由 5。.11 定 理 ] 2 得 知 ， 
a<x 了 时 1x) 单 调 上 升 ，x<a 时 单调 下 降 ， 即 x=a 处 fx) 有 最 小 值 。 

(2) #J'(x)<0, Mj (c) <°, f” (a) <0, FESSES 
j Ca) =0, x<a W 7 (x)2>j (a) 二 0， 因 此 由 5,1 5 EER 0, ax ff 


85. 函数 的 增 减 (599) 
1(x) 单 调 下 降 ，x<a 时 单调 上 升 ， 即 x=a 处 jx) 有 最 大 值 。 g 
例题 1. kila tA 6—x 的 最 大 值 。 | 


N 因为 f(x)= TPS 2 —=( A WF: 


Sf (x)=0, 282 x=3. 
ph s NE p u k. 
KH f (x)= L (z xš kuy; we )<o, 


故 在 x=3 处 有 最 大 值 2w 3. 
注意 若 1(x) 在 闭 区 间 [a，b] 上 连续 ， 则 函数 在 该 区 间 上 能 达到 最 大 值 
和 最 小 值 . 如果 最 大 点 或 最 小 点 c 是 [a, 旭 的 内 点 ， 则 函数 x) 在 c 点 取 极 
大 值 或 极 小 值 、 因 此 ， 藻 f(x) 在 开 区 间 (a, b) TA, MAE f? (x) = 
0. 于 是 可 以 这 人 么 说 ， 如 果 f(x) 在 闭 区 间 [a, b] 上 连续 ， 在 开 区 间 (a, 
b) 上 可 微 ， 则 只 要 比较 一 下 f(x) 在 斤 (x)=0 的 点 和 在 端点 4s、b 的 值 的 
大 小 ， 即 可 求 得 最 大 值 各 最 小 值 . 
例题 2。 求 定 圆 的 内 接 长 方形 ， 使 其 周 长 最 大 . 
解 在 0<x<27 中 (图 11-5), 可 求 出 使 于 局 长 y=x+/ TRIR 


大 的 x 值 .该 函数 在 闭 区 间 [0，27] 上 取 最 大 值 和 最 
小 值 ， 而 且 y 在 开 区 间 (0，27) 上 可 微 ， 


P £ 

re- = 
$ y= Hj x=. gr Txs 27、 当 
x 为 0、M 2r、27 时 ,相应 的 >》 值 分 别 为 i 
27, 2/27, 27. RIETI A, 4 Pl 11-5 
x= 27 时 内 接 长 方形 的 周 长 最 大 ， 此 时 得 到 的 是 内 接 正 方形 。 


$6 高 阶 导 函 数 及 其 应 用 


6.1 二 阶 导 函 数 和 n 阶 导 函 数 
DEX. n 阶 导 函数 ”f(x) OER) 的 导 函 数 ， 称 为 1(x) 的 二 
阶 导 函 数 ， 二 阶 导 函数 在 x 二 x6 处 的 值 ， 称 为 1x) 在 x 的 二 阶 导数 ; 一 
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Rit, 1(x) 的 fn 一 由 ) 阶 导 函 数 的 导 EA 称 为 JG) n Er Sm 8. n 阶 导 
ARE x= x 处 的 值 ， 称 为 在 x Ë. n ER 


符号 y=f(x\ 的 二 阶 导 函数 表示 为 J"(x)，y”， ROELA $., 


y=f(x) n BT S 3k ERK f{™ (a), Y 9 ROE 等 .， 


注意 逐次 求 出 天 (x)，f"(《x) ,f(x)…… ARAR e (x) 的 方法 ， 叫 履 逐 
次 微分 法 . 
【公式 】 基本 初等 函数 的 x%(n 之 切 阶 导 函 数 的 公式 如 下 ， 

(1) y= 二 =x" (a 为 实数 \，y =a(a—1)(aq—n+1):x" "9 


I (2) y=sinx, y ™ =sin(x+ 27), 


nm 
- (3) y=cosx, y ™ =cos[ <+ 2 ), 


G) x= rra s =(—1)' LOFT (a 为 常数 )、 
(5) y=w=e*, y | =e*; 

.. : (6) y=!Inlx|, y ® =(—1)"! DE Sas 

n | | 
(7) y=e"sin(x--a), y ® =(./ 2 yersin? E i 


(8) y=tg x, y ® =(n—1)icos paai 


z" ET 上 述 公 式 分 别 证 明 如 下 ， 
(1) n=t 时 ， 由 y=x' RER G y) =y =ax "l, Bitn=m 时 也 
y? æy D =(y%) Y =[ala—1) (a-m + 1)x *"]? 
=a(a—1)---(.—m+I)(a—m)x =- 
=ala—1)---[a—(m+1)+1]x a~ (m+1) 


I € 35 x= 1 时， 规定 f(x)=f/ (x), yD=y’, jz) 一 T. rra 
= dy _ ` \ 
U 评注 


9 6， 高 阶 导 函 数 及 其 应 用 (eoi) 
=a (a—1)-. (7R et =" — 
即 当 n=m+1 时 仍然 成 立 。 因 此 公式 对 于 一 切 自 然 数 a 均 成 立 ， 
(2) 当 n=1 时 ， 从 y=sinx 得 到 >> 个 =y 'Scosx=sin(x+3 a) 故 
本 公式 成 立 。 假 设 n=m 也 成 立 ， 则 当 n =m 十 1 时 
yo == =G = y=[ sin (<+ 2E) 


mm E i mr X y 
=co (+ m )=sin x+ +) 


1 )7 ` 
ji sin [4+ = sin x+) 


到 当 n=m+1 时 公式 仍然 成 冰 。 因 此 公式 村 于 一 切 自然 数 _n 均 成 立 。 
(3) n=1 时 ， 从 y=cosx 得 到 > 人 一 多 一 一 SinY 一 Cos (x+ 到 
故 本 公式 成 立 。 假 设 n=m 时 也 成 立 ， 则 当 n=m+18 
y @ = y MD =y ™ = feos 1 z )| 


xm 


mm 
m — sin (=+ )=eo sl x+ s LE me: 


na : 
= cos (=+). ú 
公式 仍然 成 立 。 因 此 本 公式 对 于 一 切 白 然 数 n 均 成 立 ， 
(=1)' Tr 故 本 公式 成 立 .。 假设 n=m 时 也 成 立 。 mä GLA 


时 
: f i á 
(“)== (m+ 1) :一 ym)? = —] )” m! j . . 
J y (y=) 1. ) 了 pon 


~ 


m + SA 
o a 
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一 


= -一 m+1 a 
( 1) (mti)! ppan 


n E T 
AAMAR. raya DAR n IRL. 

(5) y=e*, n=1 时 ?0 一 2 =ez， 本 公式 显然 成 立 。 假设 n= 二 m 时 也 
成 立 ， 当 m = 有 十 1 时， 一 2 一 (y) 一 cz， 公式 仍然 成 立 . 因此 对 
于 一 切 自 然 数 1 均 成 立 


(6) n=1 时， =n) 得到 yn 一 区 =( 一 1 
故 本 公式 成 立 . 假设 n=m 时 也 成 立 ， 则 当 n=m 十 1 时 
| yy = (yw) = {(—1)" (m—1)! J 
er 


=(—D" im—D!( -mir ) 
tD- 1 
=(—1)@ 1) mi 一 


=(— (Dr, 


ARRARAS. BERF- DAR n IINA. 
(7) n=1 hf, H y=e*"sin(x+a)ií893] 
y*=e*sin(x+a)+e*cos(x+a) 
=e*(sin(x+a)+cos(x+a)> 
一 W3ersin( xta +=), 
故 本 公式 成 立 . 假设 n=m 时 也 成 立 ， 则 当 n=m+li 时 


a 
y=y" Dy") =| (v )"e*sin (x+a+ "S | 


(VE) sile tat T) tetcos(x+at 5 )| 


=-= 人 me， : m x 
(w 2)"e Vasin(xtat A +z) 


5 6， 高 阶 导 函 数 及 其 应 用 , (803) 
一 (W 2) "ersin(x+at+ tm) 


一 (W 2 )" e*si n(x +a+ ar), 


ARDARY. 因此 公式 对 一 切 自然 数 n 均 成 立 ， 
(8) n=1 BF, H y=tg-lx 和 s 


l+x i+tg ; a 
因为 costy=(1—1)1 cos NN 假设 n=m 也 成 
立 ， 则 当 n=m 十 1 时 | 
y = y(m+1)— (y)? = | m- l)ticos"y:- sinm[y+-Z)| 


=(m—1)ı|m-cos™=y:(—sin .32 :sin my 十 至 ) 
人 v | npag] 
+cos”y’ cosm y+ Y i | 机 
=mi| -cosy “sin ° sin m[y+Z)+ | _ 
2 /. uH Ft 
m 
cos”t?y + cos m(»+2)] 


=m] cos" *t1y > sos" (y+ )eos y— sin m(y+ 


R$) 
| z) l siny| eond y 
m+1 zt 
=m! cos"tiy ° ra ?| 
=m! costy . sinf mfy 十 去)+? 十 到 Ti -Eai 


EET 全 
=m! cos ~、 sin| (m+ (y+ 译 )| 
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=(n—1)! cos” y ° sin n y+5), 


ARDARA. AYFER. n RL. 口 
【定理 1 设 > 一 1(x) HRR x=), Z a) 的 二 阶 导 函 数 存 在 且 
Li, MRAR NESO 
# PEA f" (x) 
g" (y) GCO 


证 明 由 $2 的 [定理 ]s M, p O)= = i A 


(x 
y E p m e m t s. | dx_ 
o= |+]: olg 
| m: aC? ENER 
[GJ f (<) 
a Py | 
[J 0083" S z 


【定理 ]2. :f(t), y=g(t), Hj (t)=e), MU 
= Í Ct: 8"(t) f(g) 
e . OHF 
TRA hga 
dy 
dy ot _ g (CD 
dx dx J (t) 


dt 
Trci g’ (t) a |g’) |. dt 
因此 ， dx’ Le 中 |- dt [e] dx 
me 
tO dx 
dt 
gy Rd 
En | O 
TEI). 2/(x)=0, WIRASA, 


证 明 因为 17 (x) =0, BI [f° (x)] =0, MARE S4. LEER n, 
f o= p, p 是 常数 。 引 用 【定理 ]3 的 【 系 】 得 到 1(x)=px 十 g， 这 就 是 
说 ， 它 是 x 的 至 多 一 次 的 整 式 (注意 ，p 还 可 能 为 0) LJ 


_ 56. wam Ra yy ja (605) 
62 莱 布 尼 兹 定理 和 递 推 公式 
【定理 ]4. 若 y=f(x) -十 g(x)， 则 

y=f(x) +g "(x). 
证 明 n=i hj, K y=f(x)tel), y= Cat (x) 成 立 ( 根 据 
§ 2. 定 理 1). 若 假 设 n=m 时 也 成 立 ， 则 当 n=m-1 时 ， 

ym = ymt) = (y)? = [ft (x)-+ g (x)]? 

= [J#?(<)]° +Lg'™(x)]° 

= g+ (x) pgto (x) 

=f#%@(x)+g° (x). | 
即 n==m 十 1 时 公式 仍然 成 立 ， 因 此 ， 公 式 对 一 切 自然 数 n 均 成 立 。 O 
【定理 15. #y=J(x):g(x), UH 


y=" (x) :g(x) 1 Foy nD (x): g (<) HG): gm(x)。 


k=1 
这 就 是 菜 布 尼 北 公 
证 明 ”一 1 h, A y= g(x)， 引 用 $ 2.【 定 理 13 可 得 ,=f (x): . 
g(x) til) g (x) BARRY. HR n=m 时 成 立 ， 则 当 n=m+]1 R; 
yt == y(m+ D 一 [y] 


OD DR wl >. 
一 [fom(x)] gx) +f (x) gtx) + 
Eoi [r-e o] esot» Cote sorje 
s= 1 FE 


j Cx) eCa) + JO) Cea) 
D.o fmt (x).g(x) tjg u) +Ee: TOE C aa 


k `" 


RERS 
Fc: feb (x) gtt? (x) +I (x) OUO: 
gtn (x) ma 


ONORI Ef (a OO 8 


k= 1 


《606) 第 十 一 竟 微分 学 


` ą— 


g (|+ Ho g? ‘(x)+ Fic: g" (x): g (t+1) (x) 
+E) gm+ D(x) 


m= 1 
ED (a) gC) + Pcs f OED (0 gw (+ Dc: 
PTE (x) g EtL (x) til) gt (x) 


æfa 1) (x): e6) + Ja] c$ +C? p (x) gc (x) 


+) 


k=l 


1x) 6 G) 
=e (ea) yle, OD (De H) 
se=+b(2) ü 
=f (x): +E i ob (xz) gD (x) +l) g (x). 


WA s=m+1 时 公式 仍然 成 立 。 因 而 对 于 一 切 自 然 数 n 均 成 立 。 “ 口 
例题 1。 求生 二 8- 的 n 阶 导数 ， | 


解 B= ry itip GUMU2SU GOR 


PE a °, 
y" =(—1) era A 


WE. + 下 iD 的 n 阶 导数 。 


解 ; 因 3 一 -于 DC 二 区- 一 -二 六 一 六 ， 利 用 【定理 ]4 和 【公式 }(4) 
得 到 | 


Pe [1 1 
y 一 (一 1) m| (x+1)""i =m Gra |. 
例题 3。 冰 xte 的 n 阶 导数 。 


M Sjan, IKEEN n WEO G=, $ sG)=, 
则 


_ S 6. 高 阶 导 函数 及 其 应 用 (607) 
g*(x<)=3x2, g'(x)=6x, g?(x)=6 
g (<)=0(n2-4). 

因此 ， 若 引用 [定理]5， 对 于 y= xe, 

y*=e*(x`+ 32), 
329 一 ex(x 十 6x2 十 6x)， 
yt =e" (x+ 9x? +18x +6). 

当 n4 时 得 到 

yd =e" [xs3 十 C1， 3x? 十 C3 6x 十 C36] 


=e*[x`+3nx2--3n(n—1)x+n(n—1)(n—2)]. 
# n<3 的 情况 下 ， 上 述 结果 仍然 正确 .因此 ， 
y =e'[x'+3nx2+3n(n—1)x+n(n—1)(n—2)] 


PE ee te Astha | 
导数 )。 
解 Ely=sin-1, iky’ -— My 1 一 和 一 1， 在 此 SAFI 
边 对 x 微 分 ,得 
Z +J i=. yr =, 
即 (1—x)y" xy =0, QO 


@ 式 两 端 再 对 x 微分 ， 得 到 
(1—x’)y?—3xy' —y’=0., 
ei 把 @@ 式 两 端 对 x 微分 nn 次 (n222)， 得 


€ Y: 


EREE TEN E 

Oxy DC Cas -2X)y UPON A 24 
a l sag 

É ° Ciaya tD (n 1)xy@*D—nty yt) 一 0 。 

- 此 式 也 包含 了 @ 式 和 对 @ 式 微分 一 次 所 得 的 结果 ， 故 当 nh BF, 证 
ARY. 将 x=0 代入 此 式 ， 对 于 一 切 大 于 或 等 于 零 的 整数 m ea 
ny (0) 2k ER SED, 

_ 由 此 可 知 ， 著 设 2(0) =0, y2°(0) =0, N Ayo) = (28535° 
y (0(0) 一 0， 故 对 于 一 切 自然 数 m, y2=2(0) 一 0， 

LA y*(0)=1, y'*(0) =1? -y (0)=1, y@r+D 0) 一 18 eane (ag 

一 1)3， 由 于 
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y +3) TE 一 (2 十 193 š w (0)=12 . 92.. EEST (2y-—1)2 š 
(27+1)’. 
因此 对 于 一 切 自然 数 m 下 式 成 立 
ynt+D(0) =1? . 92...... (2m—1)’, 


6.3 曲线 的 四 叫 和 拐点 


【定义 ]2. 在 区 间 内 向 下 凸 及 向 上 凸 ” 当 函数 fx) 在 某 区 间 1 上 有 定义 
时 ， 在 区 间 内 任 取 两 点 xn xo PHR y=jJ(x) 上 与 之 对 应 的 两 点 记 为 
P.. P2. 车 对 于 区 间 [xy x2j 曲 线 弧 位 于 线段 P:P: FA, 则 说 此 曲线 在 
KA ] 内 向 上 钙 或 向 下 凸 ;车 曲线 弧 位 于 线段 P P; 的 上 方 ， 则 说 此 曲线 
在 区 间 IARTA. 
(ERE. Z; (x) 是 在 区 间 (c，b) 内 有 定义 的 连续 函数 、 若 对 于 (ac，b) 内 
的 任何 两 点 xi、xz( 且 x< x<x.). 
Jep) << I)i) 
X 1 X x 
Re MHR y=f(<x)fE(a, bF. 
证 明 Eaa iki GOO) < (OSOR 
x2 — x 
CaO- xi)[Íf(xI) —1()7, 
(x;—xi))(x)<<(x—xi)Í(x:) + (x; aila). 
B, — x.>0, 故 可 得 到 
f(x) < CCa) + (z —xi)1(x2) ， 
多 2 一 X1 
所 以 ,曲线 y=f(x) 上 与 x 对 应 的 点 部 位 于 线段 P, P, 的 下 方 。 g 
(EAN CAUER I LAZNE C), OARA ETF 
DHR VARHEE, ERRKALEE P (x)20. 
证 明 EKHI LES j2, Hg ESN TA, TS E x, < 


La KE x, FEA io aia 使 CD 二 fcz) ED B 


HEREA in xhan LDI EE). AGD, b 
Lis 所 以 由 85【 定 理 】2， Hi (&) <C), — as 
lto. 由 【定理 }6 A OERA 工 向 下 凸 。 


§ 6. BIA 函数 及 其 应 用 (609) 


一 一 一 一 一 -一 一 一 .一 一 一 -一 一 一 人 


”反之 ， 假设 在 区 [B] I [m F iis 对 : T xi< x< x; 的 x， Xs 下 式 成 立 


1(x) < Ge )f(ai) + (x —xi)f (x) 
一 ` 


整理 后 得 到 = Ti) < f(x) —f(x) 
— xı 


ea 
W x—xi2>2, Rn 故 
fx)~f(x1) < [f(x) f(x0)1+TI(x2)—f(x)] 


xm Xi (x 一 -x1) + (X; —x) 
= 1(x2) fO) < f(x2) f(x) 
X2 一 Xi 飞 2 x 


ER, C0) =lim L-e) < 1a), 


X Xi X2 一 Xi 
f” (xa) =lim I- x2) —1(x) — et), 
diği Tx Xı™ X] 


He, WFE xK o xz KM, PDS C) 成 立 ， 故 可 得 
F y" CN. E 
【 系 】 设 函 数 f(x) EREI Fr U BY 32Cr'(<), Mia 在 该 区 间 向 上 、 
山 的 充分 必要 条 件 是 ， 在 区 间 上 恒 有 f"(x) <a, 

HR 令 F(x)= 一 (x), # I EF'(x)=-—/f'(x) 成 立 ， 那 么 f(x) 在 1 
向 上 上 上山 的 条 件 就 是 F(x) 在 工 向 下 凸 的 条 件 ， 根 据 【 定 理 j7， 此 条 件 就 是 ` 
F"(<x)2°0, BHBf'(z)<o5. - O 
R KRAKE I TR, RER y= f(x) 的 切线 ， 并 沿 该 曲线 从 : 
左 向 右 移动 切 点 ， 则 切线 将 作 反 时 针 旋 转 ， 若 函数 向 上 凸 ， RREN 
了 时 针 旋 转 . 
[E8]. to 为 区 间 (c，b2) 的 内 点 。 洁 fx) 在 (G，b) 向 下 凸 ， 则 (G) 
x=c 存在 有 限 的 右 导 数 y.” (c) S f- (x). Í 
证 明 ”对 于 满足 4<c<x’ <x 的 4d，、x’ 和 x， 因 函数 向 下 凸 ， ATR 
Zo 


FOROFERI OPR ONON D 


— A 


c—d x —C XC 


(参看 [定理 17 HUR). Haoni, -TOLO 单 请 下 降 并 存在 下 
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—— ——— — 


界 ， 因 此 ,fs《e)==lim SAO 存在 ， 另 外 ， 对 于 满 E << 


Ldk x, LMd, FARS, 
o-i). <= 1(x’) < 1(d) naL, 


— 


c—x < — x < d—c 
所 以 。 Baron TOI 单调 上 升 并 存在 上 界 ， 故 12 G)= 
tim LOO ge. O 
1 定义 ]3， 损 点 在 x=C 的 两 侧 OGREN, CAROR 
点 。 


注意 当 x=C 是 拐点 时 ， 则 曲线 y=j(x) 在 C 的 一 侧 是 凸 的 ,而 在 男 一 侧 
MÆ, 

NE È sinx 的 拐点 。 

解 令 y==sinx, y= 二 cosx,，y'= 二 一 sinx， 因此 x=nz 是 拐点 。 


6.4 极 大 与 极 小 的 判别 Wa, 
LEM] 9. 设 fx) 在 x=a 有 连续 i n NER, H. ` rag; 
. f la)=f"(a)=-..=jJ0"D(a)=0,- f% (a) iG: 

i (1) n ARSI, i) P {P (a)>9 Ma 38 at. ii) 3 fm (ays. 

9 W a 为 极 大 点 。 
(2) n 是 奇数 时 ， i) JP (a)2>0, M j(Q) 在 x =a 处 于 增加 状 ， 
ar DÆ fm (a)<0, MIE x=a 处 于 为 减少 状态 。 
HEB [EH fw (x) 在 x=a 是 连续 的 ， 所 以 总 有 hh>0 存 在， 对 于 满足 
a—h<x<a--h H xf (x) 与 1 (0) 同 号 又 根据 后 面 8.10, 【定理 16 
及 其 注意 事项 ， 对 于 满足 a—h<b<a+h 的 b， 总 存在 着 一 个 ce， 使 下 式 : 
成 立 ， 
10)=1(a) + — 一 


人 


— (c)s (c £ ab 之 间 ) I 
o- oX 


t- t= 


(1) 34 n 为 偶数 时 ， 一 ->0， 因此 


D ÆJ ea), TES (c)>0 可 知 ， 当 0< aa 
1(b)>j(ay Ela 是 极 小 点 . 
ii) # p°) (a)<0, MAFO (c) <0 可 知 ， 当 0< i b—a <h W, 


| $ 6. 高 阶 导 函 数 及 其 应 用 (611) 
f(b)<f(a), 即 a 是 极 大 点 。 


(2) 为 奇数 时 ， 了 一 9) 一 要 随 着 5<a 变 到 a<b 而 变 号 ， 因 此 


| i +i d Ca) >, MA f (c) >0 TA, 3 b 从 左 至 右 经 过 时 
1(b) 一 1(a) 的 符号 由 负 变 正 ， 因而 f(x) x=a 处 于 增加 状态 
IE T a (a)<0, WAECO, WA, 33 b 从 左 至 右 经 过 4 
时 jb) 一 f(a) 的 符号 由 正 变 负 ， 因 而 f(x) 在 =a 处 于 减少 状态 
【 系 】 设 f(x) 在 x=a 附近 可 微 ， 而 人 (x) 在 a=a 附近 连续 ， | 
(1) 若 f(a)>0， 则 fw) 在 x 二 a 处 于 增加 状态 、 
(2) 车 f(ao)<0， 则 fx) 在 x 二 a 处 于 减少 状态 。 
(3) # f#'(a)=0 H F(E x= 连续 ， 则 
i Pao BF, IE x=a 成 为 极 小 ; | _ 
ii) f'(a)<0 Bf, I(x) E x=a 成 为 极 大 . | ; 
证 明 .上 述 (1) 和 (2) 是 [定理 9(2)n 一 ! 的 情况 ， 上 述 (3) MRAR 中 ， 
n=2 的 情况 , 二 
pe qea P (x) =p: x*-1, J#'(x)y=p(p—1)x*-2, 
e407 (x)=p (p—i) e3 2x PP (x) =p. 因此 ， 六 (0》 
=0, CO)= m0, jD e o,f P Co)>0. 从 而 p 为 便 数 时 函数 在 
xm OAE R, p 为 奇数 时 在 x==0 处 于 增加 状态 


$ 7， 曲线 的 形状 


7.1 一 般 方法 

本 节 我 们 将 根据 已 知 函 数 y=f(x) (或 x=p(y)， 或 y)=0) 来 
确定 它 所 表示 的 曲线 的 形状 ， 通 党 ， 接 下 述 五 个 步 又 来 确定 曲线 的 形状 * 32 
(I) 定义 域 ~ 一 确定 曲线 存在 的 区 域 
RENDEK y 为 实数 的 x 的 范围 ， 以 及 使 x AS 的 范 


a S 


-P 
° D 函数 的 增 减 和 极 值 __ 确 定 曲线 的 上 升 和 下 降 
求 出 2， 按 加 的 正 、 负 、 零 点 分 别 确定 曲线 的 上 升 、 LL ka 
局 ë 
(3) 确定 曲线 的 四 部 、 凸 部 及 掏 点 。 NA 
按 % 的 符号 来 确定 。 | N 
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(4) “确定 有 无 渐 近 线 。 若 有 ， 它 位 于 曲线 的 哪 一 侧 ， 

(5) 函数 的 奇偶 性 一 一 确定 有 无 对 称 轴 或 对 称 中 心 、 

在 方程 jx，?y) 一 0 (y=f(x) TAE y 一 f(x) = 二 0， x=g(y) 可 看 作 
x 一 9(y) 二 0) 中 ， 当 f(x, 一 y) ==f(x, y》) 时 ， 则 方程 f(x, y) =0 表示 的 曲线 
对 称 于 x 轴 ， 当 1 一 x， yy) =f(x;y) 时 ， 则 曲线 对 称 于 y 轴 ， 当 JC — x, 
一 y) = 二 f(x，y) 时 ， 则 曲线 对 称 于 原点 ， 原 点 为 对 称 中 心 ，。 | 

按 上 述 步 骤 * 确 定 曲线 的 形状 , 称 为 曲线 的 描绘 (在 下 一 节 举 例 说 明 )。 


7*2 渐 近 线 和 孤立 点 

[EX]. MER ” 当 己 点 沿 着 一 条 曲线 或 它 的 一 个 分 支 ( 如 果 它 有 的 话 ) 
向 无 限 远 处 移动 时 ， 若 该 点 和 某 政 线 的 距离 趋 近 于 0， 则 该 直线 叫做 曲线 
的 一 条 渐 近 线 。 | 

[#X]2. HYAS FH: P AIME P HJ a 
点 时 ， 则 了 点 叫做 曲线 的 孤立 点 。 

EWI. (1) 当 lim 1(x) 或 lim Ilx) Jo n 或 fe 时 ， 直 线 x=a 是 


曲线 yf(%) 的 一 条 浙 近 线 ， | 
“(2》 当 曲线 y=/(x) 具 有 不 平行 于 y 轴 的 渐 近 线 y=mx+ b B, Mj ` 
\ f(x) 


m= =lim EE b=]lim[f(x)-mx]. 


(3) kg E E g 引 的 垂 线 长 度 为 pg 
& 和 极 轴 所 成 的 角 为 a, 34 g 和 极 轴 相 交 时 设 p 为 正 , 当 g 和 极 轴 的 反 向 延 
长 线 相交 时 设 p 为 负 。 此 时 ， 易 得 g 的 方程 为 7'sin(a 一 站 =p,。 38 是 
曲线 7==1(9) 的 渐 近 线 ， 则 a 和 p 满足 
a=limb, p=limr'sin(a—0). 
ER (i) 设 P(x，?) 为 曲线 f{(x) 上 的 点 ， 从 PAAR x=a B 5| E £& 
长 为 jx 一 al. 显 见 ， 当 lim 1(x) 或 lim (x) 为 十 o 或 - -o Rf, < aq 


ARER. 

(2) 设 P(x，?) 为 曲线 fx) 上 的 点 ， 则 从 P 向 直线 y=mx+b 31 
| [f(x)—mx—b|_ 

FRKE- Jir . 因此， g 是 渐 近 线 ， HA lim[/(2)— 
mx~b]=0 从 而 


wa — 一- 一 -一 一 “一 一 一 -一 


E A, ERARA TAME, ---- È 


S 7. 曲线 的 形状 (613) 


一 一 一 一 ~- COC 


. f(x) _.. 
人 
一 1im [m+ mah ] 
x > x x 


=m, 
lim[f(x) —mx]= li m[b+ (f(x) —-mx—b)]=b. 


(s) 从 图 11-6 知 a=lim0, Jb, 0—a 时 ， 


PM=rv-:sin(a—0)—p. UJ 
例题 1. 求 y:=(x 一 1) (x 一 2) 的 渐 近 线 。 
W 办 不 存在 a 使 x 一 a 时 y— +o, 
帮 不 存在 平行 于 y 轴 的 渐 近 线 ,其 次 ,由 于 


CH- (YD. ma 


8 
ey Ee A SE Ese. PN 
lim( x ) 1B lim x '. 


又 因 
入 一 和 = (x—1)(x—2)2—x* 
yx” ytixy+x y +xy+ x° 
ne — 5x 十 8x 一 4 
y+xy+x ’ 


所 以 渐 近 线 为 y=x 一 了 了 
例题 2.。 求 7 二 a USORE R. 


W Pilim0= lin r=, 故 a==0, 
vY +e — 


lim+-sin(a—0)=limr-sin(—80) =lin( 一 和 sing ) f 
0-ea -0 8 人 
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. sin 
= -asim ~g ——, 
所 求 渐 近 线 为 Y'sin( 一 0) 二 一 a EI y: sin0=a, 
曲线 作 图 举例 
SE. EH y= HEAR. 


8 CD 86, My felt y Nt 呈 式 不 变 ， 故 曲线 对 称 于 x 轴 ， (JE 
外 无 其 他 对 称 性 ) 


(2) 定义 域 ， 从 y= 2 二 320 知 -1<x<h MATENEE 


在 工 览 线 x==—1 及 x=1 Zl], 
(3) 渐 近 线 : x 一 一 1 十 0 Bi, y 一 土 co， x= 为 浙 近 线 ， Pie 
从 右 侧 接近 它 。 


(4) 增 减 和 极 值 ; 将 jea IF HAR» 


"i Ng Q ala, so aB 
Wa itx TN T-a UF 
Y 1—x Y 1—x (1 十 x) 
1 一 x 一 Xi 


atàim 
Se 5 1 - a )( + 5 +1_ xst) 
sm 一 


当 -1<x< 一 必 5 一 时 ，yt >0， y 为 增加 ， 


= 


当 1>x>Y 5 一 L 时 , y*<0, y ARD: 


当 w= 入 5 一 | 时， 函数 有 极 大 信 ， 
当 x=! 时 曲线 和 x hewan. | 
š ña =. Z= 工 > 与 曲线 ?一 5 r 关于 x 轴 对 称 。 


= . -一 一 = ~ 一 一 ~ 


8$ 7 曲线 的 形状 (615) 


G) 
y'a E 一 | -到 E -| 
(1+x)./ 1 —xš° 1 —x— x° 2(1—x’) itx 


1 
"AFA Sa 


—(1I+2x)(1—x2)+[x—(1—x)](I —x—x?) 


1 一 X? 


wx—2 
me a 
a 即 ? 在 (一 1， 匡 向 上 凸 . 
将 函数 图 象 画 出 来 ， 即 如 图 11-? 所 示 。 
v 倒是 4， 画 出 7=3 cos 9 十 cos 20 的 图 象 . 
fff “1(0)=8scos0+cos20, M f(—0)=/(0). 又 因 1(9) 的 周期 为 2xy 


RE 0 <0<< LEERE, 


y: (0)= = 一 (3 sin 6 十 2 sin20)=—sin 0 ` Gio, 0)， 


REL r] 上 满足 ，cos 0=— i 0 35 0, Ji] RG) 


0 |o 一 - 5 — 9? z 
4 2 ; 
3 3 
r=f1(0) T e FE y 一 2 


由 ?=0 即 2cos20+3 cos 0 一 1 二 0。 解 出 cos = = 将 适合 
此 式 的 9 METY 0a. ARRARIR 11-8 所 示 。 
7*3 ”曲率 和 曲率 半径 


[EX]. DR RAX Sla) 及 其 jf“(x) Af aE, Plx yA Ql 
十 Ax，? 十 Ay) 为 曲线 y=/(x) 上 的 两 点 ， 过 P 和 8 的 两 条 切线 的 夹 角 为 


Ao, 3 PQ 的 长 为 As， 则 称 lim AS 为 曲线 在 P ARAR, 若 记 曲 率 为 


h。 则 称 p= DARRE, E P ADERE, RAU K 一 MR 


— M, PM=p, AM 为 中 心 以 p 为 半径 作 圆 ， 此 圆 称 为 曲率 圆 ， 
M 称 为 曲率 中 心 . 


【定理 ]2， 曲 线 y=j(x) 上 P(x，f(xz)) 点 处 的 曲率 为 ~ JG) 一 一 


[1 十 (六 (O. 
ARROA 
{1HE C e (a) _ HECO Y ` 
(z O FES j] 
GW PADHAN x 轴 的 夹 角 为 o，Q 点 的 切线 与 x 轴 的 夹 角 为 c 
十 Ao， 因 tg o=] (x), tg ao =ù’ Wn Ao = tg-! [f° (x+ 


Ax)J— tgl (x)]， 又 因 limo apo in Z Cr- 


Ao 1 tg atA) te [p (x)] ` 
mu lia As lin -AFA 


tgof’ (etAz)1- tei, 


) 


一 1im 
Ax—@ 


: = 


1 十 /-A 
v A 


R z | 


S 7. 曲线 的 形状 (617) 


—  PWIVTq — .— —  . . —  _ a PEN 


E T E. G. ¿YF 区 EPELEN, 
-tr py 
"NO L C O GSM 


UH GD yE 
从 而 得 到 曲率 半径 刀 士 [xD)]) 全 


IG)! 
(+ OP) x), py HOE 
(一 C a ra ). o D 
[KH 当 曲线 用 x=f(1)，y=g(t) 吃 形式 给 量 时 其 曲率 类 | 


i y" — x y 
a - 
(x '+y2) z 


dy =8 (t) dy g’) i)e (t) GD， 
证 明 BJ (O a TO ELLE 


g(t) :f(t) 8 (1) :1" N D 
Ate (t)2J z . 


IRh 34Bheé 4 put V r= (0) RHE, 其 曲率 为 一 一 


ritor’ re 


证 明 因 x=ycosb，y=Y sinb, r=/)(0), #& (r raya" 
ra eos 0=—r sinl, et 
x ' o SNS 
. + = 9 ar) +r 
XI = cos 0— 一 2 六 sin 0—r cos 0, I 


dy -Gy si a 一 0 
407 ag Š n0+2-4 FT) cos 0—r sin 0, 


diy dx dx d d = 
ra Pi Kada di Wika 


` 
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+¥cos0) 


2 
Mr 


HERRN 得 知 曲率 为 一 


(dy ) 一 d2y 
2 a0 "r. 


r i ali `° 
E ag) TT y 
例题 1。 EHR y=f(x) 在 原点 与 x 轴 相 切 ， Ap (x) 在 原点 连续 ， 试 证 
原点 处 的 曲率 半径 为 lim| 务 -| 


口 


-=1im D 
da x-=0 
Biza, 原点 处 的 曲率 半径 为 
[1 十 j (022 1 
Fo | TO 
T BMR ?一 了 Kx) 在 原点 处 的 曲率 半径 为 li 多 
例题 2: HERTE OERA SRAN, E OE 0=0 连续 ， 试 证 极 


点 处 的 曲率 半径 为 lim 


解 lim X slim 
x-=0 


= 
20 l 


> 


一 二 je(0)。 根据 前 面 [ 系 ]2 知 ， 在 =0 时 。 曲 


7 
USE: 


率 半 径 浊 -5 , 


342 JE lim 
t Æ lim! 20 l 


2 2 
WN. RAN +r =E AC 9) 处 的 曲率 半径 。 
解 把 福 加 方程 两 边 对 x 微分 两 次 ,六 -十 疡 -9 r Hry 


二-yy"=0， 因 此 


m= 


” ”3 7。 曲线 的 形状 (819) 


oso pess ns . ~o - - ————n —— ——QV 


yb/ 1 bx v a / E a t 
4 
n aiyy 
从 而 得 曲率 半径 


( bi, y 
N+ ay / (aty?+ bx’)¥ 
= 


例题 4, 求 园 2+yt=a(a>0)F sao yR — O 
解 在 上 例 中 取 b Da Mom T ERDI -97-~=o。 或 者 , 使 用 


极 举 标 。 加 的 方程 为 +=a， 就 可 用 【定理 1 2 的 [ 系 ]2， 因 ?二 0, r'=0, 


y: _ 
i RA p= 六 =r=a, 


74 直角 坐标 系 下 常用 曲线 的 形状 
见 图 11-9 至 图 11-43, 
(1) y=ax (a20) | | 
(a) a>0 (b) a<0 I -o a) 


(620) 


Ae 第 f- 堂 微分 学 | . 
(2) y=ax?(a%0) | i 
(a) a>0 (b) a<0 


(-1,8) (Da) LA) 


R 


抛物 线 


图 11-10 
(3) y=ax: (a™%0) 


(a) a>0 (b) a<0 


` 


(-1,—4) 
立方 抛物 线 
图 11-11 
3 t 
(4) + =1 (a>0, b>0) 


(a) a>b (b) a<b 


mwa __L Oa 


$ 7， 遇 线 的 形状 | 


GA i E EE b>0, 35) 
a? T p? mem a , ? ` 


(a) k>0 (b) RLO 
y=-bx y 


(6) y’ =4px (p0) 
æ (a) p>0 (b) p<0 


(P,-2 p) y 


Cp,-2p) (PaP) 


Jb 3 R 
图 11-14 -~ 
(7) xy 一 RCR 二 0) 
(a) k>a (b) k<o 


O x O 


SH X Rh k, 
图 11-15 


Mit : 
- š , 


(621) 
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(8) YEV x (9) y=X/° 


图 11-16 图 11-17 


(10) 六 = 六 (H)xrxi+yš=a i (a>0) (12) Q + y=07 (o>0) 


半 立 方 抛物 线 抛物 线 星 形 线 
图 11-18 图 11-19 图 11-20 


(13) s+’—3axy=0(a>0) — (14) y=x+-- 


ra 23 wi 25: 
图 11-21 


图 11-22 


_— 一 一 = 


S 7. 曲线 的 形状 《623) 


一 一 一 


(15) y=sinx (0 委 x< 委 2r) (16) y=cosx (0 <x=2m) 


图 11-24 


(18) y=ctgx (0<x<x) 


”“ 
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(19) y=secx(0 <x<2x) (20) y=cscx(0<x<x,x<x<2n) 


正 割 曲线 RAAR 
图 11-27 图 11-28 


反正 弦 曲 线 反 余 纺 曲 线 
| | 图 11-29 图 11-3Q 


Š 7, 曲线 的 形状 (625) 


< 


(23) ?一 tg-1x =F <y <) (24) y=ctg-lx (0<y<x) 


有 反 余 切 曲线 


图 11-32 


| m = 
(25) y= sec-1x/ 0<y< -5 ， — LIS x) 


(26) ?一 eseax( —— <><o, << 


` 


KERHA 反 余 割 曲线 
图 11-33 图 11-34 


_ -Ap, cl \ > 
(626) 第 十 一 交 微分 学 


概率 曲线 


图 11-36 图 11-37 


-f 
ü =e-*sinx (32) y=e-*"cosx 
($0) y=<x<:e-* u (31) y=e-*si 


$7。 曲 线 的 形状 “ (627) 
sinx 


(33) y=1nx (34) y= x 


(—x<x<o, 0< x< x) 


(35) y= Fle" +e° (a>0) 


图 11~41 11-42 211-43 


71.5 用 参数 表示 的 常用 曲线 的 形状 
网 ,图 11-44 至 加 11-48 


x=acost r x=a cos t 
1 0, b>0 2) ， 
( sen sint ee Ly= 


(28) stk 微分 学 


(a>0) 


rx=u(0—sin 0) x= a(0+sin 0) 
(3) PN 0) Sao) a) P A 0) 
y 
a 
(l 
3 x 
j]: 线 
图 11-46 图 11-47 


(5) bawia 0+0- sin) 


We 


7.6， 用 极 坐标 表示 的 常用 曲线 的 形状 
见 图 11-49 至 图 11-62 


87. 曲线 的 形状 (629) 
(1) o=a(1—cos0) (a>0) (2) p=b—acos0 (0<b<a) 


) 


心脏 线 | HHE 
图 11-49 图 11-59 
(3) o=a0 (a>0) (4) o™e® (a>0) 


阿 基 米 德 螺 线 ”对 数 螺 线 O 1) 
图 11-51 图 11-52 
(6) =a (6) pb=0 


JERA 连锁 螺 线 
图 11-53 图 11-54 
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(7) =a sin 20 (8) p? 一 aicos 20 
e 
AL H RR 
图 11-55 图 11-56 


(9) p=a'sin20 (10) p=a'sin30 (11) p=a'sin40 


三 叶 玫 现 线 八 叶 玫 瑰 线 
图 11-57 图 11-58 图 11-59 


(12) o=a:cos20 (13) p=a'cos30 (14) p=a-cos40 


图 11-61 图 11-62 


88. 其它 应 用 (631) 


S8. 其 他 应 用 


8.1 无 穷 小 和 无 穷 大 的 阶 
EXN. 无 穷 小 ” 当 自 变量 趋向 某 一 数值 (或 趋 于 无 穷 大 ) 时 因 变 量 趋向 
于 0, 这 个 因 变 量 叫做 无 穷 小 . 设 & 和 v 为 两 个 无 穷 小 ， 若 下 ~ 一 0， 则 称 u 


是 比 v 高 阶 的 无 穷 小 ， 或 v Æ u 低 阶 的 无 穷 小 ; 若 一 一 (c0), HH 


称 # W EANES. X, uy (0) 是 同 阶 无 穷 小 ， 则 称 & 是 
关于 v 的 a 阶 无 穷 小 . 


例题 1， 当 x 一 0 BF, x. <. Zx 分 别 是 x 的 1 阶 、2 阶 、 三 阶 无 穷 小 ， 


解 证 明 从 咯 (这 是 显而易见 的 ). 
例题 2， x—0 时，sin x、1 一 cos x 分 别 是 x 的 1 阶 ， 2 阶 无 穷 小 。 


sinx _ 
解 lim =l, 
x—0 x 


! 1—cos š sin2 
lim —— P =lim —— x = 
x-0 x x*0 Xx‘(l 二 cosx) 

| 2 

T <. u 

7 q sinx š | 
lim ) . lim ———  Ëm=—., 
x0 x x-0 l+cosx 2 


PIE. x'sin 一 和 xcos 二 都 是 x—0 时 的 无 穷 小 ， 但 两 者 不 能 比较 . 


解 ” 因 为 |x… sin— <] xl, x'cos— 


<|x] FLÄ x—0 时 ， x'sin— 


—0, x'cos— 9. 但 是 ， 


当 x—+0 时 极限 不 存在 ， 因 而 两 者 不 能 比较 ， 
【定义 }2. EIK 当 自 变量 趋向 于 某 数值 (或 趋 于 无 穷 大 ) 时 ， 因 变量 趋 
向 于 十 ce 或 一 o 或 cc， 这 个 因 变 量 叫做 无 穷 大 ， 设 4 flv 是 两 个 无 穷 大 ， 


(632) PHH 微分 学 


—r s m —-,Nw 


z-o, WER u Etb v 低 阶 的 无 穷 大 ， 或 v 是 比 & 高 阶 的 无 穷 大 ; E 


— —*e(cae9), 则 称 w 和 v Ala] WERK. 
例题 。 试 证 当 x 一 十 co 时 x" 是 比 ex 低 阶 的 无 穷 大 . 
解 根据 后 文 的 洛 比 达 定理 (8.7) ，lim -X-=lim 一 和 -一 0， 一 般 地 。 


x— + co 
Fik lir 则 必 有 
sg 
+1 m m 
im 一 -一 一 [im (m-+1)x =(m+1)- lim — =o, 
x— + co x— + o €e x+% € 


因此 ， 一 般 地 ， 有 lim S SoA Ma tb e 低 阶 的 无 穷 大 。 


例题 2 试 证 ln x 是 比 &% >x 低 阶 的 无 穷 大 。， 


lim 1X jim x< 
x+ oo Z x x» 0 1 1 -1 
r 
x. n 
= lim ---.— =0 


1 


Spo x 
n 


成 立 ， 即 1n x EEY y 低 阶 的 无 穷 大 . 


82 微 分 

【定义 ]3， 徽 分“” 当 函数 fx) 吕 学 时 ， 对 于 x 的 增 明 Ax, 令 dy 二 (x)。 

Ax， 则 称 dy 为 f(x) 的 微分 . 

注意 1. 若 1(x) 在 x=o S, SAU, MN lim e=0 RZ, B 
Ay=f'(a):Ax+e: Ax. | 


式 中 第 二 项 是 比 Ax 高 阶 的 无 穷 小 ， 因 此 dy 是 Ay 的 近似 值 ， 两 者 之 3 
A Ax 高 阶 的 无 穷 小 . teh, IFAR y=x, dy= 1° GN Ax=Ax°, a 


* 此 式 应 改 为 dy=dx=(x)'2x=l'Ax=AX 译注 


È 8, 其 他 应 用 (6335 


yaj G 的 微分 可 写成 dy= j: GO 4. dx 的 形式 ， 由 于 并 (x) =dy/dx, 故 
从 《x) 又 呀 做 微 商 (图 11-63). 
注意 ?在 通 数 j《x) 的 微分 dy=J' (x)'dx 中， 若 dx 一 定 ， 则 dy 为 x 的 


Ka, BELL a =f"(x)dx， 因 此 dy KIR 4" C) lda), Mdr 8: 
=, my t= as 一 般 ，d" y=f(x) (dx)", à" y 叫做 > 的 mn Erik 
分 . 
8:3 近似 公式 和 误差 
【公式 ]1。(1) REAR lah) mila) thi (a), pa 

(2) 二 级 近似 式 f(a+h)=szf(a)+h-f'(a)+ gi" Ca) 


k= 2 L. Pi i Ee 
m 令 1(x)=V x, f° (x "a (x) + Z=” 因此 ， a>0 时 作 
一 级 近似 式 和 二 级 近似 式 分 别 得 到 
一 级 近似 式 ，V aTh Sa wr 
二 级 近似 式 ，w ath m. at- z -一 -地 


注意 “根据 泰勒 定理 (8.10)，f(x) 与 它 的 一 级 近似 式 的 差 是 对 于 % 的 二 阶 

无 穷 小 ，f(x) 与 它 的 二 级 近似 式 的 差 是 对 于 %h 的 三 级 无 穷 小 . 

【定理 ]1。 如 果 f(x) TE, E 为 f(x) 十 f*(x)Ax 作为 f(x 十 Ax) 的 近似 值 

的 误差 ,f(x) 在 闭 区 间 [x，x 十 Ax] 内 的 最 大 值 和 最 小 值 为 G 和 IL， 则 
JE!<(G—L) :IAxl. 

EA 根据 $41 定理 】2 的 [ 系 ]， 
f(x+Ax)=f(x)+f (x+0.Ax)- Ñ 0<0<]1, 
E=f(x+Ax)—[i(x)+f (xY: Ax] 
= Ax [4 (x) +0A<x)— Ca]. 


+ 


L<J:(x+0/Ax), GÈ (x). j 
于 是 得 到 |f (x+ Q0Ax)—1 (x) G-L, FE 
|E |<: (G—L) Ax. 口 
【定理 2， 如 果 f(x) 的 n 十 1 阶 导 数 存 在 ，f(a 十 h) 的 其 近似 值 
f(a)+hf (a) + OE E (a) 


# 当 AX< 0 时， 闭 区 间 为 [x + ax, x] 


译注 


(634) 第 十 一 章 微分 学 


对 于 J(a+h)B0iB3e3 E, BIIO? (x)/ 在 a 和 a +h 之 间 的 信 不 超过 M， 
则 


[E| < Ihr", 2 
证 明 ”根据 泰勒 定理 (8.10)， 
E=- K SN gt) (c), a<c<a— "a 
B E= ir I C) ai R "ý 


8.4 一 次 插值 法 
LAR]. yi 和 y; 分 剂 为 对 应 于 xx 和 
xz 的 y 的 值 ， 则 


YS i a 


X2 一 Xi 


注意 在 图 11-64 H, CHER y RE 
y. 


8.5 二 次 插值 法 (牛顿 公式 ): 
LAAN. $ xz= 二 xi 十 Ax，x3= 二 xz 十 Ax， 

与 xi、 Xz» ws 对 应 的 y 值 分 别 为 yi. Xs, Yy 
u(u—1) 


ywy tuyt yr Ay b= A 
FIN, 
A Ayı 
xÇ i YaN MAy 
DAx JAY: 
| X3 ys 
推导 方法 令 y= ao 十 ai(x 一 xi 十 az(x 一 xD(x 一 xz2)， 分 别 确定 Gos Gr, 
G3 /R 后 再 代入 上 式 ，。 
.. 将 x=xi 代入 上 式 即 得 到 a。=y1。 其 次 因为 
Ay 


一人 | [oo+o(xTAx 一 za) 十 oz(x 十 Ax 一 Xi1)。 


4 当 h< 0 时， 应 有 a 十 h<c<a 译注 


$8. 其 他 应 用 
(z+AÀx—x)| -| astail) + ax—x1) (x—x;) | 


=a,-+-2a(x —), 


I s Ay o A 
W x= RA Epo As en 另 一 方面 网 (- 人 2 =. 
=E = aD, kass., 进而 一 A Aa =) 一 2 并且 

Xy X Ax Ax t , 


[A > )]. = (2 Ays _ ap) ` A°y, _ 
Ax pn Ax)" (A 


` ; A? 


把 ao: üi G Rav kiea aiii 


(635) 


y=y + Sn (~ x) + 2 G = ——(x— xi) (x— xz) 


1 
my tusyit gulu 1)A y, 


826 ”四则 运算 的 误 阎 
分 别 用 ax. óY, óZ 表示 X. Y. Z 的 误差 。 
(1) Z=X+Y Bf, óZ=óX+óY, 0Z =< óX +] óY |; 
(2) Z=X—Y Bf, ôZ=ôX—ôY, óZ = óX +| ðY |; 


óZ ôx AY ;ôZ!  óx| | jY 
(3) Z=XYNH, z= X TY U | Z < x EZ. 


a da ra E Pr 

推导 方法 “ 设 XA Yo Ze BLS X. Y. ZOAN, TES X=Xt 
áx, Y=Y;+óY, Z=Z T óZ. 

(1) 68Z=Z—Z = (X+Y) 一 (Xo 二 Yo) 一 6X 十 OoY， 

因此 16Zi=!3GX+6Y | < 6X +! óY. 

(2) 6Z=Z 一 Zu 一 (X 一 Y)》 一 (Ko 一 Yo) 一 5X 一 0Y， 
因此 124Z|=|óx—ójY =< X+ óY. 

(3) ôZ=Z—Z,=XY -XY =XY —(X—ôX)(Y —ÓY) 

s Y:óX +X: óY, i 


Y !az|] lóx| | 
(4) z=% S _6X óY óZ — óX | Gal 
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ó 
Y 


Z YSX+X-OY _ òX 


因此 z~ XY =x , 
éz | loy. ) a | OX | 
Z an a raura | 
RY) 
(4) óZ=Z—Z = y s =a YY. 
_ X:0X—X-oY 
_ YY, i 
6Z _ Y-óX—X:óY Y _ Y:óX—X:óoY 
. l x ` XY. 


m I p~ X: “OY — OX _ óY 
£ 


xV X Y 
az |_| ax _ ay |— axl sr 
agi z X r aT] 


注 章 二 元 函数 Z=f(X，Y) 的 杂 贡 定理 为 
1(X 十 6X，Y 十 6Y) 一 f(X， 人 +6Y <|) 


+(6X -4 二 87 Y) 十 …… 
略 去 第 三 项 于 面 的 项 ， 得 到 6Z= a i sL. óY, FE 
= ` r: s. af a , Nl = » 
(1) Z=X+Y 时 ， 因 一 x l s 1, W| óZ=óX+óY; 
(2) Z=x—Y B, 0-5 al, =1, “L=, Wj 8Z=óX— óY; 


(3) Z=XY 时 ， 因 -3 a =Y, “L =x, 则 ZY OX+X6Y 


w. ` zar 一 一 aj = 一 9 W gz=-y -6X 
Gss Bh PE o Ya Y: ' 
Y .0OX — X óY 


8. 其 地 地 用 (637) 
8:7 洛 比 达 定 理 
【定理 ]】3。 设 f(x) 和 g(x) 在 开 区 间 (a，b) 可 导 且 

lim “ig =: 0, lim 8(X)= ° s” (x) 


(1) # lim rO) DARL, W lim JC 也 存在 ， 且 


x—a+ 0 Fa + 
` 


lim o glx) 


Re 若 lim L} 一 十 co， Mj lim I) m 十 co ; 
N rva+tt £ “(x ) A =. FO g(x) 


(3) Æ lim A ta) 一 一 co， 则 llim T ==. 

. 另外 ， ba Ñ Bee ss 0， 所 得 命题 仍然 成 
>. 
ER (1) 天 1im O =1， 对 于 任何 大 于 零 的 e， 总 存在 一 适当 的 
6>0， 对 于 满足 eo<c<a+6<bD i c, LT <e ERL., 根据 $4， 
【定理 ]4 的 【 系 】， 对 于 满足 a <. < < <at6 的 x 和 ww , 总 有 有 c 存在 ， 使 


AA) = 了 4) ， 日。<c<x. 因此 ， 对 于 满足 a<x<x <at 
g(x’ )=8 (x2) g'e)" | j; 


SW m, EEO -1| < 成 立 .这 时 若 先 固定 x: HE iat 
‘g(x’)—g(x) : 


0, MJA lim f tx) =0, lim 8 (x) =0 得 知 ， 对 于 满足 a<x <a ó Ë 


x“, F -i <e 成 立 ， ) 
Kx) _ - 

因此 ， lim Ne =}, T A 

. (2) 因 1im LOL 一 十 co， 对 任何 大 于 零 的 G 总 存在 一 适当 的 6》 


x>aty gt (x) 
0， 使 之 对 于 满足 ae< e <a+6<b t) c AL >G. 根据 §4.【 定 更 】 


409 [Z], 对 于 满足 o< x<x<a+6 的 x 和 xx“， 总 存在 c， 满足 


f(x’)— | "ER PO 
GAG) T g (o? B x< <>, MRF a<x<x <at+6 的 


x 和 x”, — 10) Sg 成 立 。 这 里 若 固 定 x 并 使 x 一 a 十 0， 根 所 
g(x°)—g(<) 


lim Jo =0, lim B(x) =0. 


则 对 于 a< <at5 的 x° 有 P. )>6, 因此 


z>got+t0 
(3) 在 刚才 (2) 的 证 明 中 ， 若 将 “>G” 的 地 方 换 成 “< 一 G"”，“PG" 的 
地 方 换 成 “过 一 G”， 即 得 所 要 证 明 的 结果 
在 以 上 证 明 中 ， 若 将 “a<c<a+6<b” 换 成 “a<b—ó<c<b”, “a< 
%<X:<0 二 0” 换 成 “bp 一 6<x <x<b”，“a<x Ca+ó Fp “b— á< < 
b”, “x 一 a 十 0” 换 成 “x 一 b 一 0”， 便 可 得 到 关于 “x 一 b 一 0” 的 命题 的 证 
BB. O 
【 系 】1。 设 f(x) 和 g(x) 在 开 区 间 ( 一 2，b) 上 可 导 ， 且 
lim f(x)=0, limg(x)=0, gt (x)=Æ0, 


(O) # tim Lae, STAMEL Minte tE 
(O s 
B Es 


NE 1( 
> pa U lim Gy = te, 


(3) Slin L 一， 则 lim ta = 一 oo。 


证 明 $ F(t)=f( 二 )，G( +t) = f), WEE ë FG) 和 G(s) 在 
(a, 0) 内 均 可 导 ， [a] 时 .还 有 lim F(t) =lim f(x) =0, lim G(t) = 


L kS 
lim g(x)=0, CO ae . Š 
Sasha “ 


—— —— 一 一 一 -一 


$ 8， 其 他 应 用 (639) 


! , | 4.) 

U apta 

lin @ O =a Š 2/1 “aya g” (x) ° 
I Ë 


根据 [定理 ]3， 在 本 系 (1)、(2)、(3) 的 情况 下 ， 因 为 lim 


F? (t) f(x) _ F(t) 
lim GZU)’ 所 以 lim- P =lim- GUJ” 由 此 可 得 所 求证 的 结果 ， 


[R] 设 1(x) 和 gCx) ER K Ela +o, HS ns (x) =0, 
limg(x)=0; BELLEN: 


(GD # lim EE, STAR 1.8 


mi a : 
sya BUN) 


m + co 


` 


(x) 
l) 


NEEN A E) PRE es 2 2 2 
GE an N a uy sen 


1 Cx) f(x) __ 
(3) 若 lim : 5 = — 则 Jim g(x) = i 


证 明 令 F(t)=f( 一 t!)，G(t)=g( 一 )， POM G(D# (— o9, SE 
有 导数 ， 同 时 下 列 等 式 成 立 。 
lim F(t)= =lim J(— —t)=lim f(x)= 0; 


lim G(=limi g(— 0) =lim g(x) = 0; 
csG)=—s* (Deo, 而 且 . 


mF (ti ft) (x) 
lim. G° (t) lim — = es = < 一 1im 一 Lay“ 


x— + c 8 


| de 
根据 [定理 ]3 的 [ 系 1(1)、(2)、(3)， 因 为 ， un yÀs S 所 


Mlim f(x) 一 1im Fe "(t) 由 此 得 证 ， | n 
Xt+o% g(x) t=- oo (t) 


[3E38)4. ep (a, b)", HS lim f(x)=%, a 
lim g(x)=%, g’ (x), 


:CD Hlin LOE TARE, Mjm O OE, 


(640) 第 十 一 章 W y 


f(x) 
H lim g(x) 一 一 二 一 用 
(2) # limb =o , M lim 4 十 co . 
又 ， 将 以 上 x 一 a 十 0” 换 成 “x 一 b 一 0” 该 命题 仍然 成 立 。 


证 明 《1) Blim 世人 一 1， 故 对 于 任何 大 于 零 的 e， 总 可 取 一 适 当 的 
大 于 零 的 上 值 ， 使 之 对 于 满足 a<c<a+8<b t c, maea] 


eR., RE SA DEEFEJ4A09[#E], HFEA a<x<x' <a+ó 的 x 和 
, | _f1(x’)—f(x) J” (c) 
X°” s 总 存在 c, 使 g(x )—g(x) — g? (c) ” RM» 目 满足 x<c< x ° 因此， 


对 于 这 样 的 x Mxs FARS 


(x (x 
5 E 
即 |1(x’) 一 f(x)—1l:g(x’)+i.g(x) < e lgl) gll. XA 
| HODAC CO 一 六 gx ){ 志 |f(x)—1:g(x)— 
f(x°)+1l-g(x’)|<e: Ig(x’)—g(x)|. 
故 Kosig) <If(x’)—l'g(x’) te g(x’)—g(x)| 
<lill gl ite lgl lte leat. 
可 设 g(x)£0, ARJ g 1 除 之 ， 得 


| 299 + | ee | 
这 里 使 x° 固定 而 使 x 元 分 接近 a， 则 因 
Q <° | sa í< ý KEN üi 
得 到 Pe <4e, i 
因此 lim Ao) =n. . b 


x—a+ 0 


(2) 因 lim L ==, FENG, BE EEN 4>0， 


gout 


8 8. 其 他 应 用 (641) 
使 之 对 于 满足 a<c<ad-+6<b 的 c,， Fi 有 上 也 (c) >2G, WE $4. [EMM 


| g’ (c) 
的 【 系 】， hed 总 可 找到 -一 个 c: x 
<<, kI AI) = 1; Ley 立 ， 基 此 对 这 样 的 x 和 x°, H F 
f(x *)—f(x) 
Ty Wa 


|f(x’)—1(x) | >2G: g(x:)~—g(x) |=2G |g(x)—g(x’). 
进而 得 到 
Ji) + |f(x) /> {f(x’)—i1(x)| >2G. [g(x)—g(x’)| 
>2G |glx)| —2G|g(xt)l. . 
可 设 g(x) 去 0， 并 月 jg(x) | 除 之 ， 则 得 


(x glx) |12) 
O >2G—2G Pa rs, 
这 里 使 x* 固定 而 使 x 趋 近 a， 因 为 
g(x?) 1, GQ). < 
g(x) | g(x) Yi 
` s g(x”) f(x) ) | 一 = G = 
mn g(x) _ gtx) | a 


>G. 


| | 1(x) 
于 是 得 到 “Ten 

可 设 1(x)>0，g(x)>0， 进 而 得 到 
fo >G， 即 lim 1(x) 一 co 。 


——  — w 


g(x) sza+0 g(x) 
在 以 上 证 明 中 ， 如 果 把 “x<c<a+6<b” 换 成 <o<b 一 6<c<b"， 把 
“<OCx<x<a 十 6" 换 成 "5 一 56C<x<x<b"， 把 “x 一 0 十 0 换 成 “x 一 b 一 
0”"， 则 可 得 把 x 一 a 十 0 换 成 x 一 b 一 0 后 的 命题 的 证 明 . N 
【 系 ]1. 设 1(x) 和 g(x) 在 开 区 间 (o, b) TF, H lim f(x) =, 
lim g(x) =oco, g“ (x)#0, 


AN 


O Elin LO 存在 ， 等 于 有 限 值 1 则 1im JO 也 存在 有 


O) 着 lim L2 =>, N lim La ==. 


证 明 SROS), G (t) =s), 则 有 a 存在 使 F (1) 和 G (O 在 
(o，0) 内 有 导数 ， 且 下 列 式 子 成 立 ， 
lim F() =lim IC )=lim (x)=, 


lim Gl)=lim s(—)=lim gh) =, 


= g’ C £0, 
而 且 ， 


F ry l 22 F’ (t) ss 
根据 [ GO =lim -G0 RY 所 以 得 到 
=. F(t) 
im, 1a Mn G0 ° 4 
由 此 可 得 最 后 结果 ， 


【 系 】2. iZ f(x) 和 g(x) 在 开 区 间 (a, 十 co) 可 导 ， B lim f(x) =00, 
lim g(x)=00, g (x) =o, | 


(1) #lim T tst, 等 于 有 限 值 1， 则 lim Ko 也 存在 ， 且 


(2) mus Pe =o, MI im 10 =e, 


证 明 < F(t=J(—t), G(t)=g(--t), WEO GO) ÆC. ~a)" 
导 。 而 且 下 列 式 子 成 立 ， 


$ 8. 。 其 他 应 用 (643) 
lim PCD 一 [im 1(—t) =lim 1(x) =eo, 


limG() = = lim g(—t) =lim g(x) =, 
G*(t) =g (~t) £0. 


mE. 
i PO) m i-e) PO _ 
a o E s K. TI Na 
x) 
lim g (x) K 

根据 上 面 系 1, 由 于 lim G(r Gt ë sess =” 省- 成 立 ， 所 以 得 到 

人 1(x)_ 全 _F(t)_ 
. g(x) air G(t) ` 

由 此 可 得 证 = 

例题 1。 试 求 lim 三 一 一 下 

x=] X 


W ”因为 lim(x 一 1 一 0， lim(x—1) =0, f(x)=(x’—1)’=3x’, 


gt (x) ye =1(¥0), 所 以 


3 一 1 , 
lim m :lin 3x°=3, 


x—1 x—1 


例题 2， 试 求 lim — n 为 正 整 数 。 


解 因为 lim er=+w，lim x=+e, G)” =), limt 


lime=+e, 所 以 lim E 一 十 co 。 


xma +$ oo 
通常 设 lim + 成 立 ， 则 


lim e*=%, lim x"t!=00, (<"*1)2=(m+1)x"(#0), 


x —+ …) x — + c 


ey e* 
lim emr =lim —— “=+ 
六 一 + co (x 1) lm m-+:1 x" + 


x 


k ae R 
x—+o X 
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即 对 一 切 正 整数 都 有 


8.8 不 定型 的 极限 值 
(1) 众 求 型 的 函数 -从 后 -极限 ， 等 于 求 -二 0 站- 的 极限 (如果 它 有 


在 ); 车 此 结果 仍 为 不 定型 ， E T pie 


g" (x) 
f(x) LON 


(2) ARSEN KR C RI, STR OJ 的 极限 (如 果 它 存 


EBDE RATER, TURRI GOWRI, ee 


G) KR Oo WA ERI G) 的 极限 ， 可 将 其 变换 成 
D gI) iy ma makata, 
f(x) g(x) 

(4) #OR 一 oo mD R 1() 一 g(x) 极限 ， 可 将 其 变换 成 


1 1 
(x) f(x) 0 
-xl DE ih ER, 


1(x) ` g (x) 
5) 欲求 ce"” W., 0 型 或 1" 型 的 函数 x) O 极限 ， 均 可 变 这 函数 


为 ex ,1]nf(x) 来 处 理 。 
WI. ik lim x In x. 


8 kak q 故 化 为 和 型 ， 


map. 试 求 ao aE 


x—1 
1 In x— s In x—1+— 
e = = 
2 一 】 In x x—1 In x (六 jx 
(1nax—i+—) TEER 
2: x x 
[0-5] Iin x+ 4/1- 
) x x 
n x1 
YX 一 1 十 1nx 
此 结果 仍 为 不 定式 ， 再 求 导 一 次 ， 
(x-1)’” 1 — 
(x 一 1 十 lnax) 一 lu) x-FT ° 
x 


` ` 


x 1 1 
Bi lim 到 十 六 Pp -F 改 lim ( < x—1 lnx J 
MN. Oh lim (1+5). 
m (1+4 /为 >' 不 定型 ， 故 可 变形 为 


(1+2) = Paniai Tix- in 人 1 十 3 2) 


Joo 不 定型 ， 进 而 再 变形 为 


1n(1 十 一 ) 
eli) Ta) y m. 
N x 1 2 
X 


5 l ( 2 ) 
2 A War) 人 
区 al : x 
“< T a 
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因 lim -2* -=0, 故 limx In 1+Ž)=0, 
2 x 


x—++0 x+ +Q N 
即 lim (1+2) =et=1. 
e 
例题 4， 试 求 lim Utoe, 


1 Cin 
88 Al +x)" —e =e 7" (1+.) < 故 
4 s Es 
[G+ -| 一 (1 十 x)*。 | - 


ln(1 十 x) 十 


1 
x(1 +x) | 
"` T.a Utz) aUt) 
x (1+x) RIF) 
将 上 式 中 第 二 个 因子 的 分 子 分 母 分 别 求 导 ， 
[x—(1+x): m a Sa 


[x (1 tx) =2x+3Q2, 
它们 组 成 的 分 式 仍 为 不 定型 ， 再 将 它们 分 别 求 导 ， 


s 
[—In(1-+x)]: EPU 


(2x +3% )? 二 2 十 6x. 
因 lim [—In(1--x)]'_ _ l 
x0 : 


(2x+ 3x2) 
N —(1+x)In(1+x) — _ 1 
故 lim : aa ”2， 


另 一 方面 ， lim(1 Py me, 
从 以 上 两 方面 的 结果 得 到 


e 
lim [1 +x)* —e]°=—+ e, 


` I 1 十 T — a 1? 
所 以 lim I “y e] 


Ss-*0 


tk 
2 . 


§ 8。 其 他 应 用 (647) 


4&— — — 


一 一 
故 lim CEO TE =le, 
x 2 


x—Ü 
例题 5。 试 求 lim(sin x)""*, 
. $ X -十 
解 (sin x)un*=es" amino ， 


` Sin x'ln(sinx) 一 2 2, 


一 一 


sin x 
cos x 
. 2 ° 
[In(sinx)] -sinx C sinx)>0 ( 当 x 一 十 0)， 
( 1 J — COSX 
sinx sinix 
$o lim (sins)"=e=], 


-8:9 求 近似 根 的 牛顿 法 
有 根 xo W xE Llo b]29 xo 的 一 个 近似 值 ， 则 出 


£ X1= Xi” i 3 S o da f (>Y TEREE] , Xn+1—> 
_ f(x) ...... 
EP FS i 


组 成 数列 {x,}， 这 个 x, 就 叫做 牛顿 (第 n 次 ) 近 似 根 ， 

【定理 1}56， 设 1(x) 在 开 区 间 (a，b) 内 有 二 阶 导 数 ， 且 了 *(x) 具有 确定 的 符 
B, a 为 区 间 内 一 点 ， 即 acG(c，b)，xi 位 于 xo 与 a 之 间 ， 若 作 x) 在 
x 与 a 之 间 的 值 与 (x) 同 号 ， 则 数列 4xa} 收 敛 于 xo, 

证 明 根据 泰勒 定理 (8.10)， 使 


f(x0)=f(x1) + (xo—%) fe) + pr(e) 


成 立 的 c 位 于 xo 和 xi 之 间 ， 因 为 作 xo)=0， 故 有 | 
f(x) o S: ai C E u T P 
EAEN tomat -a (x0— Xi1) 一 0。 
j'(e) 


2 
即 X2 2.4 (x) (xo xı) ° 
， : 


.548) 第 十 -次 微分 


af a yY 
由 于 aE S, A x; 位 于 xo 和 xi 之 间 。 同 理 ， 一 般 地 
xs 位 于 Xo 和 x。-l Z= lal. 故 知 和 为 单调 有 者 数列 ， 即 收敛 于 一 个 数 a。 


这 时 ， 因为 ° ( (xA 1《x) 连 续 ， 故 由 Xn+i— Xr 一 一 人 知 
_ Ce) 


Aa 二 QQ HED š 
即 当 fa)=0， 数 列 { x, Y 收敛 于 根 a, C 
例题 试 从 x,=1.5 开始 ， 求 amo 的 近似 根 。 
解 $ I(x)=x<x'—2, M] f Cx)=2x, f(x)=2(>0), 1(1.5)=0.25 (> 
0)， 从 而 得 知 牛 顿 近似 根 收敛 二 f(x)=0 的 根 。 计 算 前 几 项 得 到 
xi=1,5° 


1(1.5) 0.25 _ 
oo 一 1.5 一 -下 (ET 一 1.5 一 一 全 一 1.416， 


m 1(1.416) _ 0.005056 _ 
xs=1.416— (1.416) 一 1.416 一 一 832 “一 1.41422。 


8.10 ” 素 勒 展开 式 . 马克 劳 林 展 开 式 及 其 余 项 形式 
(ERE. (WHER) fx), Cx), eo POEA Ca b] 上 连 
mje (xz) 在 开 区 间 (a,b) 内 存在 ， 则 存在 e 使 下 式 成 立 ， 


AWA tC) at 一 可 — 


tr) ta 


R,= aL O, a<c<b. 


证 明 < U(x)=(b—x)', 


g(x)=J(b)—[f(x)+(b—x):] 0 


AN 


oe 十 Ga 一 .fa-D(x)]， 


则 g(x) 和 Ppl OLES, Ela DAME, Wala b) 内 


其 他 应 用 | (649) 


— — — — 


不 为 零 。 根 据 §4.【 定 理 14 的 [ 系 ]， 存 在 c， 它 使 下 式 成 立 ， 


p(b)—p(o) __p(e) 
V(b)— 二 to- =p aLe b. 


于 是 
pb)=0, pi) ga a 
V(b)=0, W:(x)=—n(b—x)'"21, 
由 此 ， 
E a C N AK 
Wele) 1 ° 
BEAS (= U) wo) 一 Ru 
(b— a)” (n) 
. Bp x GSE” SEE (c a<c<b g 
注意 1。 用 同样 的 假设 条 件 下 ， 可 以 证 明 存 在 c， 使 下 式 成 立 
f(a)=f(50)+ (a—b) Cb)+ STP Cb) + ee 
+ J (b) +R, 
(a—b)" 


Rawa T (c), a<c<b. 


证 明 $ U(x)=(a—x)', 
Ca os) 


g(x)=J(a)—[I(x)+-(a—x):f#(x)+-—— > il) 
aucos a == = CY 
其 余 步 台 仿 上 ， 便 可 证 得 议 结 | 口 


382. Ú (x) (x) : , Je”) a 附近 连续 ， x ER 
近 存 在 ， 则 使 下 式 成 立 的 0 是 存在 的 ， 


h 
f(x+h)=J(x)+Lh:/° ()+ “(x lt ua ne 
“P(x )tRa. 
R,= Ego (x+h) 0<0<1， 


| 
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特别 是 当 x=0 时 (并 把 h 改作 x)， 便 得 到 所 谓 蕊 克 劳 林 展 开 式 ， 


{x) =f(0) + O) a... O ara, 
5 165) x" 
g n! 


0<0<1i1 (BEAFARFA). 

证 明 RELER] WER = f (0c) 和 x 之 c 之 x 十 h 的 c 是 存在 的 。 
若 令 9= -， 则 得 到 前 一 式 。 使 x=0 并 重新 将 h 改 写成 x 便 得 到 

式 。 


注意 3、R， 可 以 表示 成 下 列 各 形式 ， 


(1) R= (b—a)': 2 [a +0(b—a)J, 


0<0<1 (HLR HKA 
项 ); 


g) (c) 
SI Eo 
(3) R= 本 一 (5 一 0)(b 一 c)"-! (BERD). 


(b 一 a)"(b 一 ce)-”〈《 施 勒 密 灰 型 余 项 )， 


证 明 Ci) 将 [定理 ]6 余 项 R, 中 的 e(c<c<b) 换 为 0( 令 2-=0) # 
示 就 行 了 。 


(2) 在 【定理 16 的 证 明 中 如 果 岁 (x) 取 为 (6 一 x)”"， 则 


(bp—c)"- 
al) i TAS. 
及 ,一 rO Wla) = — Ti 1 (b—g)" 


gt) c 
= (b—a)"(b—c)"-",. 
(3) 在 (2) 中 令 m= WS. 


{11 常用 函数 的 展开 式 


(1) (1+x)° =i taxt EER. 9 


一 ... ( —n+ 1 ” 
_ aa =: 1) an zn+1) rE 


Š! 8. Ei 他 应 用 (651) 


— a c. amm. armen e. - — — _I—ITSOQ n 
—— Y r a mm -一 一 = 


=a. 


——— — ——  --. <e a —— 


yent 


2i Car 


teo aeo 


3 5 
1 EO u u e u 
(2) sin x T F 十 + +(— 


= -2 A an BT NE E ENE 
(3) casx=1 + +(—1 CS 


(4) e" =+ ++" L S suwas 
21 n! 


(5) In(i+x)=x A 一 EE E EE p a E 1... 
(—1<x<1) 
(6) sin`lx= =x+- ' -x 4 


r 


1X3X..x(2m—1). x?2m*1 
， 2X4X...X (2m) 2m 十 1 


3 
-1 = "PP AS 了 — Í m X 
22 i PU CSKSSE u a e 


(—1<x=<1). 
证 明 (1) RE ARIC), y=(1+x)* Bf, 
ym =a (am l)er (a—n+1):(1+x)}-", 
因此 yo(0)=a(a—1)-...(a-—n+1). 


(2) 根据 6.1【 公 式 ](2), y=sin x 时 .? 
. (n=2m 时 ), 
—1)" (n=2m+1 8), 
(3) REE ARG), y=cosx ijy 一 cos(x 十 -一 ) 
r(—1)" (n=2m 时 ), 
p 0 )= NT 一 
S us 2 O (n=2m+1 时 )。 


(4) 根据 6.1【 公 式 】(5),，x=e 时 > =e, 
因此 5: y (0)=1. 


(5) 根据 6.1[ 公 式 ](6),y=1n(1 二 x) 时 ，> =(—1)-1 (n—)! 


(1+x) ° 
因此 ，ye0) 一 (一 1D)" 1(n 一 1)1. A 
EET. RO 
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i at 


(7) 根据 6.1 公式 (8),， y=(n 一 1)1cos'y. sin (y+ ——). 


因此 ， Jowai a 

© 2 (Dr 一 DLL (n=2m+1 BD. 
【2 展开 式 的 近似 值 和 误差 ”请 参考 8.3 的 【定理 2， 
8.11 关 级 数 的 逐 项 微分 法 
【定理 7， 设 1x)= 22" 在 |xj<y 在 内 有 定义 , 则 逐 项 微分 后 的 级 数 
F naw! 也 在 [x ,<7 内 收敛 、 设 新 得 的 通 数 为 g(x)= $ nax" t, 则 


和 (x) 在 | x |<r 内 可 导 县 f(x) 二 g(x). 
例题 ADY ltak teeta dtia <1 内 收敛 于 
函数 -二 一 。 将 级 数 逐 项 微分 后 所 得 的 新 级 数 Dy nx- 一 1 十 2x 十 …… 十 


n= 


neina 内 也 收 化 ， 此 新 级 数 所 表示 的 矣 数 为 (一 二 一 
| f 
-d= 


>; 1 
; #~ 一 -~ ~- 


由 此 进而 得 到 
六 core 了- 


(RE x 满足 条 件 一 r<x<y， 对 寡 级 数 可 微分 任意 次 ， 为 了 求 高 阶 导 数 ， 
只 要 逐 项 微分 即 可 . 


8:12 MFK 

ü] 多 元 西数 及 其 极限 与 连续 性 

【定义 14、， 现 劣 虑 平面 上 的 点 集 ， 以 己 点 为 圆心 ，e(e>9) 为 半径 的 四 内 
所 有 点 的 集合 叫做 P 点 的 s 邻 域 . 设 M 为 一 个 集合 ， 点 PE M, W P Ds 
当 的 邻 域 ， 若 它 包含 在 M 中 ,， 则 把 已 点 叫做 M 的 内 点 ,集合 M 的 每 
一 点 都 是 内 点 时 ，M 叫做 开 集 各 (如 团 各 精 贺 的 内 部 都 是 开 集合 ). 开 集合 
DD 中 任意 两 点 都 可 用 有 限 条 线段 组 成 的 折线 连 起 来 ， 而 折线 上 的 所 有 点 都 


”一 一 -一 -一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 -一 -… 


属于 M 时 ， 这 样 的 开 集合 DD 叫做 区 域 . 
【定义 ]5，、 设 DD 为 一 区 域 ，D 中 任意 一 点 的 坐标 为 (x，y)， 若 对 于 这 个 
实数 对 x、y 有 唯一 的 一 个 实数 Z 与 之 对 应 ， 则 把 Z 叫做 变量 x 和 y 的 范 
数 ， 用 Z=jlx, VET. D 叫做 它 的 定义 域 . 当 (a，b)ED Bf, jx VÆ 
点 (a，b) 的 值 用 f(a，b) 表 示 . 
例 Z=f(x，y) 二 x*+y?， 这 是 在 整个 平面 上 都 有 定义 的 二 元 函数 。 特 别 
地 ，f(0,0) ==0? 十 0?=0，f(1，2)==1: 十 2 二 5， 等 等 . 
【定义 16， 二 元 函数 的 极限 设 1(x.y) 是 在 区 域 DD 内 有 定义 的 二 元 函数 ， 
(a，b)ED， A 是 一 个 定数 。 若 对 于 任何 正 数 e， 总 可 以 确定 一 适当 正 数 
6， 对 于 满足 

0<(x—a)?+ (y—b)°<ó° 
的 所 有 点 (x。y)， 恒 有 11(x，y) 一 Ai<e 成 立 ， 则 把 4 RK ERZ f(x， y) 
在 x— a, y—b 即 (x，》) 一 (a，b) 时 的 极限 ， 用 lim f(x,y) 三 4 表示 . 


y—>b 


例 1. f(x y)= a 因为 1f(x,y) 一 01 = l x!, 对 于 满足 0O<x2- 


yL e? 的 点 (2 y) 恒 有 [f(x，>) 一 0| 芝 e:， 所 以 


$8. 其 他 应 用 (653) 


N. (x, y)=— EER y=ks 上 ,因为 了 xz 9 一 各， 所 以 无 论 


3 取得 多 么 小 ， 在 0< (x 一 a)* + (y—b)° <Ò 所 决定 的 圆 内， 函数 都 可 
以 取 各 种 各 样 的 值 ， 也 就 是 说 ， 极限 lim f(x, y) 不 存在 。 而 且 。 由 于 
lim J(z, y)=0, lim f(x%, y)=0, 下 式 成 立 ， 
lim[llim G y))]=lim [lim f(x, y)1. 
【定义 ]7， 元 函数 的 连续 性 没 函 数 1(x,y) 在 区 域 D 内 有 定义 ， (a, b) 
€p, 着 对 于 任何 正 数 6 总 可 确定 一 个 适当 的 正 数 6， 若 对 所 有 满足 | x 一 
G |<à, iy—b) <ó BJ (x, y) Ë l y)—f(a, b)| <e RZ, MEK 
f(x，y) 在 点 (C，b) 是 连续 的 . E yE D 的 所 有 点 连续 ， 则 说 它 在 D 
连续 ， 
! x taxy? 
例 fx y)= x+y? (x y) (0, 0) 
Lo, (x,y)=(0,0) 
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在 整个 平面 上 连续 ， B 


[3 ( (0, 0 
Ilx y=: i y) ) 


0, E: Š; (0, 0 
在 (0，0) 不 连续 . Wi ! 


【2】 (0828658 x 
【定义 ]8， 偏 导数 ” 设 j(x，y) 在 区 域 D E# EX, H (c，b)ED， 对 
I, VRG y=a RR KEES b), WERE x 的 一 元 函数 ,车 
Jo b) 在 x=a 处 的 导数 存在 ， 即 

lZ f(x, :二 fa , b) =lim flath b) f(a, b) 
则 把 它 叫做 珊 数 基 x，?) 在 点 (ae， 人 Fj f(a b) 表示 ,如 
果 令 x=a( 常 数 ) 来 考虑 ja，?y)， 则 它 只 是 ? 的 一 元 函数 . 若 fc，y?y) 在 
7=b 处 的 导数 存在 ， 即 


lim 40N) n- Tilab) lim feia aD. 


yb AH 


eg y) 在 点 (a,b) 对 > ARES, Hja DORR. B 
izlar 5) 存 在 时 。 称 f(x，y) 在 (ga,b) 点 对 x 可 偏 导 ， 当 f,(a，b) 存在 
时 ， 称 fx,y) 在 (a，b) 点 对 y TRT. FE D 内 每 一 点 (xo y) 偏 导 数 
jxo ya) 都 存在 ， 则 f.(x，y) 是 在 D 内 有 定义 的 函数， 叫做 Kx，?) 对 


x 的 一 阶 编导 函数 (或 偏 导数 )， 也 可 用 -0 表示， 车 在 DD 内 每 一 点 Ge 
IRER fo VRAE, WiC y) 是 在 也 内 有 定义 的 函数 ， 叫 做 
fle VR y 的 一 阶 偏 导 函 数 (或 偏 导数 )， 也 可 用 91 表示 ， 


例 ! Z=tg >k, 


© 9x- 1 十 的 xš thy 
x 
_9Z = —— . l aE 2: 
9y tH) x x+y? ` > 
x 


MERO AESH z= y) ERAP y, z) -DRE 


88. 其 他 应 用 (655) 


直 的 直线 称 为 法 线 ， 则 法 线 方向 余弦 的 比 可 用 所 (x，): f(x y): 一 1 ¥ 
示 ， 
8⁄2, hE Z= xy 上 点 (x，y，z) 处 法 线 方向 余弦 的 比 为 
ƏZ 。3Z . 

ex ° əy ` 
[5】 有 隐 函 数 的 极 值 与 条 件 极 值 
[EX] MER ”二 变量 x 和 ?之 间 有 关系 式 fx， 妇 =0 成 立时 ， 可 以 
把 y(x) 看 成 x(y) 的 函数 ， 并 称 y(x) 为 x(y w Ea mk 
注意 在 这 种 情况 下 ， 对 应 于 一 个 x 值 ， 通 常 有 一 个 以 上 的 > 值 ， 所 以 ? 
是 x 的 多 值 函 数 ， 例 知 f(x，y) = 入 一 x=0 时 ,y= 二 土 Vx，y 是 x 的 二 
值 函 数 ， 
【定理 】8， 设 函 数 1(x，y) 在 区 域 D 上 有 定义 ， 昌 有 连续 偏 导数 ， (a,b)E 
D, 当 fa，b)=0，f,(a，b) 关 9 时， 车 取 一 适当 的 区 间 [a 一 kh，a 十 ]， 
则 存在 单 值 连续 函数 >=8Gx) 满 足下 列 条 件 


Cr 一 


—l=y; x: —1. 


(1) gla) =b, 
(2) 2K HE f(x, g(x))=0 HEZK E y 可 导 ， 其 导数 
dy _ POPNE E T 
r rt) aO E 
再 者 ， 若 ? 二 次 可 导 ， 则 有 
dy aiai ME Y fda — 2 d, Wns 
dx’ PE 


这 里 ， fas = (fa) f, = (fe) p la” dJ . 
注意 (1) Æi y=, EYIT, T RR ASE 
法 公式 求 出 H, 
(2) 欲求 y=g(x) 的 极 大 值 或 极 小 值 , 须 先 求 出 同时 满 E f (x, y)=0 
和 f(x，y)=0 的 x 和 yy 值 ( 当 然 贷 设 1f,(x，y) 关 0) 然后 再 考察 对 应 于 
这 些 值 的 -的 符号 (在 这 种 情况 下 4 和 = 一 了 =-). 
x x jy 


Wi. R Ax:+ By2=1 (〈(4 半 0， 刀 >0) 所 确定 的 隐 范 数 y 的 极 信 ， 


解 因 f,=24x, f,=2By, = ER Ax + Bx:=1 和 2Ax 


| fx 
z (S AF0) 得 到 x=0 y= Sas H f, | = 2A 得 - = T 
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= 因此 ， EAO 7p E 8 A>0, 则 y 在 x 二 0 处 有 
Rki 若 ALO, a sun EN 另外 , 在 点 (0， 


1 NN 


—— ` ,一 一 Á ` = = ` ARN SN 
Jp aT B 4>0 yE x=0 kiri BA — 75: 3 À 
<0 时 3》 在 x=0 有 极 大 值 一 了 了 元 


W2. R x'+y'—atx=0 a>) RERI y 的 极 值 . 
M ”等 式 左边 用 il y) 表示 ， 则 
思 .一 5xt 一 04。 f.=5y5 f.=20x'. 
求 出 同时 满足 f(x, y)=0 F f(x, y)=0 的 x 和 ? 值 ， 
SB/ 4 a SE 


a 
sm- yE’ Aa Was s: YX 一 一 YE’ y=- s= a, 
这 些 值 都 满足 f, 才 0. 


5 
故 ? 取 极 大 值 Ao RS 


a 


d’y 
x= = <Ç. 时 ， Fr >0. 


故 y 取 极 小 值 一 Yh. | 
【定理 ]9. 〈( 拉 格 朗 日 定理 》 = m 个 关系 式 pı=0,p:=0, aoa ,pn 二 成立 
B, SKOR n WAR f(xl，x2, xn) 的 极 值 ， 可 作 $8 Bl R 3k f+ Aoi + 
Apit TA, (A Ar erin 为 未 定常 数 )， 并 令 它 的 n 个 偏 导 数 通 
WW] 538, wa 3 同时 站 HRAN p=), p=, 
...... , Pn=0 ËJ Xi Xp eee, 

注意 AREER AIER., 


HE RREK T +H? 1 时 函数 xyz 的 极 值 ( 设 a>0, b 
>0,c>0.) 


I ! : £”. . 
M. RADER o=: (r+ +), 


C 


_ 8 8， 其 他 应 用 ĉes?) 


24 eA 24 
则 PY @ =zx— i), Q@ ==xy-— FD 


从 o,=p,=o;,=0 可 得 3xyz 一 24( 各- 2 十 一 5 一 += =0, 将 - 气 - 


pe 再 将 4 代入 p=0，g。=0， 


9x 一 0， 得 到 
yz(at— 3x’) =l, 


zx(b’—3y’)=0, 


xy(c’—3z)=0. 


多 g P 
将 它 和 — tor t a E KRR x, y, zE. 


ii) x=y=0, 22 一 C2; 
iii) y=z=0, x°'=42, 
iv) z=x=0, y` =b? s 


后 三 种 情况 使 xyz=0, 故 不 是 极 值 。 第 一 种 情况 得 到 xyz= 
` abc 
WA IK 是 极 值 。 
[4] 包 络 线 的 方程 
【定义 110. 此 线 族 的 包 绪 线 已 知 含 参 变量 a 的 方程 f(x, y, a)=0, 3a 
取 不 同 的 数值 时 便 得 到 一 系列 的 曲线 、 所 有 这 些 曲线 称 为 曲线 族 。 

“与 曲线 族 中 每 一 条 曲线 相 切 的 曲线 ， 叫 做 曲线 族 的 包 络 线 。 
[ER]. 以 a 为 参 变 量 的 方程 f(x, y a)=0 所 代表 的 曲线 族 ， 其 包 络 
线 由 jlx y, a)=0 和 和 f(x Y» a)=0 消去 a 而 得 到 . 

泌 党 “ 视 情 况 不 同 ， 消 去 a 所 得 结果 除 包 络 线 而 外 ， ETERRA 的 
轨迹 . 


例题 1. 求 直线 族 Ž + 字 二 1(ab 二 甩 关 0，k 为 常数 )， 的 包 络 线 ， 


W 将 ob=k? 代入 一 和 + 字 =1 得 到 二 Pt (3139): 
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一 :一 -一 一 -一 一 一 一 一 一 -一 一 一 一 一 一 一- 


此 式 对 a + y=0, (第 2 式 ) 
再 从 这 两 式 中 消去 a， 
da 此 式 与 第 1 式 联 解 得 到 “<- 
=1, Bla=2x, 将 它 代入 第 2 (= = akaye ix 
a 4x 4 


”就 是 所 求 包 络 线 方程 (图 11-65). 


图 11-65 图 11-66 
例 芋 2、 求 贺 族 (x 一 cy 十 y% 一 1 一 aa2 的 包 络 线 。 
解 ”方程 (x 一 a): 十 y= 二 1 一 a? 两 边 对 a 微分 之 后 ， 得 到 x=2a, 将 它 代 入 
原 方程 ， 其 结果 是 办 = 1 一 2c2， 消 去 a 后 得 2y:=2 一 x*。 A, WW 
的 包 络 线 方 程 为 x? 十 2y? 二 2( 图 11-68).， | 
注 党 在 这 种 情况 下 ， VA <1c <1 所 对 应 的 圆 不 会 与 包 络 线 相 
H, ana a< WEE 3 lB A 


(一 ai 十 汉王 1 一 ca2， 当 j cj 委 一 一 一 -s 一 一 一 时 的 包 络 线 ， 
例题 了 求 曲线 y= 二 f(x) 的 法 线 族 的 包 络 线 方程 


解 ” 曲 线 y》=f(x) 上 点 (x，y) 处 的 法 线 方程 是 Y-y=- (X— x) 


AA 


€N UU NMR 


<! 
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两 边 对 参数 x 微分 后 s sua Gt 由 此 得 到 XX 


MD. 将 它 代入 前 面 的 法 线 方程 ， 得 了 一 yty , X, Y 的 表达 
式 就 是 以 x 为 参 变 量 的 包 络 线 方程 ( 它 是 渐 届 线 ， 请 参考 下 列 内 容 [5])。 
(5) 渐 届 线 和 渐 伸 线 

[定义 111、 浙 轴线 和 渐 伸 线 已 知 曲线 的 曲率 中 心 的 轨迹 ,叫做 该 曲线 的 河 
届 线 , 对 渐 届 线 而 言 , 原 曲线 叫做 渐 舒 线 ， 

定理]11 .曲线 ?一 1 的 渐 由 线 广 得 ， 若 用 x 作 参 变量 ， 则 其 形式 如 下 ， 
+y 

"u 


< 一 X 一 


1+y 2 
n=y— —— 
y" 


此 结果 可 由 8$ 7 定理 得 到 . ) 
(DRI 曲线 的 法 线 族 的 包 络 线 是 该 曲线 的 渐 届 线 ， 
(这 可 由 前 面 (4) 例 3 得 知 .) 


【定理 112、 设 曲线 上 点 P 的 曲率 中心 为 P’, WUR REA 也 的 切线 是 原 
曲线 在 点 P 的 法 线 . 


证 明 令 P 和 Ps 的 坐标 分 别 为 (x，y)，(&，)， 根 据 【 定 理 】11， n79 
= 一 二-(4 一 x)， 故 位 于 曲线 丰 点 的 法 线 上 ， 又 因为 


dé PORT. pe 1HY’? y 
> iy A | 一 一 -一 一 一 
dx ` 7 A n? ?7 


, 1 
| 


d) syry t Seres! 
dx dx Ñ Y’ 


所 以 ， La- 


也 就 是 说 ， 忆 :处 渐 届 线 的 切线 与 点 局 处 的 法 线 是 一 臻 的。 ， ” D 
【定理 ]13. ir 等 于 原 曲线 上 对 应 点 处 曲率 半径 之 


EAN. 
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例题 1. RMN- 4 =1 的 渐 届 线 . 


M 原 方程 对 x 一 次 微分 


一 +- nid =0, 
大 >= bx, 
a 2y 
pa Paka) ab L 
aty? aty? a2yš ° 
从 而 得 到 渐 届 线 方程 为 
xš 
£=x— — y? =(@ b). pa. 


; jis iyi Its =— (a?—b?) Wi a 


由 此 二 式 消去 > 和 >， 整理 后 得 到 
(a£) 1 Hion) F= g — b’) i 


WA kety =a? 的 渐 伸 线 | 
R ”如 图 11-67， 根 据 【 定 理 }12 和 13, PEP AA R; 因 P*P 的 长 


度 等 于 PARIK, KESLA =p, ME A=op. HE P SE 


x MORAI- Z), i 


x=ëË+ag ' cos(g — m. 


本 本  Y=n Fap ° sia( gy, 


经 整理 后 得 到 
X=a cos p+ap sin o; 
y=a sin pg—ag cos o. 


l (661) 


一 


第 十 二 章 积分 学 


$1. 不 定 积分 


11 原 函 数 和 不 定 积分 
【定义 31 Pakan IF eX B] I HEH, G (x)=), I G(x) 叫做 jx) 


在 了 上 的 一 个 原 函 数 ， 
LER) f(x) 的 每 一 原 函 数 都 具有 G(x) 十 C 的 形式 , 这 里 C 是 任意 常 
数 ~ 


【证 明 】 设 F(x) 是 f(x) 的 任意 一 个 原 函 数 ， 则 由 【定义 ji， 有 (= 
1(x)， 又 G(x) 也 是 了 (x) 的 一 个 原 函数 ， 故 

LF(x)—G(x)]: =F’(x)—G’(x)=f(x)—1(x)=0 

F(x) 一 G(x)=C (任意 常数 )( 参 看 微分 学 ) 

F(x)=G(x)+C j 口 
【定义 12 .不 定 积分 f(x) 的 全 体 原子 数 ( 含 有 一 个 不 定 的 常数 ) 称 为 fx) 的 不 
定 积分 ， iR fian, 这 里 f(x) 称 为 被 积 函 数 ，j(x)dx 称 为 被 积 表达 
R, 称 为 积分 变量 ， 由 上 述 定理 FFO) 是 xz) 的 一 个 原 函数 ， 则 
Je) dx=F(x)+cC, I j(x) dx=1G). C 称 为 积分 常 数 ， 求 1(x) 
的 不 定 积分 称 为 积分 f(x) 。 E 


12 不 定 积 分 的 法 则 与 公式 
[法则] 
'. treo al) Jax=| oax t Je)ax. 


$; 2 =c]1(%) dx (c=) 为 常数 )， 


TAE an 第 十 二 章 积分 学 


3, P(x) = [Goa is, S x=, BeAT, W 
F [g(t)] = | Iel let (t)at.*Q@( 换 元 积分 法 )、 

4. 若 1(x) 和 Gx) 可 导 ， 则 

INGE Jax =) G) — | G)GGOax (分 部 积分 法 ) 。 

5. fior (x) dx=; "+I 

ENTO eT (n= 一 1 时 ) 


J 了 (x) "tite (n 关 一 1 kt), 


(e 为 积分 常数 )， 
【证 明 】 


1. [fraxt fea] =p [ropa T | | s(x)dx |” = f (x) + 


g(x). 


š. (roay =cJG2). 


š pG) "IO 中 的 作为 上 的 函数 对 上 求 导 ， 划 得 
dF dF 


= SP. Sr -=1G0)- LOOR (9. 
F [s (O) 1-| te] (ar. 
FOOR fe (x)G(x)dx] 


TOKONGA 


=j* (x)G(x)+Jf(x)G* (x) — 1 (x)G (x) 
=f(x)G* (x), 


fioc eoax=1G)6(2 -|r Gedar. 


1 n+1 , nge 
5. | f(x) +e] =J(x)"P (x), 


| 1⁄ __ 1 , | | 
[ln fCx)| TO we ds | N 


OA 式 3 的 两 个 等 式 中 者 省略 了 常数 C- 一 译注 


§ 1. 不 定 积分 (663) 


13 常用 初等 函数 的 不 定 积 分 公式 


(为 简化 书写 ， 省 略 积分 常数 .) 
【公式 】 


n = E. a n+l we 
6. | x+ dx Vr (ax+b)"+! (a), nÆ£—1), 
| ¿px hl ax+b| (a0) . 


8. jaga e= -aaa | (a 尖 0). 
xig? | x+a | 
| 


x—a 


OO IEE n t 8 i 
[eoe Wan k: x—b | ig 


-1 = 


10. | -dx 一 -tg (aZ0). 


i fyra AFA” 


0). 
15. ses sin? — (a>0) " | 
| 2 
14. | 2 a = 5 sin-! z — Ca =x’ (a>0). 
2 . 
15. Í e dx == Te (a0). 
16. [e= yi (bZ0, o>0, ass). 


17. fin xdx=x]nx—*., 


18 (sin oxox =- cosa (aO), 


UE er 
19. fcos axdx 一 一 sin ax (a 天 0) . 

20 . fte axar =— 11n | cos ax: (a #0). 

21. fete axdx =-la Isin ax] (e0). 


22. se axdx= Stg ax (a£). 


23. fesctaxax =- ctg ax (a9). 


sin ax 


24. E : dx=} n| tg I (an). 


/ 
25. f- ig thn tt. ma +’ Al (a0). 
【证 明 】 


T mae] =e Hasidi 


a |a ol/ 1 1 \)e l ` 
ý A iza] 2a \ x—a i)” wa 
( | < 一 小 -= EA i À 
x—b —b \ x—a x—b / 
时 1 
(x—a)(x—b) ` 


a 1 
10. (te Z.) 一 -一 一 人 一 一 一 一 7 一 。 
a OO) 7 +a 


| 1 
一 -一 有 
\ a—b 


| SN ... 
11. (It +A ) a TRET DEN 


9 1; 不 定 积分 (665) 


1 
JAFA 
另 证 ， Ta/ + A=t 一 x 并 解 出 x， 得 YX G ia ; 
t 
dx= Att at, 
r 


1 St t+ A 1 
— -dxX= =- = 
|... E 2 7 =j ia so 


=]nx+ /<:+ A|. 


e I E 2 

12. =| Vt Adx=x x? +4- 4 一 [zra 

a TORD 
= 2 = 

XA x +A A/ Xx? 十 A -dx 
1: 

td ka 
“ 21=x Vx:+A+ Aln xt J/52-+ A], 
故 得 原 式 . 


14. $ x=a sint ( -Z StS =). 


I sfiia cos tdt 
=- jo +cos 2t)dt= .~ rm —(: u ) 


aaa = (si 221 A 门 


9 e “K 
a x? : jp 
~ 8 8k. s x aa —x?. 


bor 


17. finxax=xin x 一 | >. 二 ax=xlnx 一 x 
1 “W I 
18, (—Leosax ) = sin ax. 
a 
3 ONA Y 
to (sinax ) = cos ax. 
a 
1 r 
20, (~alnleosax|) = tg ax. 


2 


ee 


1 - E I 
° (Slnjsin oxi) 一 Ctg ax. 
1 V 
22. i . = : ° 
(ttgax ) Sec ax 


3; ( -上 ete ax ) = cscš ax, 


24. | mate] 人 
sin ax . QX ax 
2 sin—p cos 


sin(ax+-7— ) a \ 2 4 / 


14 有 理 函 数 的 积分 法 
(省略 积 分 常数 ) . 


$ 1 .不定 积 分 (667) 


6—2 x2 2 1 ] 1 二 x 
例题 1. | maono ed pas" tin 


6—2x’ A C. P 
Weoo aa e pi e 
B=3, C=1. HHLRELEMRA THR < 
例题 2, 1= 4x2— 5x-+5 


KC CCT 


=—In| 1—x|+ Hat) +2tg x 


| I 3x 
tapi t 3G24+1) ` 
A _ 4x2—5x+5 a `A Bx+C Dx+E _ 
8 ç xi+1)(I—x) 1x Pt Tr 人 
4=1，B=C=1，D= 一 2，E 一 3， 将 上 式 右边 逐 项 积分 ， 得 到 x 
n P 
aeti atarte arpe- jety” | 


š 1 可; 
=—Ia|1i—x|+—InG@2+1)+tg “bura : ERENS. 


x 1 1 
rier ere] 


= 一 la11 一 x| 十 二 tn(x2 十 1) Hitge ta HEFT ; 
(参看 下 面 [ 公 式 }26.) 


【有 理 孟 数 的 积分 法 ] . 

欲求 有 理 函 数 的 不 定 积 分 ， 可 用 下 列 两 个 性 质 ， 

性 质 1. 有理 整 式 的 性 质 设 F(x)=0 为 x 的 实 系 Zn 2 D fz, WI 
方程 有 # 个 根 ， 若 一 个 根 为 复数 a+bi MAHR #a-bi E B 
另 一 个 根 ， 从 而 F(x) 包 含 如 下 的 因 闪 : 

[x—(at+bi)l:[x— (a—bi)]=x’—2ax+a’+b?, | 

因此 ，F(x) 可 以 分 解 成 (X 一 a)" së (X° +2 px-+ 0)š kil R K 之 各 


《668) 第 十 二 章 积分 学 
(m Mk DIERE, Hp’ 4a <0). _ 
性 质 2. 婚约 真 分 式 的 性 质 “ 设 人 ex DEHAN, MISTER 
分 解 为 D(x) =P(x) .Q(x) 时 (P(x) 和 Q(x) 为 没有 公 因 式 的 有 理 整 R) 
则 不 式 可 以 分 解 为 以 P(x) 和 Qfx) 作 分 母 的 两 个 既 约 真 分 式 之 和 ， 即 
NGE) A(x) y BO) > 


—. =.. 


DG) P(O) ` QGO ° | 
GEAR) | | 
根据 以 上 两 个 性 质 ， 如 上 例 所 示 ， 有 理 函 数 的 不 定 积分 ， 可 以 归结 成 

下 列 两 种 形式 的 不 定 积分 ， 


a bx+c 
D fiy O Jarot 
进一步 令 x+p= 二 t，(2) 又 可 分 成 下 列 两 种 形式 ， 


° (3) |a a= (4) |<: rype dt 
令 #=z， (4) 就 成 为 (1) 的 形式 ,而 (1) 的 形式 可 用 1.3 给 出 的 积分 公式 。 
ee ER a ia 


2k—3 | 
LAR] 26. h= Fa [6 JG + pi + k= |. | 也 
(8 尖 0). š 


t ' en 1 E 2t? 
(zm) [opr] erya 


a 1 _ _ 22+ B2— p’? 
KT SSS CT 


=p B -Ge 
EATING, 
GF (2 k— 3)T-: 十 2 一 i Dee GN 
2 一 
Br | Ch 十 28 一 2 z Ba |: 


1⁄5 FAAARA 
5 无 理 函 数 的 积分 法 】 ( 设 j(x,y) 为 x、y EAKR, "a Ro 


常数 .， 
方法 1. (1) | (x ,wwVax-Hb )dx. (a9) 


令 以 ox 十 b =t NEARER r (2, tridt 的 形式 。 


例题 1. 1=|x /8a=xax= 2 (x—2a)(3x+4a)./2a—x. 
| o 
R $ JV2a—x=t, M| x=2a—t, dx=—2tdt, 


N I -| a—t)t:(—2?2 t)dt= Je tt— 4 at2)dt 


2 2 +Š 
a t° — sa p : aa t*—10a) 


3 


=. 2 | t = 9? 
me a aE a)(3 x+4a) 、/2 a—x. 


ajast aa ü 
2 š A W. ç 4 K 
(2) e Y ay )ax (o 十 c? 天 0) 
从 ax+b _ (aP . 
7 atb t， 则 有 理 化 成 | 区 Ai” t) 


0 一 be dt WER. 


解 | 令 tT xta š 则 * = a , dx= — 2 at 


1 gaps 
eji ji ~za | a5i 0+| a] pa: 
i a "= :一 1 NS 
一 2 Í. iH dbe- G—1)° + 二 可 


= | adi 


t—1 
li i Eg ei Ta =i. L +I n Ç 


(670) 第 十 二 章 积分 学 


t+1 at . 
t 一 1 + t—1 


A x+a 十 AN x ` Eleg | ste. 
A/ xta TN x | 
=q İn — +y x /x+a. 


方法 2，| 1(x, V 9x2: 十 bx 十 5 )Gx， 

数 的 积分 ， 因 此 这 里 只 考虑 a 天 0 E 好 一 4ac 天 0 的 情况 。 
(1) b'—4 ac>0 的 情况 : 

iN e, B 为 ax: 十 bx 十 c=0 的 两 个 根 ， 


G) o>0 时 ， 令 J E$ =s 有 理化 之 后 为 


=a 


=> ln 


je, A ax 十 bx 十 c)dx 
a[,(a—-8t [Ēxala-p)t Y. 2 (a=8 
f = est). Gep tt, 


1— t 


另 一 方法 ， 令 Va(z+- 志 )-: 则 
fe A/ax5 十 bx 十 c) dx -| (t, YE~ )dt, (r>0). 


再 作 代 换 . 
t= (e +e?) 或 ‘= 了 (u+). 


= - pen m = "ep a a 
I |V == 2 xd J“: T dt ry 21) 
DE 
M Ç t (eti) (u>1) 
à 
| ad Mia 
.Ce 


"eo u=t+,/ 让 一 1 ， 


$1。 不 定 积分 (871) 


=+ #—1 -inl i+ / -1 D), G=<—1BH5—#F). 


GD acort, 4 "| r=“ 一 t， 则 有 理化 之 后 为 


sa u wq / 2 二 | 
 Jeaee+ssaoas= fi NM = 


Ppa) a 
(+t di 


另 一 方法 ++ 也 )=t， 得 到 下 列 形式 


f, E ee ed A fre =e as, (y>0). 


再 作 代 换 t=7y sin (E t= cos 9). 
BIG 2. =Í n SLE 


/ 16 一 X2 


dx , (+x=0. 


_| Gesin0—1):4cos0 z 0 
解 I e T d0 (t=4 sin 0) 


aa AA 
一 一 4cos0 一 0 =- 一人/ a — sin-! Ltx 


= -2V 15—2 gox sin -. 

(2) b?—4 ac <0 的 情况 ， | 

欲 使 根 号 内 的 式 子 ax? 十 bx 十 c 之 0， 必 须 a>0， 令 Wax 十 bx 十 c 
mt 一 ax， 可 作 如 下 有 理化 , 


= PS; PN 2 b 
fiva Foxo) dx =f; I a s: ver: eias °) 


2(V at 十 bt 十 Vao), 


《2w a t+b)° 
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— D. 


例题 í. 1= 


I ns E /Xi— x+2+x-—.( | 
e s. V2 xC x12+X J 2 | 


u p -` 
解 + V +L. =t—x, 则 一 x 十 2 一 一 2 +Ë, x= a 


1—2t 
_2(t—t+2) —t+t—2 
dx= dt, tg 
(1—2 1: i 1 一 2f ` 
i |=. 1 一 2t 2(t 一 t 十 2) 
"= A apna aS -dt 
2—t —(G-t+Ë) (1—20D2 


a 
方法 3. frora: dx, (m, n, 了， q 为 整数 ， a, bÆ), aN, 
p 
` AEK.) 


GQ) AMEL pak, SY To= ARE. 


例题 1 


2 
r= | 一 - _ 1 - 
~ (1+ x°) ~ 1 十 x3 


m+1 _ 2+1 - 
ka Sus Sa ku S 


CN 庆 
dx 一 大 (bs 一 1) våt. 


Su Sa na 
r|- egaa) ° dt 


=t, JU) x=(t— YT, 


《2) 58 Tl + AENN, YaF =: PEME, 


1 
2, | de 
例题 yaran dx Aita ° 


$1. 不 定 积分 (673) 


一 一 一 一 一 一 一 -一 一- -一 一 


解 mtl Sp 0+1 


` — 


4 
~ E e RV 1t St 则 x= JE Bj? 


RAEE t 
d = — PERR 一 一 一 ， 3 3 = = - 
本 JEEN dt, ~ 1 十 x3 =xt ET 


= | G= Thae -f r=- žar at 
Cp F t 

eme iamm -- 1 _ PP: SSES 

A itx Yit `° 


16 超越 函数 的 积分 法 
【超越 函数 的 积分 法 】 

设 1(x) 为 有 理 函 数 ，T(x) 为 超越 函数 ex、1n x、sin x、 cos x H 的 一 
种 。( 路 去 积分 常数 .) 


方法 1，| (CDOTCOdx， 反 复 使 用 分 部 积分 法 来 降低 fx) 的 次 数 。 
例题 1= |da x 二 6 x-6). 
R 1I=xsex -Ís xe“dx= x'e” — (3 x?e*— eerax) 

s= x3e*— 3 xet (6xe” -| exdx) 

”一 ex(x3 一 3 x°+ 6 x—6). 

方法 2. | ETs 全 T(x)=t. Të 
例题 1. = |+) dx 一 一 saia Sets e" +x. 

Seest, H) x=lnt, dx 一 直人 


.TI 一 |(t 士 1)3 二 =|(z+st+s+ 1 )as 


t p.s tt+3t+injt 
3 "2 
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—s— 一 一 


一 本 6 十 了 ez 十 3 6 十 X。 


例题 2. r= jas x+1)'dx=x(In x)2+ x. 
解 令 lnx=t, 则 x 一 e! dx=e' dt, 
š i= |G+1teaz= (De -| 2(t+1)e'dt 
=(t--1)?e#t—2 (t+ 1)e! -2f e'dt 


=et(+1)= x(In x) +x. 


; : SIR 
例题 3 I=| Gin x+ 1 )°dx = x y Sin x cos x—2 cos x. 


kr £f < 
$ sinx=t, Wx=sin-!t, dx =— — dt 
解 $ sinx=t, W x= sint, dx dh 


1 t 1+2:1+2 
. = 24. RS ç — u — r 


2t DENS S 
=|(-v 1—t > lap )dt 


=—sin-t— Stv 1—£ —2V 1—t 十 2 sin"1# 


y 


= x— sin x cos x—2? cos x. 


BR 
1=f Csin? x+2 sin x+1)dx 


=Í — x dy? itik 


3 K... 
s. —Sin 2 X—2 cosx. 
7” l a 


方法 3. felsin x, cos x) dx (g(x, V) x W y HAARR). 


。 2 I —t° 
令 tg =t, 则 sin x= t, cosx= a dx= : 


LPF 1+t 


THe 


aa a 


dt, X 


$ .1 不 定 积分 (675) 
栏 便 使 原 积分 式 有 理化 ， 即 


， m iE) 2 | 
felsiaz, cos x)dx |s( pt? , T+ KU” pas 


T 
VT-i+te 


inx+cosx 2 VZ+i—tg 7] 
W s tg =t, 则 有 


l 2 2 
WE V aaa = — Sesas B` +; -dt = 一 一 一 人 
| 2t — 1—-Ë FP | 


= | 到 1 Za IVZ: +(t—1) 
2—( 


Ty a “uz PG —(t—1) 


= 一 n ° 
V 2 wx" 
V2 +1—tg%| 


方法 4. Ins =fsia" xcos'xdx (m+nÆ0, m,n 是 整数 ) 


samt n-1 —_— 
== sin x COS x $ n 


E e 
m+n m+n ea 


ec n"-1 一 
= Sln xcos “xm 


o e a A 
证 明 In, =f (sin" x cos x)cos" `! xdx 
| msia E cost- x - sia Deo -2x(—sin x)dx 
(m —1) 
= sin” cos" 十 sin"*2 x cos'"2 xdx 
- sino Kes p ezi js x(1—cos'x)cos" 2 xdx 


m+f n=l 
2 EE PRE 
m+! + Li ( msn™~2 m Js 
m+) nel =f 
s ,一 sin U X COS Wl W: PERI 
i m+n i m+n S 
2 E, M Inn =| sin" Cos x sin x)dx THOR. = 


nl 


方法 5. I, =fte' ada = 8—5 —I,-2. 


证 明 [N(tg"7lx)'=(n—i)tg"2x sec x=(n—i)tg"x( 1+tg*'x) = 
(n—1)(tg"`2x+tg` x), 


2. tg*lx =(nə—1 )) tg:xaxt Cn— 1) | terxax. 


1.7 各 种 函数 的 不 定 积分 的 例题 
例题 (路 去 积分 常数 ). 


x—5x+i0x—? ， _.. 1 _ 1 `` FEA 
i Ka em z-i 2G ar 【部 分 分 式 ] 


W M 3 ma S MP i uii 
š. | 25 rua FT] z|t8 *. [部 分 分 式 ] 
s 
3. |== = slnlx +l. [x =t] 
”| x‘—1 4 “十 1 | 
5 =a 1 —dx= l J d (a30) | Ë Szt] 
i J x(a*+ x°) 3aš | atx? 1 i g 
dt = _ | 3+1 _ ata 
6. (Etara x e sssi al pF pr 
[x—a=t) 


= "= a manqa Tm 1 Eo. ; w 
u | ax— x dx= 了 | x- vs ax—x? 十 Q sin-1 | 


[x—a=t] 
_ dx _ -1 X7 = 
8. A ye = sin — [x a=t] 
ME oe as 3 sy Li S 
9. |: V a@— x° dx "E (a2—x2) z a (a2— x2) 2 。 [x =t] 
f _ dx _ 1 G 十 VAg2 一 X%2 = 
10. k ep ep i 区 r (a>0). [Va Xx =t] 
_— dx _ _ V æ ' 
dx -A 2a? s ë 
12. jir =s 一 [x=a sec 01 
人 | 
二 | x | 
| [V 1+x+x2+x=t] 
dx |a a ne 
E 一 一 -一 = 一 一 一 一 -一 一 一 ”一 -| 一 6 ë = f 
be | sln 1— x ~/ x [4 x ] 
p Ce 本 
| 《2 ax 一 xz) aV 2ax—x ` Š taam] 
16. [sin dx= costæ—cos x. [cos x=t] 
Ë" dx a a(2 ) DS 
Te. PI Ep yE T D N WY , . ., 
ki E cos atb sinx ab E Vq É Giaa 
网 [tg x=t] 
E 、 是 4 i’ e 
so o : seis Ee 
| np Inl|a cos x+b sin x] + ab x. 
aa [t gx =t} 
“gu E a E 3 
19, J s  4x=x— tg Etez 可 
2z 
20. Ja dx=e*+x—2 n(e"-+ 1), [e*=#] 


£i, aa = L. Æ -X | * == +` 
l = dx EIA In(a"+a-”, (a>0). [a z] 
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22. |a= lo-D). [分 部 积分 ] 


Inl x] 
23. Kee a x= E —n|x|—Inl1+=li. [分 部 积分 ] 


24. fe” sin bxdx=— i ji (a sin bx—b cos bx). [分 部 积分 3 


25. fe” cos bxdx=- A (a cos bx +b sin bx). 【分 部 积分 】 


| e m: š 
26, |= TI 了 (xz 十 了 Ë [分 导 有 理化 ] 
27. [sin ax sin bxdz= (sinab. -sinletb)x ) , 
(ab). [PRAMANA] 


—!|_sin(a~b)x inato) | | 
28. feos ax cosbxdx 3 L|- pa 十 XL T 


(wb). 【 积 化 和 差 公 式 ] 


29. fsin ax cos bxdx= — L|- costa—bx. + sos tbe) ， 


(eb). 了 积 化 和 差 公式 ] 


dx l sta E d 
s fron "a | š (e tag) 
[分 母 化 为 单项 ] 
= 以 上 例题 的 解法 如 下 ， 
Sil0x—7 。 4 a B aD 
4. ç (x—1)2(x—2)5 (x— — 1) + x—1 # (x—2)° Eaa 
“去 分 母后 有 


x`—5 Xx: 十 10 x 一 7 二 AG—-2) + BD) (x2) 二 

D(x Dee 1) (x 2), 
当 x= 一 【了 时 ，4=1， 并 将 上 式 右边 第 一 项 (x 一 2): 移 到 左边 ， 得 到 
x —2 x+! =B(x—1)(x—2)°+C(x—1)+D(x—1) (x-2) 


Š 1。 不 定 积 分 (e?9) 


+E (X—))2(x—2)°. 

Al- DREAN. 14 
x—1=B(x—2)3+-C(x—1)+D(x—1)(x—2)+E(x—1)(x—2)°. 

X =] 时 ，B 二 0， 再 用 (x 一 1) 除 两 端 后 成 为 1=C+ D(x—2) + E(x 一 

2)*?， 当 x=2 时 ， 得 C=1。 同时 表 比 较 x? 的 系数 得 知 E=0，D=0. 


2. 


Se j (x— rat fgit 


i = u ss 


1 -+( 1 -= H-H) 
好 一 1 2\x—1 x+! 4\ x—1 x+1/ 2(x2? 十 1) 


分 别 将 上 式 两 端 积分 ， 则 得 


5。 


1 l x—1 | 1 ¿š 
———dx=—In—— tg x. 
ES i x+1 a 


. Gxt, ÜU) 3 x dx=dt, 


-*— | =+ 1 
esa -| ln t+1| n|x*+1l. 


S x =t, MU) 2 xdx=4dt, 
xdx PPE -| 1 — 1 )a 
xt—1 2jt—1 4J\t-l t+1 / 


JETTE 
Z x°=t, NI 3 2dx=d4t. 


l d = dt ‘|( 了 ai Jar 
TH 9) tatt) 3a) t tta 


t 


=, sln 


it+a a 3 十 X3 
Gackt KJ] x=t+a, dx=dt, 


3 
a | =, d= | tte fi 


1 
= li 


l 2 3 
-tidolnlt| — 36 tl _ a ta 


t 2 
3 
; x—a 2(x—a)’ 
ka 今 X 一 0 一 t， 


fv 2 ax 一 zax=| a —(x—a)? dx -|v a= dt 
2 


1 w i a . 1 É 
== —t 要 十 一 一 sin Z 
2 Va t 2 1 


a 
=+ (x-a) faxx? E _ aps. 
8. 令 x 一 0 一 t， 
SUN, d x sl as a L= -1 x—a 
9. Gxt, | 
3 An2 ¿2d x= 2. dt 
x y a — x dx= j tv a2—t 
=1|- 2 (a° S rits (a° —t) 7 rat] 
2 3 
一 一 -二 1G —t)> š -i Pi i —t)> i 


1 E 2 5 
ir (a2— x?) ? k Ta a Eu 
i 5 


10. GV æ—x =t, 则 x =at, xdx=— tdt, 


Ky J. 3 —, = td t = l Eh pk EA, ya 
š xV q: — x? (a° —t?)t 2a \ t— t+a / 


| 
20 i t+a | 2a | (t | 


$ i. 不 定 积分 (681) 


一 一 [4- x 二 一 上 上 | aty aš — x° 
2a (a+ ax ) a PE 
° S x=q sin 0, : l 
dx Zoos 0d cae :0 
i = 
J xv a =x Ja sin? 0(Tacos)9) +|: ar 
tI) n VEA 
1 u Sasi a’ x/a ax “~ 


12. $ x=a sec 0, 则 dx=a sec Ô tg 0 a 0, 
i dx a sec tgo 1 
"|= | ,se "4l 

E V x? — a? J a’ sec’ glatg0| ae a2 fcosoao 


EF ie 1 a 
二 圭一 sin 9 二 二 ~! 一 co0S2.0 = 士 一 一 一 ( 一 】 。 
a q 1 cos“ 0 一 aš 4 1 ( ) 


x 


=+ Ce, (ARR, BTC EG.) 


p: SVI +x=t, lt =t—x 两 端 平 方 后 得 到 


* ati’ 
2(+t+1) 
dx 一 -一 ~ >” ` 
i sia oii 
% 性 2 
外 ， 2 =, — ËL = CTIF 
另外 VTE Pe A T A, 
`. f dx -| 2t 十 1 .。 28 十 1 2(t +t+ Do 
, Dari t—1 ttt+l (+) > 
-| 2dt | "= -1 | A T+x—1 | 
1 中 证 itxt txt! | ` 


ln tma itat 


. Ç x =t, NO! dx=6 tdt, ks 


_ 人 2 一 1 十 ! 
ear ) =j- t?(1— =ef | TE e 
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=a í — 1 2 
-6|( == l): e( 与 1 e) 


EES. I aa TSEN 
-sd Ye evs. 


15. 令 x—q=1, 


usu A dt J a cos sa 
= _ _. ` > 0 
| (2ax—x y} frt s pp T (再 令 t= 


asin 0) 


sec ， ，tgb _ N t/a 
二 = 十- 世人 = 二 二 Ty 
1 
eps spo — 
+ PP; Esa Zi (ARA, EENS.) 
16. $ cosx=t, 则 一 sin xdx 一 dt， 
Gr Jaa [sint sin oas f0 -eat 


1 1 
T a — D — 一 一 
Ti t= z cos? X— cos x. 


17. $ tg x=t, 则 sec? xdx=dt, 


| ru hi _ d _ 
a? cos? x+b? sin? x a+b? tg? x a’ 十 bt 


Sy t. (2 ) 
2 T t T Ë x ° 


18. ES tg x=t, 则 x=tg! t, dx= 


dt 
1 十 经 “ 


° dx =f- 1 ol dt 
a+b tgx atbt 1+¢ť 


一 一 一 一 -一 一 一 一- 一 


= b? bt—a z) TEF 
meaa T e) n apy ONE la 
11+ +a tg t) 


a cosx+b sin x 
cosx 


ar -人 ( ola aeos —21n sec? x+ax) | 


i 
. 


Š 1， 不 定 积分 


19. 令 tg 六 一 加 则 COS X=— — Ee 2A ; dx= 


1 | 
> j. cosx | w|i I+ RE a RER qes I-i 
a 十 -上 一 1+’ t 


s 2 -=m ] = -1 t—t= x— x 

|( TF )at=2 te t—t= x tg 

20. < e"=t, 则 YX 一 ln t, dx 一 二 dt 

. feti -| f+1 1 | 1 一 = 
w a ZT 0 Sh = PSG 11 S 


下 1 2 i 
-|( se jät t+lnit[—2l1nit+ 


=e*+x—2 ln(e +1). 


1 1 1 
. x= Mi = — 1 s d =s «a. , om 
< a"=t HH x = nt, dx PP at , 


1 Pm] 有 名 2t ) 
“Tna 1 ia il TE 


| 
ei 1 ka a 
T en ; | eps In(a*+a-*), 


` x 


22。 za =- a| S ax= E SQ 
Ina Ina l 


lnlx)_ = 一 -了 lz 上 | 
23. (+x 3: dx i + Ew 六 dx 
In|x! 1 1. V MEI 
dn I. L —— —— o o ——— = — 
1 十 x | U tg 


十 1n1Xx| 一 1n | x 十 1 | 


a* 
na ~ (Inay 


{683) 


ax 
24. r= |: sin bxdx= 一 -sin bx - |. cos bxdx 


ax ⁄ ax 

=n e . b Í e b . 

= -sinbx— —- - --cosbx +—Ie% sin bx dx 
a aN qa a 


j 
ax : 2 i 
e PIE b : 
ar bi =s e™ cos b=: q 

a a a 
š 


agg (a sin bx—b cos bx). | 

25。 证 明 方 法 同 24. . 
-一 一 ——— v 
Vx +V x+! (x t+ Y xti nv x ) 


-| (arr v=2 | | 
27. Jia ax sin bxdx= | L [co s(a—b)x—cos(a+b)x]dx 


= | sin(a—b)x _ sin(etb)s | 
2 a—b a+b " 


à 


28. feos ax cos bx4x= | L.[eo s(a—b)x+cos(a+b)x]dx 
-1| sin(a—b)x sin(atb)x | I “< 
2 a—b a+b ; 


29, fsin ax cos oxdx=| L[sin(a—b)z+ sin(a+b)x]éx 
| cos(a—b)x .| eos(a+b)z | _ 
2 a—b a+b ; 


dx i ; AN 
>. f sin x+b cosx ]>= sin(x+a) Ç Ce 2) 


(l AN be 和 


$ 2. 定 积 分 | (685) 


- —--— 


$2. 定 积 分 


2.1 有 理 整 函数 的 定 积分 
【定理 】 1. EH (x)= x"(m ZERAX), a<x=b. 把 区 间 [a， bJ fz 意 组 


分 为 n 份 ， 其 分 点 依次 为 a==xo，xi，xs，…，xs==b。 作 和 式 Se -5 
| k=0 


ED)Cxksl 一 xb， 这 里 的 二 是 在 Lx, 上 任意 选取 的 。 于 是 limS,= 


ET 一 一 an 1).。《〈 但 除了 1 一 co 还 亚 让 max (xexe) 0, ) 


GEI Zikos. 对 于 [a, 65] 内 任意 的 一 个 小 区 间 [a，pB] (8>a 之 
0), = pB"+B"- ‘at+p™ a". (m+1 ) a"< 


or HEKE, 有) 存在 数 C 使 _EP ar _ 
SGIC. GAC 可 由 此 等 式 解 出 来) 
SRECA, BIBEL, ARANI [srvxte]， 并 把 相应 的 发 


Ci. 则 DY aitia Pe (mab), aza g Pues, 


par fen „mtl 


C5n 无 关 ， moont 它 自身 ， 所 以 有 


net 
m+) __ 
tin ei Gait =. 


ee 把 特定 的 M 换 成 Lxr， Xk+1] 上 任 取 的 C: , ETN 
| na limS,= z (b"*1— e") 这 是 因为 


Zn e (xr ) ,Pore Cee) 


k=Q0 k= U 


rr 一 人 


< max Crim x) Pape A 


人 = 人 


-È Cr — Ci”) (xrm x) < 


s= max (xni x.)(b"— "0 (n>, max (kt 一 Xxk) 一 0)。 这 里 利 用 
人 O<k<xa-1 a 
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T x" Æ ixr, xe) 上 的 单调 增加 性 . D. 
在 上 述 证 明 中 ， 区 间 [a , b] 的 分 法 ( 即 分 点 的 取 法 ) 是 任意 的 , 无论 

等 分 与 否 洁 可 以 ， 而 且 C, 在 [xi, x] 中 的 取 法 也 是 任意 的 。 

注意 ”对 于 a<K0<bKa<b<0 的 情形 ,也 可 类 似 证 明 ， 只 须 在 各 小 区 间 上 

“ ARA ATT. 

【定义 】 1. NRERHER? 象 上 面 那 样 对 于 有 理 整 K% f(x), EH 


的 极限 lim PHON 称 为 1(x) 的 从 a B| b 的 定 积分 ， 记 作 


Hadda, 

EET 2. 如 果 f(x)，g(x) 是 有 理 整 函数 ， 则 其 定 积分 具有 下 述 性 质 ， 
Jterw+e Rp ia Kodara], g(x)dx (a, B EKM.) 
EW 设 1(z) = Sla", gla) aTi d, ÆRA, b), wA DE 


k=0 f=0 


Bi 证 明 中 那样 ,分 成 # 份 ,对 于 af(x)+8 G) fE S. 则 
s- a EDHE EEN ranma) Gi KE Lxin) 


-HÈ a; Er )+e(2v: gii ) [Cina 
1 De +È S- s 


F k=0 j= 0 s= 
° lim "s.= aa f, usta | i-idx 


MOTO OAO OO 
22 定 积 分 


【定义 ]2。 定 积分 设 区) 是 闭 区 间 [a,b] 上 的 有 界 肖 数 把 [a , 好 细 分 
成 n 份 ， 其 分 点 依次 为 ， 
G= XGL LLL G Xn- G Xr =p, 


S 2. 定 积 分 (687) 
此 分 法 称 为 La, b] 的 一 种 分 割 ， 记 为 A. 在 [x:, Xk+1] E 任 取 局 Ĉts 


r= 1 

和 Sa =DE Cansa), BILA | 记 各 小 区 间 长 的 最 大 值 ， 即 1A| 一 
k=0 

(xi41 一 Xt)。 如 果 当 hn 一 oo 且 |A1 一 0 时 ， 对 于 任何 分 割 方 法 及 


max 
 @<k<n-1 
# 的 任意 取 法 ，S。 恒 有 确定 的 极限 值 , 则 称 这 个 极限 值 为 x) 在 [a,b]. 上 
的 定 积分 ， 记 作 


r= 1 ` b | 
lim, DEn) =| gax. (b 称 为 积分 上 限 ，a 称 为 积 
EF 


分 下 限 ). 此 时 ， 称 fx) 在 [a,b] 上 可 积 ， 由 此 定义 知 ， 求 可 积 函 数 的 定 
积分 时 ， 把 [a ,b] 等 分 也 是 可 以 的 ， 

注意 在 [co,b] 上 的 连续 函数 及 单调 有 和 寞 函数 都 是 可 积 的 ， 由 于 其 证 明 较 
难 ， 故 省 略 . 


2.3 定 积 分 的 基本 性 质 


a a b 
[EX] 3. | j(x)dx = 0, | Yeoax=-| sax, (a<b). 


[定理 】3. 其 f(x) 在 [a, bj 可 积 ， 则 它 在 被 包含 于 La, b] 的 任意 ( 子 ) 区 间 
Ca, Bj 也 TR. GERAK.) 
[838] 4. £ f(x) 在 [a, c], Eo, bj] 可 积 ， 则 它 在 La，b] 也 可 积 ， 且 有 
| ro +| oax=| 10ax. 
XH ce Ela, b] 的 情况 也 成 立 。 
证 明 当 a<c<b 时， 对 [Lo ,b] 作 分 割 A: 
G=x0, Xis Xz» °, Xn-1, Xa=b, 
当 xsKe< xr 时 ， 在 分 割 A 上 加 入 新 分 点 c， 所 得 新 分 割 记 为 A? , 作 25 
Ss 一 Sa ， 显 然 在 此 差 中 ， Lx, y. a] 以 外 的 对 应 部 分 为 零 ， 若 设 =< 
Ci<C< ci <xtl， M 
| SA —Sa SEE) leri) EAC) (ec 一 xb +I(ci )(xta 一 o)] 
=f (Ei) (xr e tex) Efe) Com xk) +f(ct )(Cxky1 一 5)] 
=(c—xt)[f CE:) —fCce) +(x —o) LE) ile )1. l 
“. |Sa—Sa [S<(c—x)| CE) ile) Care) iC E) Cei Y. 
BERE IAEl bd]A 3 BSM, X 
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一 一 一 -一 一 一 一 一 一 一 一 一 


IED Ee S2 M, TCD 一 fc )|<2 M, 
| SA — Su |<2 M (xei — x) 0. (`° max x i—_ x | 一 0。) 
因此 ， 邵 使 在 [a bJ HA c 点 ,对 定 积分 的 值 也 无 影响 #& 


| f: (x)dx +Í: (x)dx 


= lim Dea) 于 in #,)(x;i+1—_xk) 


"T o k= 
< Ñ ) 


m lin 51 ICE) xr xe) -|. f(x)dx, 
MT =0 


RP xno. 

Zf a <a<b, a<b<c 的 场合 ， 结 论 也 同样 成 立 ， oO 
【定理 】5、 若 f(x) ,g(x) 在 [ab 可 积 ， 则 afl) t8 g(x)，, f(x) g(x) 在 
La, blt TR, HE 


fiot Da a| taxt pf tiu G BRARD. | 
征明 ”如 [定义 J2， 分 割 [a, 5]， 则 


nia Pe 1(&1) + BCE) Crx) 
=a lim 2 fs)Cxt: 一 xb 十 有 lim PVs) xii—am). 
a0 airet | s; 


A J [a }(x) +8 s(x)]dx= a| faxt+ pf, coa. | 


由 于 证 明 世 x)g(x) 可 积 较 困 难 ， 故 从 略 . 口 
【定理 】6、 如 果 f(x) 在 [a, b] ETRE a> il) KaL. a k 
常数 )， 则 jx) 的 倒数 fx) 在 [a, b] 上 也 可 积 .《 证 明 从 路 .) ° 
【定理 】7.。 如果 f(x), g(x) 在 [ae，b] (ao<b) TR, Hfl) glx), M 


[uco >] sax. 特别 是 ， 如 果 m<f(xz)<Mf (m, M ÈB X), W 


$2. 定 积 分 (689% 


wu asnupi 
【证 明 】 如 【定义 ]2， 分 割 [ac, b], M 


Hep RN $: g(E1) xts1— Xt), 
n fose g(x) dx. 特别 地 ， 如 果 g(x) =m 一 党 数 ， ,. m, 


[sax=m(b 一 a0) 对 于 (x 一 MM ， 也 有 相应 说 法 。 口 
【定理 1 8. 藻 f(x) 在 [a, b](a<b) 可 积 ， 则 {Kx)| 在 [a,b1 也 可 积 , E 


i | eel IIa). GEBARE). 


【定理 】9. 若 1(x) 在 [a, 0] 连续 ，| f(x)’ax=0， 则 f(x) 三 0. 


证 明 HEIR IOE, 则 必 有 某 点 <E [Lo , bE SCESO E< 
形 ,证 法 类 似 )， 因 fx) 在 & 连续 ， 故 存在 & 的 邻 域 区 间 [r, Ca, b] 使 
f(x)>0(7 志 x 过 6)@( 2 105.5 LEM] 4). E jk 1(<)> Min f(x)= 


f(x a) Po .(r x, <ó) (第 10 章 2.4【 定 理 ].17). 车 S IGO =ç, ， 则 
faa], rG)a> |. cay=e(6—r)>0, A SRNIE. O 


AEW] 10. WR IE La, b] E, wf; 1(t)at 是 x 的 连续 涵 数 ;县 
af f(t)at= i), E |: 1(Ddt 是 1(x) 的 一 个 原 函数 ， 


证 明令 | (amo, 则 


b , | 
Q 如 果 f(<)2>2g(x), MM fdx>| cos. 特别 是 ， 若 f(x) >o, WJ 
b 
J I (x)dx>0. — FF iE 


@ ”如果 引用 (定理 ] 7 的 译 注 ， 则 有 | Taraf (2469, $ 导致 与 题 
设 夭 盾 从 而 证 明了 本 定理 .。 一 一 译注 F 
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, T[F(z+h)—F(0]—1GO Ps oae =h a | | 160 
du (因为 二 | Coa =o, 又 全 pa -| ar 1(t)dt= 


f f(x+u)du (i t=x+u) 


#& HEGE- =i | taadu 


由 题 设 条 件 fx) 连续 ， 故 对 >>0， 存 在 6>0， EI OG +u)— jlx) |<é 


(lu |<ó). 设 0<h<6( 对 h<0 类 似 处 理 ) 则 


r [F(x+h) —F(x)]—f(x)= 5 [Ht -f(an 
<t| ieta- H <if' du=e, Hit lim :f(x — 
h . i | h 0 i h—0 h a 


PAISA). AREATA ATS, HAO = f(x)， 从 
而 ,更 有 F(x) 是 连续 函数 . i 
例题 1， 试 证 明 a. t sin(1+-7-)ar =. 2 x sin x. 


w" alfa A 


和 + 二 | t sin ¿aps )a (y=—x) 
dx 


ea n i m N 
Mri 1) 十 x sin(x 十 二- ) 
= — x sin( 一 zx 十- 到- ) 十 x sin(x 十 二 )=V3x sin x. 


例题 2?。 设 1(x) 在 x 之 1 连续 是 f(x) >0. 试 求 使 下 列 函 数 F(x) 取 最 小 值 


AAN eiye 


$2. 定 积分 (691) 
的 x 值 ， 


\ 
P(x) =f [ë +nx )- -(2 十 ln t) Oar (x 之 1) 
W F(x) 三 一 d 4 (2 + 1nx)|' f(t) a-f (2+1 oa] 
=(--2 +t EOZ +( 2 + In xjj( 一 (全 十 ln DKO 


s E p D i < < 

( Zt) aSo, (<S). 

WK3 x=2 时 ，F(x) 取 最 小 值 . 

TEM) 11. 芳 j(x*) 在 [a, b] 连续 ，F(x) 是 f(x) 的 一 个 原子 数 ， 则 
b 

| 1(x)ax=P(b) —F(a)= = w|, A 


证 明 给 fa,b] 一 个 分 割 : a=x<xi<x,< LX- xb, I] F(b) — 


n 1 


F(o)= 3 7F(xtiD 一 F(xD] 


= (xi 一 xDF (b) (a< <xu D RZE) 


k=0 
=D Genma) ED | idx, (=, Laio, 参看 [定义 ] 
2). | x = 


24 换 元 积分 法 ' 分 部 积分 法 


【定义 】4， 换 元 积分 法 ” 设 f(x) 在 [a, 5b] 连 续 x=g(t) 在 La, 8] 可 导 ， 且 
为 严格 单调 函数 ， 义 g(t) 在 [a ,Bj 上 可 积 ， 划 


8 
[eos = | MeD Cat Ga s(a) =a, (8)=b.) XEM R 
分 法 称 为 换 元 积分 法 ， 
例题 ki -| x2 十 1 dx. 
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解 W. x+ =t, HJ Q=, J, xdx=1dt. 
Pr] v3 一 
a fra =. 
【定义 】5. 分 部 积分 法 若 f(x)，g(x) 在 [a,b] TF, f(x), g o 可 
b b b 
m, mj. f(x)g* (x)dx = |: (x)8 wl- f (x)g(x)dx. 


% 


例题 Ki -| x sin x dx. 


0 


— — .  — rr -—— Í 0 


x 


—— 


W ! = -|x cos | ° +| cos x dx =[sinz | =1., 


0 


2.5 广义 定 积分 
【定义 】6. 广义 定 积分 设 1(x) 在 1= [a, 5b] 不 连续 .从 1 中 去 挤 各 个 趟 
` 连 续 点 的 小 邻 域 所 剩 下 的 集合 I 是 一 些 闭 区 间 的 并 集 , BD A WI = 


U(ai, 2il. 考虑 定 积分 | ， f(x)dx. 如 果 极限 Jim |， f(x) dx 准确 定 的 
值 ， 则 用 它 定义 | ,f(x)ax， 并 称 为 广义 定 积分 . 


1 1 
例题 RI =| ze. 
w 1- liaf Fre limfe] =2. x 
注意 1. 对 于 广义 定 积分 ，2.3 中 定 积分 的 性 质 有 一 部 分 已 不 定 立 . 例 
和 如， 由 上 面 的 例题 知 ， (O g(x) =— 在 [o, 1] 上 都 是 广 
| j Pare 

义 可 积 函 数 ， 但 jx)s(x) 一 二 在 [0， 中 上 不 可 积 (因为 | ax 下。 

2。 正常 的 定 积 分 ， 通 过 “ 换 元 ”方法 可 以 成 为 广义 积分 。 例 如 ,I= 


, dt 
1 dx 人 1 t 1 1 
—  —..,, F =—, I= == . Z= — we $ 
J T 7” + j 1 |. ppp ;但 这 是 


$2. 定 积分 (693) 


-~ 一- 


错误 的 *、 正 确 的 作法 是 ， 
0 1 =% 1 
=| Erea | aeea pl “j +a =) š A 
| 大人 sa 
26 定 积 分 的 例题 


L. .x 一) Cx 一 b)ax = 1 (a—b). [ARR] 


N a 
2. fic a)"(x—b)dx Tr 5 
(m 是 自然 数 ). [分 部 积分 ] 
m E en A U 
$, Juse =| (x-a) (x—b) dx= (m-+I1)(m+2) Tn+1lsn-ts 
(m, n 是 自然 数 )。 [分 部 积分 ] 
4. 设 P.Gx)=-' -i Q 1), 则 


2 781 

` 0 0=<k<n, 
| xtP,(x)dx =f 2.ni 

s eu ISIN k=n. [分 部 积分 ] 
P w. ey | 0 (m #n), 

Pr x )P I £x dx= 9 

TES (m=n). [分 部 积分 ] 

5. |. = sin xdx==—?2. [分 部 积分 ] 
s. |“ ea 一 二 (Ge (as). [分 部 积分 ] 


7. n=| sin" xdx =f? cos'xax= ?一 -a(n 是 大 于 1 的 自然 
数 ) 


2 . 


的 #=0 无 定义 ， 更 不 是 单调 函数 ， 故 不 能 这 样 换 元 , 一 一 译注 


1 
* 显然 || = 三 用 换 元 法 的 条 件 检 查 ， 代 换 x=-fE[—1, 1] 


iad 第 十 二 章 积分 学 
(ET .3.1 x 
es Wanja > 2 ' (n 是 偶数 )， 


一 一 3)…4.2 
= ta i Do T (n 是 奇数 )， 


[分 部 积分 ] 


< 
2 . 

8. maf sin” x cos" xdx 
0 


(m,n 是 大 于 1 的 自然 数 )。 [分 部 积分 ] 
注意 3,7,8 是 递 推 式 ， 


f _x 十 sinX = 1., [分 部 积分 ] 


o 1+coszx z 
o. [a= (n 是 自然 数 )。 [ARRA] 
n. fi In a 一 一 -Gir 0* 是 自然 数 )。 [AWRA] 
i. [ozan [nann] ,= | +|”, š =+]. 


ix d x 
3 x< GX — š 3 一 
| 12 (w=t) 


E V (x-a) (b—x) dx = - zo-o! » (a<b). | 
[x—a=(b—a)sin2 0] 
15. s. fE n dx = be).,， (a<b). | 
| [x—a=(b—a)sin 20] 


s. (goeg Te C<). [x—a=(-a)sis 0] 


$2. 定 积 R 分 (695) 


= m(Gatt2ab+3b) ` (a<b). [x—a=(b—a)sin? 0] 


8 
= s. tga | 


18. [S S dx -4 [—1=. : 
° (2 —x-+1)3/2 s ° L. 


2a 2 d DEAS < 
9. THD en. [YP 


20. pA 2a—x dx 一 = xa, [x=2asin’ 0] 


x dx _x aa 
31. | 4 [x=sin 0] 
22 [o dx -条 Ep | -7 =| 
: | Sin x-rcosx v 2lali+w 2). |x+ 4 ç 


EN 
2 


25. | 


| 半角 公式 ， tg 过 一 | 
2ab” (ab>>0)， 


24. 人 = ws 
ç a cos x+b’ six _ m 0 = 
g P (ab<0). [tgx=t] 
— Sinxcosx _ 9 S 
25. Í: ep a dx= lng [cosx=t] 
dx — — 1 
26. |° — = | 1) —In3. 
Ñ cosxcos2 x V 2 Ihn(/2 +1) > 
[sing =t] 
a sinx+cosx, _ 1, 5 SRT = 
27. |. 9 二 sin2 x dx Ila >。 [sin x—cos x=t] 
| š dx __ -1 x x= 
28. | i tg!te— Z., [e=1] 


29. (Inty x)dx= 二 。 [ZZ =, 分 部 积分 ] 


4 . 
Fry de=ln_ +š. [部 分 分 式 ] 
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一 一 一 一 一 


2n 


2x 
$1. | sin mx cos nxdx=| cos mx cos nxdx 
0 0 


-| sin mx sinmnxdx 一 0，(m 天 1， 积 化 和 差 ) 
, | 


2x 
| sin? mxdx=x (m0). 
0 
2 ， m= 0 


这 3 m=. 


(m,n 是 自然 数 ).[ 倍 和 角 公式 ] 
z. b. T U 
dx= las (0<b<a). 
[部 分 分 式 ] 


x 
S3, F In sin xdx= — -n2 |: ==] 
0 


2X 
| cos’ mxdx=| 


> 
32, |. (xa!) G +b) | 


z ; n? | 
34. | x In siíinxdx=- y ln 2 (x—x=0) 


E 
# `. J (x—a)(x—b)dx 


一 -人 二 人 (x—b) |. — D ds 
_ _ (x—a)° A NS 
S; | 


p7 
2. J. (x—a)"(x—b)dx 


\ 


[oo] le 


 (x—a)"'2 a (b—a)"*2 
a 


“— (m+I)(m--2) à (m -+l)(m+2) ` 


. E 
9, lmn =|.G—ayG—sy dx 


$>. z #l 2) (697) 


ee e ana, 


m+1 4 mtl 


n 
和 


m 十 1 


1 
4; -| tp (x)dx 


1 n 
me. A (x*—1)'dx 


ag: É $ . 


重复 地 进行 这 种 运算 ， 得 


=(= tket. P ，(x2 一 1)"dx。 
3: k<n, H 
d"-t-! 3 Ma L RS 
1= C- r Li x —1) | =". 
£ h=n, a 


EPES eyan voy 
S x=cos i m0 
[ears| sint 0(—sin 0)4 0 | š 


mof sin 04a0 
0 


= 2: (2 n)(2 n=2) 2 T) 


(2n+1)(2n—1):::3 


EA ae l.n! 


…(2m 十 1) 
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SI . 
1-3. (2n+1) ° 
at 
为 了 得 出 第 二 个 等 式 ， 令 pn(x)= 了 nxt. 


1 m 1 ji 
则 | pn(x) p.(x)dx p? af a p.(x)dx=0 (m<n). 
当 m>n 时 ， Km, n 交换 ， 可 得 
| pconCoax=o. 
当 m=n 时 | pn(x)pr(x)dx =$ a; f P": pr(x)dx 
=a,|' x" p.(x)dx=a, ` T Fean 


其 中 as 是 p(x) = a I 的 最 高 次 项 的 系数 ， 故 qs = 


š D 


-总 代入 @ 式 得 


0 0 


1° 
| pn(x)pr(x)dx = ( 和 =—2 
_1 2":(ni)” 1-3 (2n+1) 2n+1I 
5, f x’ sin xdx=x’(—cos x) | | 2 2 x cos xdx 
0 


=2 xsin x | 2 af i 2 sin xdx=m=w—?2, 


| 
0 0 


A l to 
6. | xe dx= x° =e" Ë -| 1 ex. 9024y 
l ° a 


0 
3 I 
e a a a e 
gir 8 IE 本 | — 2 xdx| 
0 
1 1 
=. ° _ 3 e+ [E ] a a e” 
at Qt a? a i a dx) 


$2. 定 积分 (699) 


=—-(3—e). 
T. I, -| t sinx sin”? xdx 
” as 


a 


一 一 [cos x: .sine-1x] | ° 


人 (n—1)cos x*sine-2 xcosxdx 


wl x)sin'""2xdx x. 
0 
=(n—1)(I,-z—I,) | 
Ta = "l y _ aia @ 
n 


当 n 为 偶数 时 ， OREI n 分 别 代 成 n—2, n—4, “s, 2, 再 把 所 得 
等 式 左边 、 右 边 各 自 相 莱 ， 整 理 后 得 。 


I, = n—1 š n—3 seest EIo n= 1.dx 一 一 。 
0 


n n—2 
当 n 为 奇数 时 ， WORKI n 分 别 代 成 #—2, n—4, °` 3, FE 
FRED, AUKER, WERE 


I, = n—1 T ay se]. n=| ° sin xdx =i. 
n n—2 3 å 
sin"t1X cos"! x 3 p t= 


1 
p a m——— z — Ím an- ` 
I, x | n Hn” 2 


Em. n 是 不 小 于 1 的 自然 数 ， 从 而 右边 第 一 项 为 零 ， 


故 Iw n =" | m n2. 


x 


— mml 
同样 有 Ins = n Tn-2? ne 


z x+sin x 
9. -2 — 
i 1 十 cos 和 ~ 


Pr 本 +Í: sinx __ 
,Feos À 1 二 cosx 


f x sec "dx—ln(! +cos x) | 


|> 
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dda 


= x tz 


a dx-+In2 


DE Si in cos- 


as 


F 


5 ' 


10. 1, = | ln x)"dx=xCln <)" 


1 1 1 
-| x nlln x)"-! —dx 
0 0 x 


=- 趾 ， (In x)''14x= —n 1 -1。 


重复 运用 这 个 道 推 式 可 得 I,=(—1)" ni (这 里 利用 了 lim i x)"=0. PÍ 
仿照 第 十 一 章 8.8 例题 ! 得 证 ). 
1 1 n+l 1 
| EA 


MX 
ii; |s In xdx 一 -二 一 一 1 nx 


n+1 
1 š "dx = 1 x"'! | 
= | Ses CAPT h 
PE Aan 
(n+1): ° 


令 x 一 一 ， 则 
s ~ lnx -| —Int ( =) 
= 二 
第 | (+x T a+ Ë 
= Is. 166. P TEDEN lya Int 
o (1 +t)° 了 
° z In x 


0 
13。 设 xs 一 1， 则 


1 3 l 1 
xdx _ 1 (1 aj=1 | 399 
er sv, aa as h t = . ° = -一 8 
|. xs 十 1 J. eti Va] tE t z. 


14 


15. 


17. 


$2. 定 积分 (201) 


一 一 -一 se —— — — ——— 


i Raam (b=: Do 0, Mars 2(b— phir: cos 0 d 0, 


x MPD 0cospdb 


=2(0~a) | * sin? 0 cos? 040=2 @—ay|* (sin20 一 sin40)d0 
0 


0 


=2(b— -a}( 1-3) 7 (由 公式 7) 


4-2 
= 1(b—a) ; 
wa mas 


it x—a=(b—a)sin2 6， 同上 题 一 样 ， 可 得 
sf x—a Ne (b—a)sin n20 We 
PE baa -f nE a Daoa g 2(b—a)sin0 cos 0d 0 


2(b Df? sin ( a) 2 : 


今 x—a=(b—a)sin20, Wi 
x 


|. dx z 2(b—a)sin 0 cos 0 


V (x—a)(b— x) g š vV (一 a)sinz 0- (b—a)cos: 0 
=2f* a 0= x. 
0 


如 前 题 ， 得 


xš 


b 
V aab) 
+ (acos? 0+b sin’ 0)22(b—a)sin 0 cos 0 


= — W ——— = 40 


v (b—a)sin2 0- (b--a)cos? 0 


e cost 0 十 2 ab cos? 0 sin? 0+b'sin10)d40. 

0 

=2| re cost 0+2abcos20(1—cos*:0)+b2 sint 0]d 0 
0 


=: |: —2 ab) |” cos! Qd 0+2 b| ° cos 0490 
0 


0 


(202) 


—  — ve — 


”第 二 章 积分 学 


+ pl 
0 

a LP E S: Z 9. ma io n] 
2| ka 2 ab) rr See" +2 ab e Th 2 sa, 


w (s a2? 十 2 cb 十 35:) 


18。 设 k= =t, ill 


1 d _.3 
| e nisyu aa -af Tes F a i 


pili) i=] cosoab= 3 Gi) | z 


0 
19, $ 3/ a =t, 则 好 一 a 2 2 xdx=3 dt. 
2/3 
[2 č 2xdx ` -人 3 kia — 
== y d 一 3 3 +1 2⁄4. 
Í Ci Zey g?l t= (3/3 Ja 


S x=2 a sin2?0, MU dx=4 asin cosĝdð. 
\ 
f ma = V 2aegsr 4asinbgcospbdb 
2asin 0 


=. f: cos? 0 d 0= =4a: 一 一 一 ar， 
0 


21 。 <> x = sin Ø, mj 


4 
F dx = 全 dx 
, Sin x+cos x o /2 dalata] 


$2. 定 积分 《703) 


一 一 一 —— a a a a 
— ~ 一 — 


= afie sin otl- -a 一 Pm F8 = i 对 称 ) 


=v3 (intet) | va tg— = /2 1n(/ 2 —1) 
=y I VZ 2 in V2 +1). 


23, f 1 _ dx _ -| — =i |3 m, 
š Feos i 2 cos? R" 


另 解 令 tg3 =t 则 用 第 十 二 章 1.6 的 方法 3， 
+ I 1 2 api 
可 得 | T =f ief A dt "Í dt=1, 
1+— ; 
+ 
24. 令 tgx=t; I 
ò acos? xtb sin x ` ; a° + bš tg? x 
上- 
0 a + b°t2 ab 8 a i . 


sl > J. s s. N a 
当 qb2>0 BJ, lim tg 2 p °° I 2 ab 


n . 1= x 4 


= ab<0 时 ， im (2 bt )=—— -e gab“ 


25, $ cosx=t, 则 一 sin xdx=4t. 
» Í|: _sinxcosxdx | ° e(—dt) ~ =f; (+ t s 
: cosix+3cosx+2 Jit t3t+2 t+2 „i)i 


+29)’ ||! 
t 十 1 


26. 今 Sinx 一 四 则 cos xdx=4t. 


s u 


=]n ; s ° 


x 


x 
. [ss dx ¿1 3: Os xdx 
cosxcos2x J, cost x(1—2sin2x) 


(T04) | | 第 十 二 各 PA 2 分 学 


£ 
2 1 1 1 1 1 
= | n. nia nj. 
“2 V 


=T (VZ+) ln? 


27. $ sin x 一 cos x=t, J] (cos x+ sinx)dx=di. 


x =i —sin2 z s f- sin x+ceos x Bedd E -| atr 
z ' 3 十 sin 2 X 


E bra 1 l, 1 
| (5 zr | ht=— ln 
28. west, lil ; 
1 dx _f{* 1! tU = t |= PEN Nj 
|. S +e | mir tg t ; tg eé 4 


t t+ 
t 


29, FNV x =t, 则 X 一 dx 一 2 tdt. 


| ln(1+ A x ) dx= faato tdt=t’ |n aio fer ; 


of Pip d= In2— -f(t ji ° 


=] n 2 -(- (ttlal1ttl ) | = 


1+3 x = SE N 
%. Ja A a -jG + GHY ei 


C5 _ — —. — —F — n — —— -— Y n 


$2. 定 积分 (705) 
=(lnlx| — 


mli, 


81. -| sin mx cos nxdx =|" EP T 
0 0 


1: —cos(m+n)x _ cos(m—n)x Y 
zl m+n m—n | | =0, (mn), 
F sin’ mxdx 一 | 、 (lesen 2 mx)dx= Í x —_ sin 2mx ` 
0 o 2 \2 4m ) 
-~ =n (天 0). 
类 似 可 导出 要 证 明 的 最 后 一 个 等 式 ， 


2x 


~ x O bu 1 / x aa N, 
7 |. (x +a?) (a +b°) a f, pe pp 


pi l x + a° p 1 


rT g< SPS TGK 1 Spa aris XS3 e 3 In P. 
2(a2—b) x+b” b a—b a 
=r rint, (a>b>0) . 
2 要 02 一 D b 


= 0 
83. +$ —x=0, m=|° In sin xdx =Í „in cos (—d 0) 
i 0 2 


x 


I = cos xdx. 
ë 0 


| “lnsin 2 xdx=| Qn 2+1n sin x+In cos x)dx 
0 l 0 


= In 2421. 
男 一 方面 ， 若 设 2x 二 9， 则 I 
jn sin 2 xax= 于 | Insin 0 ag=| in sin0d90 
0 0 Jo 
=]. 
n I=-—In2+21, I=- in? 
34. $ =—x=80, l 


x Ü 
i=] x Ín sin xdx =Í (x—8)in sin 0(—4 90) 
9 x E 
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o| osa | ln sin 0 d0— -| 0 Insin db 
us — 


2 


27 ”有关 定 积分 的 不 等 式 的 例题 
下 面 设 f(x)，g(x) 在 La，bj 连 续 ， 


例题 i p>1, q>1, PEIA 时 


[nl ,ir ax a g (Jax) ° 


2. 3 p21 W, 


osora jd nar ora. 


3. In (+ hdax) 2 |. 1GO4x, (f(x) >0). 


Ba 
. 


J. vE 7 TSEN [wi< SJEF <!|. 
À zJ sJ ss 3 


a er va <= r 


f [er 
Ú lama 1— sin x T q ra; <] 


>< dx x 1 1 
j. p R . | i < 
r e =< 6 (n>2) E ohe | 


8, 0.78 es ' s 
Ji ET SES Asian S Ti | 


1 
10, s h tg" xdx< 一 A sie (595. 
Cig" xtg" x Stg"? x] 


S | 
x H 1— ./x Ns m 


Am |u- y "人 <G—./x ] 


w /xX 
i2 1€ arm | 2 | 
i x 2 N 7 + s 


13, <| a. c<i] 
2: -X 1 Pes f k x ak å “= 
14. fe aiti, -|,+| K ?dx <| ax| 
解 1， WEO 由 U(x) 的 图 和 象 易 知 ， 在 x>0 内 U(x) 之 


1. E=? RA + > h, # y < >. +2 oe G 


令 eiiam a 并 把 y= ,- lsGO1 Š 
入 Q， 然 后 两 边 各 自 积分 ， 得 


è : 
|1(x)g(x) dx “_., . i 
Ar ph <| (¿ A B /+ p q 


T OLOORE 


| LAT s= (|. (x)itdx y (f.s (x)" ax) z 


(708) 第 十 二 章 积分 学 
2. 4 p=1 时 


一 


| (x) +g Cx) dx <f, (itg) hdx= fis (x)'dx +| (x) dx. 
当 p>1 时 ， 只 须 证 明了 (x) 宇 0，g(x) 之 9 时 的 情形 即 可 ,由 前 题 结果 有 
KE +8(CO)rax=|。 [f(x) 十 g(x)][fCx) 十 g(Cx)]?-ldx 


= | IOLO H Pdt |. sL HO Pda 
< T 1(z)?dx y, (| .om +(x) Jo» ax)" +( fiecorax)”. 
(f. Li Ce) +g Cx) J? Dradx a 
由 二 二 二 一 5， 人 一 09=?。 因 此 上 式 最 后 两 项 的 第 二 个 因 式 成 为 (| 
[1(2) tetar) . 用 它 除 上 面 不 等 式 的 两 端 得 
J. [f(x) +g (x) ]'dx </ 上 f(x) ?dx y”. +( | g(x)?dx y, . 


s, $ 二 二 hh， 出 关于 算术 平均 与 几何 平均 的 不 等 式 得 


Ja) +fI(a+b)+fI(a+2h)+--. +f(a + (n—1)h) 
n 


>Y iai lath atn) latni) , 
取 对 数 得 


152 f(a+kh)> ! È In f(a+kh). 


| 1 
AH =t 


得 
一 他 


laf} z D> flat kh) pet "> ln f(at+kh). 
因 ln x, 9. b] 连 续 ， 其 定 积分 都 存在 ， a 得 


$2. 定 积 分 (t09) 


一 ~ 一- - ——r rr 


(|: Peo >s]. LTU 


4. R< <i, i jorra SY, MEN x Py, 得 ， 


1 ] 1 

— tl < — g < i-d .. 
J. “eja = <|, i 

1 


即 /2 <| p= = dx<1. 


= 5. 因 0<x<1， 故 
2(1—x2)2>(1+x2)(1—x2)=1—xt>1—Ñah t, 
EEIE: EEEN 1 SOE: CENE 
AW A/ 2 1 <ia i 
| ' 


利用 | pssi 
inben 


了 


o 2 


= J <| as<| EE — x° ° 
BD) < =, 


6. 在 0<x< ph take J a 两 边 积分 得 


1 
NM 
由 此 积分 得 . 


二 1.dx sj. VETI 


aF 
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8. 当 0<x<< 一 -时 ， 0<sinxc<x， 收 


1 `° 1 
SS k Poes 
由 此 积分 得 


< VE 路: 7 


9. 330<x<1 时 ， Fo 


10。 对 于 0<x<—, Atg? x<tg" x<tg"-2 x, 


°. | tg"? xda < |" tg xdx 一 了 。 
0 


0 
i= |“ tg" T] : tg"? xdx=J. 
0 0 


HO fF tg"x(sec2x—1)dx<I, .. fe tg" x sec’ xdx—I<I, 
0 0 


1 n+1 


二 ku: 


其 次 由 @@， 有 1 -| tg"? x(sec2x—1)dx 


9 


-| f tg"? x sec? xdx—l 


82. 定 积 分 (711) 


— 一 一 一 一 一 


一 全 一 一 一 = 一 


< -1L tg"- 1x “一 


n—i 


£ 1 
^ AC I< ET 


总 起 来 aT <a 

。 对 于 0<x<1，,， 有 ee 

(1—A/x ya < (+ T+) <(—,. /x)'" 。 
由 此 积分 ， 得 


|e- ea < | Ge Vx) ax<[ (1 一 人 /x )13 dx. 
x (VD <1-lVz, 


Ke 1/3 dx, <a T /mas= C ) | 


e en t = 

9 < k 
$ 1 一 Vx =t 则 x=(1 一 1)?， 从 而 ， 
[amam [naa pa 


3582 3 "s ) p SPE zx 
=2( 3 s t s K 0.45 < 7 


== iS 
(=) 
综 上 可 得 <J Cr) 
12, 对 于 0<x< $, 有 一 <š! 
由 此 积分 得 < sinxav<- 
x 2 


注意 ”要 证 Hiss (moc < r), RAMH Ia) =sin a 


2) 


“Ex WERT. 


第 十 二 并 积分 学 


—— .— — .. — 


13。 对 于 0<x<1， 有 xx<x:<1. 由 此 积分 得 5< wdx<1, 


"| eax=|， east] e dx, 
0 1 


1 1 
| eax<| 1 .dx 一 1 
Q 0 i 
X, 对 于 x>1 # x:>x, EE aska < as 


a | "dx<| | =e-1, 
1 1 1 


x | e 2qx<1+e-1, 
1 


2.8 由 定 积分 表示 的 函数 | 

【定理 】12、 设 1( 在 [o, DJE, MIRS aoa 看 作 上 限 x 的 函数 。 

全 .TDat=PG， 则 由 2.3【 定理 JA, Fa) 在 La, b] £ £, B. 
de 

-A R) =G). | 

m. g G=" E- /| -全 ， 则 可 证 明 8Cx) 与 1ogex 具有 完全 相同 


的 性 质 ( 诸 如 ，g(1)=0，g(xy) 二 g(x) 十 g(y) 等 .) | 
因此 可 定义 logs =| 和 /| 和 © 
BR, FAMo "dt 一 1， 划 @ 更 为 简便 把 这 个 o 特 别 用 e 表示 ， 
并 称 为 自然 对 数 的 底 ， 二 是 成 为 loga 一 | ， @ 
“AW log, x 简写 为 ln x, 称 为 x 的 自然 对 数 , 1n x 的 友 函 数 定义 为 ee。 因 


$>. 2: BRA (713) 


3 llim Ints) iim _In(1-rx)— In _ 
lim(1+x)* = z? e x =e *™*0 X 一 0 
x> ' 1 | 


4 二 
-gg PU +a) | x+0 1-Lx Pen ai 


=e |X 一 6 


特别 邮 ， 取 x 一 一 ， 网 | lim Xx = lim =, 故 


no 


lim (1 +. =e， 这 与 e 的 通常 的 定义 一 致 


例 2. 同样 ,1(%)= 一 | -如 在 0<x<<1 上 表示 的 连续 函数 ， 并 


dt 
MA 


其 反 函 数 定 义 为 cos x， 进 一 步 定 义 TO ye p" x. FE- = cos" lx 


可 证 明 它 与 cos-1x 具 有 完全 相同 的 性 质 , 故 可 定义 cos-! x= 


1 
“Wis 


AS y=scox, Hj x=cos (cosx) =cos ty. 对 xx 求 导 得 


| d d >i ra al dy 
1 一 一 -YX 一 - cos (cos x)=. a; (cos e- 2n 
dx dx I dy 2 dx 
a OEE, = A 
j A/1—y2 dx 
. Pa pan. TW d = 1 
.. -一 一 1 一 入 > BP pr cosx=— ./1— cos? xv SnñnX. 
d -—— — COS X d 
而 ——sinx=—— 1 一 = 
dx V 1—cost x= \/1 一 cosx Wika NB 
— cosx 0 
了 s s x)= cos x. 


 * 注意 ， 此 为 广义 定 积分 ， 可 仿照 木 章 2.5 例 1 的 办 法 ， 证 明 此 积分 是 存在 
的 。 一 一 评注 
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从 例 1、 例 2 可 见 ， 利 用 具有 变动 上 限 的 定 积分 可 以 定义 某 些 函数 
《包括 已 知 的 和 新 的 函数 ) 


2.9 定 积分 的 近似 计算 
【公式 ]1. 《梯形 公式 ) 

设 1(x) 在 [a,b] 连续 ， 分割 [a,b] 为 21 等 份 ， 其 分 点 依次 为 ，ao= 
Xos Xir X2 ***s Xon- Xab. < y =] (x,) ( mQ, 1, 2; os, 2 n), 
— b~a 
Rw. 则 

1 

Ja t| Ooty +G tya]; 


此 公式 对 于 计算 精度 要 求 不 太 高 的 场合 适用 . 若 要 求 误差 更 小 ， 则 使 用 
IARI] 2. ($ EAD) 沿用 【公式 】1! 中 使 用 的 记号 ， 有 


|. f(x)dx% 3 [yotysn) 十 4(yi1 十 ys 十 十 yw-1) + 


Hyt yat 十 y2n-2)], 
证 明 设 F(x) 是 x) 的 一 个 原 明 数 ， 则 


| f(x)dx=F(a+2h)—F0(a). 


由 泰勒 定理 展开 F(a 十 2h) 后 ， 可 得 
右边 =2hF’(a) 十 - Qo. F'(a)+ ry F’ (a) + Gay Mr) pO (a)+ 


patyo (a) +... 
m2 nila) +2 Ri (a) T hi” (a)+ h(a)+ 
+— phe (a)+-- 
15 
一 2 hf(a) +2 h(a) + h(a) tE hip Ca) 


_4 ,set =ë E 
eT asul (a) + 


$ 5. 定 积 分 (?15) 


: 3 
而 f(a+h)=j(a)+hp la) HEI a) HEr HE (a) + 
B4- 
f(a+2h)=i(a)+2 hj: (a)+2 ny" Ca) + Sh” (a)+ Zryw (a) ` 
iss 


z. BIp(a)+4J(a+h)+I(a+2h) 
=2 hj(a)+ 2 hj’ (a) + i h`jJ"(a) tin (a) + 


+-—5 hipo (a)+… © 
AE E LEN: LOLOL: 
Í oam OA ICa+h)+I(a+2h)] = 2 (yt+4y +y)» 


(充分 小 )， 
类 似 地 可 得 


a+ 4h h 
Í fda — (y; +-4 ys +Y) 
a+2h 3 
| sKseopoaaoo....-.......... 
I h 
| fay dx =s (Yan-2t4 y2n-1 十 yzn》 
b-2h 


(h 充分 小 ) . 
把 以 上 所 有 近似 式 相 加 ， 得 


Š 
KOLD [yy yaad 4( tyt qaa 十 yn-1) T 


+2(y; +y T +yza-2)1. 
如 果 1(x) 有 四 阶 导数 了 0? (xz) 存 在 ， 且 M k |o (x)! Æ la b] 上 的 最 大 


值 ， 则 其 相应 截断 误差 E, 的 绝对 值 1E |< Me, D 
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$ 3， 定 积分 的 应 用 
3.1 利用 定 积分 导出 级 数 和 的 例题 


例题 1. a In. 


ED PER 


3. lim - ag TTY I +n). 


N 


1 1 Y 一 
人 VE 


a | 
o 
! 
wo 


a i _ x 
ta ilm | T= i k; -r +G] 4 ` 


1 a a a ... a = . e 5 
8. lim syll +2 +3° +o +n EF (a>0). 


9. lim -lnI 1T +2 n 3n 3 + 


Roo 


| 1 
+(n— 1) y/n). 
1 
10. lim (2L) ` =°, 
| Ao `V fF 


解 1. jin 人 ( o ps +T) 


$ 3。 定 积分 的 应 用 (717) 


1 1 Ei 
B n n 


-| E=" aix=|!nG +) | =16 2. 
a: [Giit +t +27] 
二 (Hadr [1 
fe nm ma VTE It DEV 
lsi i JE =| Vxax=3. 


| 


| 
TY Taar) 
n n | 
1 dx == 
e7 2 1). 
t F SEN 
5. lim |l + ant +r t TRAY | 


-| In(x 十 AT 十 X2 + x° ) | =]n(1+ / 2). 


1 L ; 
p: li | ` + “> ... Ka x a Jisa ` I | 
Ln yot ge -ptet nn) 
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i A E q 
A 70" 


; 1 
"ign + tt ++ | 


WON 
1 = f 
-| Tt z| ,= 也- 


8. lim E (ls +2š 十 … 十 2 ) 
sia lG) GE) a] 
-| ai 


— PI (a>0). 


tn—l)Vn—(n—1) | 
-aila (0) + E CA 
Te 


-tn | =t, 


$ 3. 定 积分 的 应 用 (719) 
i 
10. lim (#1) " =lin exp| +(Ini+Inž+ +12 )] 
p~ n “ n > ° n n n n 


A 1 £ Pi 
= exp( fiin dx ) 一 exp| x In x | 一 | = Tas] 


一 6-1。 〈 利 用 lim x In x=0.) 


— 


32 平面 图 形 的 画 积 

【定义 】1。 面积 ” 设 平 面 上 两 条 曲线 的 方程 为 y = flx), y = f(x), 
ADL) (a<cx<b), MENSA x=a, x=b 图 成 的 面积 S 定 义 
为 


s=| Go 一 6x)14x。 (直角 举 标 .) 
例题 1， 试 证 明 抛物 线 y= 二 x? 与 直线 y=x 十 2 图 成 的 面积 为 
W WmBli2—1,f(x)=x+2, f#(x)= +, 


2 2 3 2 
i S EN E E sx) at. 
S K x )dx ( a +2 x a: 


例题 2. 试 证 明 三 次 曲线 y= 一 2x 与 直线 ?一 x 十 2 围 成 的 面积 为 . 2。 
解 “ 如 图 12 一 2， 曲 线 与 直线 的 切 点 、 交 点 的 横 坐 标 分 别 为 一 !、 2。 故 


图 12-1 图 12-2 


i | 
S =| ,lta #) Jdx= (2x+ Dx _ =) 
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例题 3 Wm + =1 (a, b>0) 内 的 面积 为 x ab. 


解 ”由 于 此 椭 略 关于 两 坐标 轴 对 称 ， 故 只 须 计算 图 12 一 3 中 0ab 的 面积 ， 
然后 再 四 售 ，ab 弧 的 方程 为 y=2 a=, 所 以 


+? — x dx= a° (= an sin i San ar a 
= mr 所 
例题 4. 两 抛物 线 ?二 4 px 与 x=4 py(p>0) 恩 成 的 面积 为 二 一 p* 


解 ” 如 图 12 一 4， 耻 抛物线 的 两 个 交点 的 坐标 为 (0, 0) 和 (4 p，4p). 故 所 
求 面积 为 


s =| (2x dx=(2 y3 zj 
=| (eva -i jeer "3 一 


12p 


4 


x:= ay, x = ay, y:=b;x, y’ =p% (a:>0,>0, b:2>b:2>0) 图 成 的 


HAH- laa) (b:—b,). 


解 如 图 12—5, 容易 算出 ， x = qiy 与 入 “=bix 的 交点 (不 是 原点 的 那个 亮 
点 ) -的 横 坐 标 为 wa; b, > 故 它们 围 成 的 面积 S; k 为 


=a, y 


| § 3. 定 积分 的 应 用 (121) 


RINT 
= b x =] = Gb: _ 
3 3ai l, 3 


从 而 ， 所 求 面 积 = S22— S12 D291 S11 
= (azb:— aibs— ajbi aib!) 一 了 (ao 一 al) (b;—b,). 


例题 6 曲线 区 一 x2(1 一 x) 自 身 围 成 的 面积 为 一 
解 如 图 12 一 8， 由 于 曲线 关于 x 轴 对 称 ， P an 
s=. XA/ 1 一 xdX 一 2{[- E(x)" x x| |+ 


2 (4 — 3/2 上 = OR 4 sa ) m2 
+a x)? dxj=2 — * g7) b 15° 


WET. HR +y = (>O RRRA a 
解 ” 如 图 12 一 7， 曲 线 关 于 两 坐标 铀 对 称 ， 故 所 求 面 积 
S = Ko 一 X2/3 jra 
S x=asin°0, Mj dx=3 a sin? 9cos 0d 0, FRVA 
s=4| + cos? 03 asin20cos 0 d)9 
° 


= kaa 0(1—cos20)d 0 
0 


3 
| = 一 2 
im 6°4:2/ 2 8"° 


12-7 


l 


( 2 第 十 二 章 积分 学 
例题 8， 氛 精 加 (之 ) +2) <i, (2) +( 之 ) <i 公共 部 分 的 面积 为 


S=4 ab tg"! 一 >, 
8 Mmmm rna y=x RHE, RERAN ERR 2 


点 为 x 二 y = 有 = 人 ( 令 为 c)。 如 图 12 一 5， 又 由 椭圆 关于 两 轴 的 对 称 


人 
性 ， 得 所 求 面积 为 
Tae |== ea) 
—4 c =4 ab sin`"1 F — ab tg e, 
例题 9. 曲线 y' 一 axy* 十 x 二 0 (a>0) 在 第 一 象限 图 成 的 面积 为 
A/2 m aš 
Y SI 


a aani 
Zat JITA) (ocat). 


| HH Yio y;Oy:Z2ey,) 代表 曲线 对 应 于 同 —x 的 两 个 ? " 
标 ， 则 


y; = (a+ Va—4 x?) Yi = (a-v GE 一 4 和 J» 
Yay = (x; + y 1 —2 yy) 2 ; =X aox 一 2 xš ax— 2 x° 


故 所 求 面积 s=f* Gi -|* Ja ik 
0 q 


u 
x+y ax 2 


AAi KN 32 S Y 


$ 3， 定 积分 的 应 用 (1723) 


-va ey y-(°-=) dx. 
rie u s=r[ Jej- dt= 


a<... ra ee aa a 


4> 


十 一 JE 一 一 Za -e ] 2 a° 
i g 


例题 10. 曲线 a = x° (a+x) (a>0) 围 成 的 面积 5 7 2a (1— 
再 一 )， 又 与 其 渐 近 线 “ 围 成 ”的 面积 S; 为 2 6 G). 
i 就 ? 解 曲 线 方程 得 | 


y 
hie (—aSx a). | 


1 = _...- w... 


er 图 12-10 
k 2 sa 29 2 : 1 
S = 一 8 | G Py u. et Sri ar} 
ae o (1+£)5 ®t ll! J G +e 
43 
1 1 dt 1 dt 
一 一 8 a? te | 
L fe, ‘| as: | 
11 11 
m= 一 人 | -1 -a| aitt a | 
a tg EN 2( +I) —tg t l 
3 N 
m= — 9 a ($a-1--2 )=2 (1-2), (BE $1. 1.4.) 
其 次 ,- Smf st dx=8 g? |” Prep. 
oY 07x 


《IT ` 
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ae [HER 
MSi af ay“) 

aa le Jf | Et) + 了 te | 
| 

rr) 


例题 11， 如果 二 次 曲线 axt 2hxy tby t2 gx+2fyj+c=0 表示 椭圆， 则 
其 内 部 的 面积 S 为 
z(af tog" tch —2igh— abc) 
(ab—h2)3⁄2 
解 “将 已 知 方程 看 作 y 的 二 次 方程 , 解 出 yy， 如 图 12 一 11. 设 其 两 根 为 yi, 
y2 (不 妨 设 VY), M 
一 hx 一 了 十 AAD _ 一 hx 一 人 一 以 了 
b , 1 b a 
其 中 D=(hx+f) -blax +2 8x 十 c) 
=(h2—ab)x2--2(hf—bg)x+f—bc. 
设 方程 D=0 有 二 实 根 Ga, pla<p), 则 当 x=a K x= 8 时 都 A y,=yx 
这 意味 着 椭圆 的 最 左 点 的 横 坐 标 为 ag， 其 最 右 点 的 横 坐 标 为 6, 再 则 , 当 
a<x< 委 8 时 ， 为 了 使 所 给 方程 表示 椭圆 ( 实 曲线 )， 必 须 D 之 0， 从 而 ， 必 


须 和 一 ab<0。 这 样 ， 所 求 面积 S= -f Oydd AN 2N Dax 
-| 2 (ab—h’)(x—a)(B—x) dx. 由 本 音 2.6 例题 14; | 
b 


y: = 


S= Sa a ns. =h [(a + 0)2—4 aß]. - 
利用 方程 D=0 N, 由 此 式 得 


8$ 3， 定 积分 的 应 用 (725) 


s= z b-h e= bg)? _ afte ] 


(hk:— ab) h:— ab 


4b 
š -m °. ot - n 
NV ab~h’ b(ajf?+bg?+ch?—2 fgh— abc) 
(ab—h’)’ 


4b 


= MT(af’+bg’+ch’—2 feh— abc) 
~ (ab —h2)2⁄2 ° 


ES {， 如 图 12 一 12, 设 曲 线 的 极 坐 标 方程 为 r=1(9) 
(J(9) 连 续 ). 则 ÁB, oA, OB 围 成 的 面积 s=+|. KOLIA 


CELES: DP 


图 12-12 


图 12-11 


证 明 《曲线 上 ) 同 一 点 的 直角 坐标 (x, y) SRE (r 0) 之 间 有 下 列 关 
系 ， x= cosb, y=7 sin 8 (7 是 0 的 通 数 )， | | 


由 图 可 得 
5 二 图形 AabB 面积 十 AQaA 面积 一 A0bB 面积 
b . 
=| yaxt (Asin P cos 0—r(a)sin a cos Q 
其 第 一 项 一 | r sin bg(y cos 0—* sin 0)d 0= sin 0 cos 0 | 
B 
AHS i x ri i 
=f loos" 0 一 sin20)d -f 7 sin’ 040, 
a 9 B 
S=— | 一 一 (cos20 十 sin2 0)d s=] ra 0. 
3 2 ZJ. 


AM 1, HR r =g cos 2 0 (a>0) 围 成 的 面积 是 g. 


(126) EtL 积分 学 


R AXT. 轴 及 y 轴 都 对 称 ， 如 图 12 一 138。 在 原点 切线 斜率 为 1. W 
所 求 面 积 S=4: “azcos20d0=2a :| sin Si j? =0. 


例题 2 曲线 y=a sinn b (n22 JARRE) QL sa 


% 如 图 12—14, Pr 3F18 64 =- i: (asinn 0)'d 0 


x na? 
ə 4n `° 


r=asinn 0 称 为 玫瑰 线 ，=in 一 2 时 ，7 一 G sin20 称 为 四 了 叶 玫 现 
线 ， 图 中 只 画 出 其 中 一 时 ( 0<9 y). n=, r=asins ORA 


E Ces Pest 2 
> f 1 一 cos 240 49 = 2 (ọsin 2n0 
2 Jo 2n 


2 4 


三 叶 玫瑰 线 ， 它 在 第 一 象限 的 一 叶 对 应 于 0 < <—. 


例题 3。 曲线 7==a cos 0 +b (c>b>0)， 如 图 12 一 15 的 两 个 图 之 间 的 面 
积 S 为 


S= cartz (Eco asp m=. 


x 
ASE: “ss ESL 
S 92 i 
图 12-13 12-14 图 12-15 
解 a O 的 切线 的 极 角 是 使 ?=0 的 0, 改 由 a cos 0 十 3=0 
解 得 0, = == —_ š 53. 49050 变 到 z 时， 曲线 上 相应 的 点 从 原点 


沿 小 基 下 半 部 移动 到 点 《x，b 一 a)， 没 大 归 困 成 的 面积 为 À, À> MIR 
的 面积 为 有 ， 利 用 曲线 关于 极 轴 的 对 称 性 ， 有 


A=2: Lf: (acos0-Fb)' d 0= | 《oz cos? 0+2 ab cos 0+b)d0 


8 3、 定 积分 的 应 用 (727) 


=|- (0+ Sist ) 十 2 dsa J j 


= (Osin Oo Cos 00) 二 2 ab sin fa +b? 0o 


eltar 


si (os 0 +2 ab )sin Oa 


E si d A (2. Ae troy 
2 cos Jt z? a b°» © 


x x 5, 
X, B=2 +J (a cos 0 +b)2d 9=| (a cos 0 +b)°d =! (a cos 0 
中 0 0 
+b)’d 9-| (a cos 0+b)*d 0— A= Etb 一 人。 


故 所 求 面积 S$=.4 一 B= tzt |o aí) ]. HAOD, WAR 
入 上 式 ， 再 利用 ti f | 


z z 
co 人 -多 eva 
= (a*+2 b°) (5—-eos-}) “ b \+s bab. 


【定理 〗 2. 设 站 曲线 的 方程 用 参数 1 ED: x=sg(ty=fh(t)Kx=8(t), 
y=f(t), (att). HER g a) fit), EVES, X f (t) SAG), 
则 这 两 曲线 与 直线 x=f1(t) K x=f$,(t) 围 成 的 面积 


S =| th te (a. 
TA 在 本 章 3.2【 定 义 ] 1 的 公式 中 ， 把 积分 变数 x 夏 作 1 espa 
EE (a), fs(x) 为 f(t)，f2(t), 便 得 e [hb 一 pb] dt 


=S O-O (t)dt. = 


例题 ”如 图 12 一 16， ai x=alt—sin t) y=a(1—cos t) (0 <t <2 17) 5 
x 轴 转 成 的 面积 为 3 = a° 


解 在 此 ，《【 定 理 】 2 th t f,() = a (1—cos t), f:t) =0, A w 


(728) 第 十 二 章 积分 学 
sint), HE] 12—16 , 故 


2x 
s=| a(1—cos t)a(1— cos t)dt 
0 


£“, 
» + 


x 4 à t 
= | a2:4sin4—4t. 
0 2 


令 9= 人 并 利用 2.7 例题 6 的 结果 ， 得 图 12-16 


s=16 [° sint 0d0= J SY s s 
0 


3.3 平面 曲线 的 长 
[EX] 2. 曲线 的 长 ”如 果 曲 线 用 直角 坐标 方 程 y=f(x) (a< x=<b) 给 
定 ， 且 f(x) 连续 ， 则 把 定 积分 z=| AF007 dx 的 值 称 为 此 曲线 


的 长 。 
例题 i. Ax 十 光一 a2 的 周 长 工 为 2 xa. 
解 ” 由 题 设 方程 可 得 y= 二 a? 一 x? ( 仅 考虑 第 一 象限 的 部 分 )， 对 x KS, 


i 
S (Ss) -3 
=4a( sin? 过 - ) | ， =2 z a. 


例题 2. 抛物 线 y 二 4 pxo LAMAAN (a, 2. /pa) (ao>0) 的 弧 长 
为 š 


L= aap) +p ln Met ote. 
W 由 ==4 px 可 得 抛物 线 在 第 一 象限 内 的 部 分 的 方程 为 ?= 一 2、/p h. 


`. ZAE | - dx. 利用 本 章 1.5 方 法 1 的 例题 


§ 3. ; 定 积分 的 应 用 (729) 


L=| V3 xtp +p In(/x +F) ] Í 
= ala +p) +P Wats ty. 

例题 3。 曲 线 3 ayy =xla— xy (a>0) 围 成 的 一 圈 的 长 ， 如 图 12—17, 
r= 453 4. | 
| 3 

W 由 题 设 方程 求 得 

E = yx (a=) (在 第 一 
银 限 )， 


a— 3 
` “一 ——— K £ 
°... y 2. /3a í / x . 又 因 曲 线 
对 x 轴 对 称 ， 故 E 
. L= |; lt Aaaa). dx 
| 0 12 ax 


“ G 十 3 X 


n 
= 42 I Han x | = ita a. 


š 
lo 
【定理 】3. 设 曲 线 用 极 坐 标 方程 +=1(9) (a<0<p) £: E, BH (8) ë 
t, 则 此 曲线 长 工 为 
f pr 
z=| fr +à) d 0. 
证 明 (HRE) 同一 点 的 直角 坐标 (x, y) 和 极 坐 标 (z, 0) 的 关系 是 ， 
x=v cos 0, y=r sin 9 (7 看 作 0 WR% (0), 于 是 x,y 都 是 9 的 沙 数 ). 
š, dy _ dy- / dx _— 7 sin0+r cos 0 , ( ,dr\ 
“> dx dd/ dj x cos0—rsin0' dô 
` 把 [定义 】2 公式 中 的 积分 变数 x 看 作 0 的 函数 ， 则 得 


ten ahhhanb 
r=| KI 1 十 /7 sin 0+rcos 0 Y - (r° cos 0—r sin 0)d 0 
" \Y” cos0—rsinÜ0 


B EAI | I `A 
-| V+ a 0 N = 


” 
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例题 ”曲线 7= =a(l -+cos 0) (a>0), 如 图 12 一 18 的 全 长 了 FF sa a 
R 7 = 二 一 a sin 6， 义 因 曲 线 在 原 扣 的 切线 的 极 角 是 使 ?=al1 十 cos 9)= 


0 的 9( 09> 二) 即 0=x. 利用 曲线 关于 极 轴 的 对 称 性 ， 得 


-| ~a (1 +cos 0)2 十 (一 asinb)2d0 


= | A/2(1-+cos 0) d 0= 2 af, n 4 cos? A d0 
0 


=4a| cos a 0=8a. 
0 2 


PEW] 4. 以 参数 + RDE x=J(t), y=g(t) (t,<t=<t-) 给 出 的 曲线 的 


KLJ 
ref" VF aY +g a dt. 
证 明 把 [定义 】2 的 公式 作 如 下 的 变形 ; 
° "i = dy a dy | dx. 
POSI | ät 


"V O 
RFO dx =j’ (t)dts 


2. s= |` Vi G/T I(t)at 


-| Nf GY +g C dt. 


WN hH x=alt— sint), y=a(1—cos NRK L= 8a. 
t =g(1—cos t), y =a sint, H 3.2 EER 例题 得 


解 . x 
r=. | A a —cos t) +a sin: T, dt=4 af Ji 一 dt 
u x 
= + 一 一 = 一 了 — =g R 
saf sin dt 4a( cos E) | a 
3.4 旋转 体 体积 


| [Ex] 5。 体积 3EQBIBR£R y=1(<x) (连续 函数 ) 与 直线 x= -0,x=b (b>a), 


$3. 定 积 分 的 应 刚 (731) 
y=0 转 成 一 块 平面 图 形 .将 此 图 形 ( 有 时 也 直接 说 曲线 f(x)) 绕 x 轴 旋 转 一 
周 所 成 旋转 体 的 体积 V 可 用 下 面 的 公式 给 出 ,y 一 x | TT 


鲍 题 1. Hya x 轴 旋 转 一 周 所 成 的 球 的 体积 V = 入 全 。 
解 ” 从 题 设 方程 得 y= 二 oa? 一 x*:， 政 | 
v=7|., CEE OE |e- 办 | | .= Ano 


WE 2. tOo) = aSo) x 轴 旋 转 一 周 所 成 贺 环 体 的 体积 
V=2 Xx’a’b. 
8 ”由 题 设 方程 就 ? 解 得 

?1 一 bp 十/a2: 一 x2 ，yz 一 0 一 人 /a2 一 x2 


v=] >: ax 于 | y> x= |", 4b / at= dx 


=4 x b| -sint Z+ x a= |. = m*atb. 
1 定理 】 5。 用 极 坐 标 方程 给 出 的 曲线 bop al da 0=a, 
8 一 806>a) 转 成 一 平面 图形， 则 此 名 形 操 x 轴 旋转 一 周 所 成 立体 的 体 积 
V 为 v= 2 C sin040. E 


证 明 ”如 图 12 一 19， EHV. Vos, Vos 分 别 表示 由 .AB，0A4，08B t% 
OX 轴 旋 转 一 局 所 成 立体 的 体积 ， 则 ”所 求 体积 V=V 人 Voz 一 Vas 


1 


. fb 
1 — — 
= 了 ax 十 aad " Oa 


i S= 
a 万 ` Ob 


仿照 [定理 】1 的 办 法 ， 把 右边 第 一 项 变 
成 极 坐标 表示 式 ， 则 得 


图 12-19 


b a 
"|. yax=x| (r sin 0)*(7Y’ cos 0—7r sin 0)d 9 


=f" 7Y sin? 0 cos gd oz| y'sin20480 
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-一 一 — m 


一 z( 生 Sin 0 cos o) | -a| Yq da 8 cos? 0—sin°?0)d 0 
-a| P sin*0a0= = r G) ¿az a cos asn TA) sin? B cos B 
J 2 y (cos2 0+sin°0)sin gd 0 一 二  bB:.Ob 

— z a : ota f r`sinĝ dð. 


把 此 式 代入 D, 得 V= 2 | singal [1 
例题 3. Fia y=a (a>0, 0<0=<x) 绕 极 轴 旋 转 一 周 所 成 球 的 体积 
V=470_ 
4 从 刚才 得 到 的 公式 

3 


v= 下 | a 'sin040= 27 a3( 一 —cos 0) | =a, 


1 定理 】 6， 当 曲线 用 参数 方程 x=f(t)，y= 二 g(t) (StSt) 表示 时 ， 它 
x 办 旋转 一 周 所 成 立体 的 体积 Y 为 V=af CO Oar, 


证 明 按 【 和 定义 】3， v==| yaz 现 令 x=f(t), Mya) =g), dx= 


a 


Pdt; 故 V= "|'s (t)? (tdt. 0O 


例题 4. HBH£&x=a(t—sint), y= atl es t) Ms 绕 x 轴 旋 转 
一 局 所 成 立体 的 体积 V 为 V =5 ra? 
解 ”由 刚才 得 的 公式 ， 


2r 
y= J a2(1—cos t)2a(1— cos t)dt 
0 


m=2 za'f (2 sin? t Yar 
0 


令 —=0 并 利用 本 章 2.6 例题 7 的 结果 得 


x 2 
V=16 ro sin? 8:2 d 0=32 x aš 5.5 = 

š 642 2 
=g La ü š 


2 2 2 u 
例题 5， 曲 线 x ;十 y3 =a? (ga>0) 绕 x 轴 旋转 一 周 所 成 立体 的 体积 
、 _ 3 
V 为 V= TT 
W ”由 本 章 3.2 [定义 ]1 例 题 7， 该 曲线 的 参数 方程 为 x=acos’t,， y= 
gsinst (0 委 ! 委 Fr)， 而 且 它 关于 y 轴 对 称 ， 故 


zt a°, 


0 
Ve=—2 "| ~ 3a sin’t(1—sin’ t)dt 
KN 


To Eea 
一 6 a| (sin t—sin°t)dt 


aia (0 _ 8:6:4:2 )= 32 


所 3 
6553 9 53 


= x " 
1059 


例 是 6. RAB x=at, y=bt (a>09，0<t<1) 绕 x 轴 旋转 一 周 所 成 加 
锥 的 体积 V. 


1 
解 v= (bt)°adt = b° - a =+-JËšx 面积 Xx 高 。 


3.5 旋转 曲面 的 面积 


【定义 】4. 表 面积” 曲线 y=f(x) (a <x=<b) 绕 x 轴 旋转 一 周 所 成 曲面 
面积 S 定义 为 


5=2 IKONEK dan, 


例题 1. 半径 为 a 的 球 的 表面 积 是 4 x a’. 
解 ” 从 加 的 方程 x? 十 y* 二 a*， 解 出 y， 得 
Y= Ma 一 x: (在 第 一 、 二 象限 )， 


a USE — aa sss 
se F gS eros 9 一 2 | a= J 1+( ip) dx 


=2 xa i dx=4 x aš. 


例题 2、 直 线段 ， “+= (x 这 0，y 之 0，a>0，b>0)， 如 图 12 一 . 
20 如 图 12 -20, 绕 x 轴 旋 转 一 周 所 成 车 锥 体 的 侧面 积 ， 
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一 一 一 一 一 一 一 一 -人 


S=a b/g F0 = 2nb' Vat 


b 这 是 以 /az 十 好 为 半径 ，2 xb 为 弧 长 
| ' ` 的 局 形 面 积 ， 
O a ü -x ` x y JE 
解 就 ? 解 方程 一 十 太一 1 得 
图 12 一 20 
=þ í — x 
y=(1-%)}, 
S=? af oliz alby dx=2 nb\ a° +b? 
0 N G / Ñ a ) a 


(=-=) =x b. / 3 ED. 
参考 ”用 同样 的 办 法 可 得 ， 在 极 全 标的 情形 ， 对 于 曲线 7=f(9) (atis 
B)， 所 求 表面 积 S=2 | 5 sin bg / Fr? dg。 在 参数 表示 的 情形 ， 对 
于 曲线 x=/f(t), y=g(t) Gaz 所 求 旋转 体 的 表面 积 是 | 
S=2 | g(t) VF 二 a (O: dt. GERN). 


3"6 平均 值 


【定义 】 5 PH 设 1() 在 [a， DIER, ME giy | de 
f(z) 为 在 [a, DRF. i 

例题 1、 从 半径 为 c、 贺 心 在 原点 的 上 半 加 周 上 所 有 点 向 其 水 平 直径 引 E 
线 ， 则 其 平均 值 为 <. 


解 所 说 上 半圆 的 方程 为 y= a’—x’. 故 所 求 平 均值 为 


= M at —a2 dz=-— (S siz Na pe 7, ) | = 8. 
注 章 ”问题 若 采用 极 坐 标 ， 则 上 半圆 的 方程 为 *=a (0=<=3<<x), 3548 
al asin0 d bg= 一 0， 与 上 面 的 一 人 一 全 不 同 ,这 说 明 函 数 的 平均 (Ë, 


因 变 数 选 取 的 不 同 而 不 同 。 


83. 定 积 分 的 应 用 (735) 


例题 2. 把 一 个 正 数 a 任意 分 成 两 个 间 负 的 数 的 和 ， _ 则 这 两 个 数 的 积 的 胖 
均值 是 -4 一， 


解 ” 所 求 平均 值 是 通 数 x(a 一 x) 在 [0, a] 的 平均 值 ， m eC dx = 
afat œ Poa ' 
| 2 3 | = 6 ° 


3.7 ”积分 法 在 物理 学 上 的 应 用 

以 下 各 种 图 形 可 看 作 密 度 均匀 的 注 板 或 金属 丝 。 
【定义 ]6. 重心 (平面 图 形 ) 在 xy 平 而 上 有 一 平面 图 形 . 若 用 平行 于 ? 
(或 轨 轴 的 直线 截 此 图 形 ， 所 得 截 痕 之 长 为 fx)(g(?))， 则 此 图 形 重 心 的 
坐标 (x ， y ) 定 义 为 


0) aa B ss 本 


n | s(y)dy 


其 中 ob 各 是 图 形 上 点 的 最 小 、 最 大 横 坐 标 ，e、@ 各 是 图 形 上 点 的 最 
小 、 最 大 纵 坐 标 . 


其 次 ， 曲 线 y=h(x) (aSx<b) 的 重心 BE yE 
í xvidx [ OVF dx 
—————— Y= 
| NE (x) dx [VENGE dx 


> 图 形 的 重心 对 此 图 形 的 相对 位 置 与 坐标 系 的 选取 方式 无 <. GER 
从 略 .) ` 


(2) x= 


1 三 角形 的 重心 与 其 几何 学 重心 ( 即 三 中 线 交点 ) 重 合 。 
* kin 12 一 21， 设 三 角形 诸 顶 点 的 坐 y 
标 分 别 为 4(a, 0), BO b), C (ç, 


b 
0). MUJER AB. BC 的 方程 各 为 
= 1 — Z), 
AB, Y bl! <) 
T BC, > A z). 


图 12-21 
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— — - +—— — -一 上 -= To m — —— — I. — ——  — e e S 


"i EEEH \ 式 (1)， 
x ° A x 
í— b. EE 
_ | =( i Jaf xb 1—7 ,dx 
a r x f 
1 =s | a 
| o( z) ax f, b 1 + Jax 


i - ~ 
x 
(> 2a H 
EN. y )( C, < ) 1 
一 | — — +“ aa 
( 6 6 3 + 9 3 (a+c). í 


~ | s ”. (a—c)dy 
Ki g(y) =P=. (ao 一 9)， ka a= = 


b 
=, (a—c)dy 
0 


o _b 
Ee d. mas 
(we | 2 

` 3 


因此 ,重心 (x y) snaga etete, +b+0 ) 重 合 。 


MIN 2， 半 困 板 十字 一 0(0>0，x>>0) 的 重心 坐标 为 30 , o). 
解 在 此 , 如 图 12 一 22， 公 式 (1) 中 的 1(x) 一 2 Vas gly) = 


a UPEA PSI 1 š 3 q 
|< A a2— x dx [+ (a2— 2) 2 ] 
ws 0 ` 


Nla? — y, VEE 一 一 人 | ma 2 SP QS 2 CAP U S ` Su Wa 
0 & )| 


=a 
E 


其 次 | yay dy=0 AATRE- a, a) bf 88), 


“。 y = 一 0。( 从 图 形 对 x 轴 对 称 ， 也 可 直接 得 到 y =0)， 
【定理 】7， 设 两 个 不 相交 的 图 形 _ 4、 如 的 重心 各 为 (Xt,，Y1)、(X:, Y;)， 


$ 3， 定 积分 的 应 用 C137) 
并 集 AUB Wb Y CX, y), 则 它们 有 如 下 关系 ， — Bs, 


AtS 
Y= -ALBY GKE 4, B X38286 A. BWER). 


ER ” 当 动 点 (x, y) re B (图 12—23) 上 移动 时 ， 设 其 横 坐 标 x 
的 变化 域 分 别 为 Di，1:， 纵 坐标 y 的 变化 域 分 别 为 I，J. ABER AN B= 
$, WEH HBA FTE LNAL=S N=, $ 为 空 集 ). 在 [定义 】 
6 HY SCF A H flax), YF BY falx), ë 


图 12-22 图 12-23 
z=Í TOREKOT 人 DH Ja 
. -|| zh(xaxt | xf: (x)dx +J xÍ (x)dx + xfz(x)dx] 


[f f(x)dx +j f(x)dx f(x)dx +j JG) ax |. 
WE L E f,(x)=0 GEk, i, R=1, 2), M 


==[|, faxt | ZOIN naxt, fa(x)ax |. D 


对 于 图 形 4 的 重心 ， 有 
n=l, *hG04x ||, f(x)dx, 


RR | no0ae=AG880. È, xfiCoOax= Ax. 
同样 有 | xjfa(x)dx= BX:， 将 这 三 个 式 子 同时 代入 @， 得 “ 支 = 
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AX + BX, _ = _ AY,+ BY; | 
i s Perpa Ym p O 


注意 1. BHRE I Le ó, 只 要 把 上 述 积分 | UDH] ax E 


XA | saxt| xj2(x)dx， 也 可 以 推 得 同样 的 结 


Is 
. 2， 当 两 个 图 形 4， 妃 都 是 曲线 时 , LEHN 的 结果 仍然 正确， 只 是 
原来 表示 面积 的 4，B 在 此 时 表示 出线 长 ， 
例题 1、 马 形 薄板 x+y =a’ (a cos pS Sa) 重心 的 坐标 是 ` 
( 2 asin: B mD ` 
—3(86—sinñcos AJ °) 
s 从 题 设 方程 解 得 y= a xi, 如 图 12 一 24, 由 【定义 】 6， 有 


一 一 a 
z=| 2 x at — x ax | | 2A/ a2— x2 
u a cosB a cosd 


[pea], | r tes), 


x s aX ¿r 
利用 sin’ ao e ° 4’ fif 


| 1 E E an aa )- = ] 
| sao sin "|= y’ A > 8 i sin £ cos 8 


` 


2 asin 8 


“ 3(0—sin Ë cos b) 


义 由 弓形 密 对 x 轴 对 称 ，Y 一 0。 l 
例题 2. DE xr ty =a (< 和 oS] y İS asin j 的 重心 是 


y Q 


12-24 


8$ 3 o 83. 定 积分 的 应 用 (739) 


— a — —-o-HN A 


(sin 8, o). 


解 应 用 【定理 ] 6 ， 见 图 12 一 25， 这 里 AOPO 是 图 形 A, SW PaQ 是 
图 形 B。 


=a sinf eos B, x= acos B, B= ?| ^/a2 一 X2 dx 
=| -> sia Z 2=2] 
= a2(8—sin £ cos £). 
: 3 
由 例题 1， zs= -2asin 6 S, 
” 3(B—cos B sin É) 


~ Axt Hx 
A+ B 


acosh 


=| Ce cos B sin BŽ a cos +a? (8 —cos B sin £) 


f 2asin? f 
ry 8) LG cos 8 sin f 


+a? (8 —cos B sin 01 =. 2G sin B. 


因 图 形 对 x 轴 对 称 ， 故 Y=0. i 
例题 s. Fha, AMOAH 2 8 的 园 弧 ( 参 置 例题 2 的 图 ) 的 重心 为 


(si B, o). 


W 在 此 ，[ 定 义 ] 6(2) 中 的 px) = /at— =, 
.- x =f xj Hye | Ja 
J (225) ed- e-a], |° 


[i 2]1 -0sinp. 
a acosh 8 


又 由 于 图 形 关于 x 轴 对 称 ，Y =0 
例题 4。 例题 2 hA a (aos kasi) o), 
人 ， nt 


2040) 
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- + — ——— 


解 ” 应 用 [定理 】7 注意 2， 把 例题 2 图 中 的 OP U o 作为 图 形 4， 把 
己 形 弧 paQ 作 为 图 形 8， 则 4、B 的 长 各 为 2a、2 Ba. 


Ë X, = +a cos p, xetik, 所 以 =AX1tBX， — (2a). 


a cos 8 — _a(cos 月 十 2 sin) 
cos f +2 ap 一 ma E] /C20 4208) (ta) 


例题 5. WA ABC 的 顶 AR 分 别 为 Alxi, Yi) B(x;, Yz)» C(x;, Y3)» 
”三 边 长 分 别 为 BC=a, CA=b, AB=c, WJ AABC 周边 的 重心 为 


( alx:+ x) +b(xs- +x;)+ +c(xi + x; tx) 
2(a+b+c) 


a(?2 十 ys) +b(y, +y) tey +y) ) 
2(a+b+c) : 


Ro wA 12 一 26， 把 AB. AC 分 别 取 作 【定理 】 7 注意 2 的 图 形 4. 
B, WAW AB U AC 的 重心 S 的 坐标 为 


X] + xs Xl 十 X2 
b 9 +c — 
b+c 


a b(xi+- x+) +elxi +x) 
2(b+c) . 


HTRY, RIGE X x; 改 为 y; G=, 2, 3) 就 行 了 . | 
再 把 点 S 夏 作 长 为 5+c 的 线段 的 中 心 ， 设 它 与 Bc 合 在 一 起 的 重 必 
33 (X, Y), WE 
_ (b+e) x al ata) 
(b+c)+a s 
Ku ya _b(xi +s) telai) O Xi t xi ) 


+ 


2(b+c) 
a+b+c 


a(xz: 十 x3) +b(x; T X) +elx +<) _ 
2(a+b +c) 


— 


ARY’. 
例题 6. Lla 为 半径 ， 原 点 为 中 心 的 半圆 的 全 部 边 究 《〈 连 站 ZEH) 的 是 


# 3， 定 积分 的 应 用 (741) 


——F 一 -一 - 一 一 一 一 — VF 


心 是 ( 29,0). 
T 


a AN 
解 ” 如 图 12 一 27， 利 用 【定理 ] 7 注意 2， PO 为 图 形 4， 半 加 弧 PaQ 

L A. 出 / UL j3 n. D? = 2a 
为 图 形 B, Wj PQ 的 重心 的 x 坐标 X i=0, PagQ@ 的 和 下心 的 yx 坐标 X: 


(mmm, Q p=). bt, PREDA x 坐标 于 为 


图 12-26 
2 a 
x=4Xi+ BX: a u Tn = 20. 
AYB 2a+mxa m+2 ° 


参考 设 平 面 图 形 4 的 重心 为 G， 直 线 1 在 .4 所 在 的 平面 上 但 不 旧 A 相 
交 ， 将 4 绕 1 旋转 一 局 形成 的 旋转 体 V 的 体积 等 于 G 所 经 过 的 圆周 +< L 
与 4 的 面积 之 积 ， 又 Y 的 表面 (旋转 面 ) 面 积 等 于 4 的 边界 长 与 该 边界 线 
的 重心 所 经 过 的 圆周 长 之 积 ， 以 上 两 个 论断 ， 称 为 古 尔 金 定理 或 巴 普 斯 定 
m. GERAR.) ' 
例题 7 加 “2 十 (> 一 b)<a22(b>a>0) 绕 x 轴 旋转 一 周 所 成 圆 环 体 的 体 积 
和 和 吉 面积 各 为 2 nab, 4 rzab， 
解 网 面 4 的 重心 G EMO (o, b), XAR L=2 rb， 面 积 4= xa, 
故 由 古 尔 金 定理 ， 凡 环 体 的 体积 为 2 x bx: ma2=2x=>?a2b (这 与 3.4 例题 2 
结果 一 致 ). 

圆周 长 ( 即 4 的 边界 线 长 ) 为 2 x a， 贺 周 的 量 心 仍 为 (0, b), WH T 
尔 金 定 理 , 圆 环 体 的 表面 积 为 2 x a:2 xb 一 4 x° ab. 
【定义 】7。 回 度 与 加 速度 (平面 运动 ) 在 一 胖 向 上 适当 选 定 坐 标 H, 
在 此 平面 上 运动 的 点 P(x, y) 关于 所 选 坐标 轴 的 位 置 向 量 Ara) Gk 


(742) TU 积分 学 


wawas nŠ Ça 


(OZF t OKT). 7(t) 的 -pi —W S makin 作 ;(t), P(t), AIER 
为 点 PARE, IMEE, PEB 022, r, r, ?不 必 看 作 向 量 ， 而 可 作 
HAR rla), A, PORE. 

RN REJİME g=980 Cemi. 

例题 1. 点 尸 从 静止 状态 开始 作 直线 运动 ， 在 时 刻 t 秒 产生 加 速度 f(t) 
(cm/s), MW T 秘 后 的 速度 为 | f(t)dt(cm/s). ' 


R IP Sims EE SS, AAIE UEU. 设 在 t 秒 时 P 
FARAR x1). WREEHX =D, ERDHA] Dan 这 
就 是 说 工 秒 后 的 速度 为 | dt Ccm/s). 


例题 2， 如 所在 x 铀 十 一 动 点 P 的 速度 为 Y(t)， EWA te t PHE 
分 别 为 xi x BU 


===) V (t)dt. 
解 ” 设 在 运动 开始 后 t 秒 ， 点 Pp 的 坐标 为 x(t)， 则 此 时 的 速度 29 (t), B. 
由 题 意 有 之 =V (t) 
eA j Xdt 一 F V (t)dt. 


但 左边 — x(t) | =X T Xi 


ie 
Xz— Xi -Í Vv (t)dt. 


例题 3， 设 点 P 作 尺 加 速 走 线 运 动 。 如 果 运 动 开始 时 刻 是 t=0 县 在 时 刻 
t t> ts( 秒 ) 的 前 一 秒 时 间 内 己 点 通过 的 距 离 各 为 Sis S2» $3 (cm), 则 
”有 下 列 关系 式 成 立 ， 

si(ta—ts)+sa(ts—t1)s(ti—t2)=0, 
EO Ap 的 开始 位 置 为 原点 ， 运 动 方向 为 x 轴 ， 在 时 刻 t， 点 了 的 坐标 
为 x(t)， 加 速度 为 常数 a. 则 区 =a， 当 初速 度 为 Vo 时 ， Hama 
Bl=attVo HA til 到 到 积分， 得 


Bi1=x(ti) — x(ti—1) =f" Catt we + N | 


ND 


Š 3 。 定 积分 的 应 用 (743) 


Sí —S2 — S2 55 

ti—ts ts—ts ° 

去 分 母 ， 并 整理 得 
Si(tz 一 ta) 十 sz(ta 一 如) +s; (ti—t2) =0. 

例题 4， 作 直线 运动 的 点 P 离 出 发 点 x em 处 产生 的 速度 为 f(x) (cm/s): 

则 从 出 发 点 前 进 a (cm) 所 用 时 间 为 | 元 ja- 


°. 
`. i 


E. PoE 在 时 刻 + 点 的 坐标 为 x(t) ,由 题 意 ,f(x)， 


s= 1 (t 看 作 上 x 的 汤 数 )， 由 此 对 x 从 0 到 a 积分 得 (a) 


ERE 可 过 7 ° 


例题 5. 设 在 x 轴 上 有 两 点 ，A(a, 0), B(b, 0) 设 点 PRA 开始 以 名 加 束 
B — É B 835, 在 A、B 的 速度 各 为 vi, ys， 则 有 下 列 关系 成 立 


1 1 
Va 2y = 2 x H 


8 BENA AP HBE H O), 速度 为 V(t), 在 t=0 时 P 在 4 


点 ， 在 t= 时 卫 在 BB 点 则 按 题 意 bai, vN s= 
两 边 各 自 相 乘 再 对 + 积分 , 得 | vdt 一 一 | e dt. Zim t 
积分 变量 ， 右 边 取 x 作 积分 变量 ， 则 | 

i P b š "2O i b 

f,» y yl. dx — | B = , 


tag 

人 | 
WN 6. 点 P 以 匀 加 速度 a 作 直 线 运动 ， 通 过 4 点 时 速度 为 ww， 通 点 也 
点 时 速度 为 w 从 -4 到 B， 距 离 为 S$， 所 用 时 间 为 T， 于 是 ， 有 关系 六? 一 


Vi=2 as, —= (V +V)PR3E, 且 通 过 AB Tama | 45 V+Vo 


“ 设 4 为 原点 ， 点 P 在 通过 4 后 DENEB x, 3825 u, ME 
题 意 得 =a O 将 此 式 与 v 一 -9 洗 左 右 两 边 分 别 相 乘 ， 再 对 + 积 


,分 ， 得 | a=] ra. 左边 积分 变数 改 为 w， 右 边 积 分 变数 


1 
0 
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; 2 v $ 
改 为 x， 则 有 | wau=| adx, 四. ° -一 qx 
9 


, BI v2— vo 2 = 2as 
0 


ORK, MOB, | a= | ade. Rosa du 
=aT, < v—v =aT. © H@ + @ 得 Aty) =, | < . 
o RE, CORS v=v,(P # AB HARER), s 改 为 了 ， 则 有 


Ym > 2 Um 
2 š u S 
Í uau=| adx, hA j | =a. 
Vo vo 


0 


va 一 vi 一 03， 代 入 图 并 解 出 vn 得 


2 wiv 
w= T. 
例题 17. 设 质点 卫 沿 x 轴 运 动 ， 开 始 时 P 在 原点 处 于 静止 状态 ， 如 果 其 


速度 与 重力 成 反比 例 ， 则 忆 所 通过 的 距离 与 所 用 时 间 的 立方 的 平方 根 成 比 
例 . 


解 ” 设 点 P 在 时 刻 t 离 原点 的 距离 为 x(t). x(0)=0. 又 设 点 了 的 质 量 


为 m ， 则 重力 表示 为 m 吕 ， 按 题 意 得 六条 = h| -和 (如 是 比例 党 
WO0. Q-A =y, Q =k MQ, FE, v 4 一, 由 此 各 
分 得 | vdt = |. kat, 左边 积分 变量 改 为 w， 则 |. vdv=Rt, ^ 

B 


一 一 一 -一 一 


mb @. h@, (GE) SST 由 此 积分 得 
jf st 把 左边 积分 变量 改 为 % 则 Ü ax =. SK. 


2 .84, ETETEN ELE ， 芭 在 时 刻 t， 忆 点 通过 的 距离 与 的 
3 m q 
AEEA 


例题 8. 设 质点 P 自 铝 再 面 内 贺 周 的 最 高 点 以 初速 度 0 沿 任意 一 条 纺 滑 动 
到 圆周 上 。 试 证 所 经 过 的 时 间 与 弦 的 位 置 无 关 . | 
证 如 图 12 一 28， 设 AC 为 圆 的 直径 ， 并 铅 直 疝 下 ， 弦 -4 与 4C 成 0 


$ 3. 定 积分 的 应 用 (745) I 


一 -一 -一 一 一 全 一 


a 


f, l 质点 尸 沿 弦 AB F: 取 4 为 原点 ， ,4 有 B 所 在 直线 为 x 8, RP 在 下 
滑 + 秒 后 的 坐标 为 x， 则 P 的 运动 方程 A mx = mg cos 0 Š H 边 约 去 mm 
后 ， 对 上 积分 得 x =g cos 0t QER x (0) 一 0)， 再 积分 得 x(t) = (cos 
9))# GES x(0)=0). 为 了 求 点 PE PB 弦 滑 到 点 B 所 经 过 的 时 间 T, 

n r cos 0 Cr 为 图 0 的 半径 )， HJ 27cos = (cos 0) 


， 由 此 解 出 了 = =" . 因 了 与 8 无 关 ， 故 了 与 弦 4B 的 位 置 无 关 ， 


例题 9. 雨点 从 平滑 的 人 字形 房 盖 的 屋 峭 (如 图 12 一 29) 以 初速 w 流 下 。 设 
房 盖 的 水 平 射 影 长 为 定 值 a. 则 使 雨点 以 最 短 时 间 下 落 的 房 盖 的 倾角 be 满 
足下 列 方程 ，ag(1 一 tg? 90)?==2 v? tg bo. 


4 


B 


£ 
图 12-28 图 12-29 

解 ” 取 屋脊 上 一 点 D 为 原点 ， 把 雨点 自 O 点 起 在 倾角 为 9 的 房 盖 上 经 过 的 

半 直 线 取 作 x 轴 ， 则 质量 为 m 的 雨点 P 的 运动 方程 为 


mx=mgsin 0, X=gsin(0. @ 

由 此 对 + 上 积分 得 (sx) =t:g sin 0, H x(o)=v, A 
ž=v +tg sin. @ 
注意 到 x(0) =0， 再 积分 得 x=vot + te sin 0. @ 
设 房 盖 长 为 1， NI =— 2 7 。 因 雨点 沿 长 1 的 房 盖 下 落 的 时 间 是 满 


足 x(t)=1 的 t， 故 t 满 足 
a=l cos 0=x(t)cos 0=( Vit mts sin 0 )eos 0 


¥ 
`š 


Vot cos 0-2 tg sin 2 0. © 
把 + SIE 0 的 函数 ， 由 国 对 9 求 导 得 ， 
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o=-4 (v cos 9 十 本纪 sin2 P) (w sin 0 一 本 上 cos 2 o). 


ZJ T * t 的 最 小 值 ， 令 -55 一 一 0， 得 


0 = vt sin niet cos 2 ba. (0, 是 与 t 的 最 小 信和 相对 应 的 0 值 ) 


C J 2sing_ 2vsinb 
gcos20  g(cos? f sin? 0) 
RAOR 
2 sin 0 š | 
=y g nAi, LT r OAA s a 0 0 
人 eos hesa 76 sin ii 
4 vžsin? 0, 


` g (cost bo 一 sin2 0o)?’ 
去 分 母后 用 cost 0, 除 两 边 ， 得 
ag(1— tg? 0a) =2 vi tg ba. 


例题 10. 设 4、B 两 点 相距 为 1 , 甲 以 usin mt 的 速度 由 4 向 B 运 
动 ， 同 时 乙 以 速度 V=x sin2 n tH BAB WRP, ZA H k 
地 后 立即 返回 并 继续 运动 下 去 ， 则 甲乙 相遇 的 所 有 时 刻 依次 组 成 首 项 为 


1, A2 b NSAN. 
A RTZRANAA, BERA 


f udt +j vdt=!1, 


t 
fi sinz tdttaf sin2 x tdt=1, 
2 Jo ° 


Sa +G —cos m t) +-+(1—cos 2 Tt) 一 1， 


cos 2 mt+cos at=, 2 cos? rt 十 cos rT t—1=0, 
(cos x t+1)(2 cos x t—1)=0. 


-由 cosxt=-1 得 解 xt=(2n+l)x .t=2n+i. Q 
由 cos at=, 得 解 1t= (2n 十 1) 一 二 及 (一 (2n 十 1 十 了 @ 
由 @，@ 得 所 求 相遇 时 刻 是 


f i $3. _ 定 积分 7 的 应 用 


—- am e —— 


《747) 
(n+1)— n+l 


, (2n+1)+ 2 T (n=0, 1, 2, …)， 此 即 首 项 为 


L, 公差 为 了 的 等 FE AAI, 


§ 4、 微分 方程 


4.1 n 阶 微分 方程 的 解法 


【定义 】 1、mn 阶 微分 方程 ”联系 人 一个) 变数 及 它 的 (一 个 ) 范 数 及 其 一 阶 至 
n 阶 的 导 涵 数 之 间 关 系 的 方程 ， 称 为 该 函数 的 入 阶 微分 方程 
故 微分 方程 的 一 般 形 式 是 了 (x, y, y” vy ) = 0, 其 中 ?是 zx 的 
KK, y, yr; ` yt J y 关于 x 的 一 阶 ， Zr, , n MERR. 
81. yy 一 2xy 一 0 这 个 微分 方程 被 适合 ty =y (c 常数 ) 的 
y 所 满足 . 
例 2，y? 十 0 二 0 这 个 微分 方程 被 y= 二 A sin (ax 十 b) (a, b 是 常数 ) 所 
ME. 
【定义 】2、 微 分 方程 的 解 及 解 微分 方程 
满足 已 知 微分 方程 的 未 数 (即将 此 函数 代入 此 方程 ， 成 为 午 等 式 )， 称 为 该 
微分 方程 的 解 ， 这 种 解 的 一 般 形 式 称 为 方程 的 通 解 ， 求 通 解 的 过 程 称 为 解 
微分 方程 。 


4.2 一 阶 微分 方程 常用 的 解法 
一 阶 微分 方程 常用 的 解法 及 举例 。 


解法 1， 变数 分 离 莉 -5 一 p(x)Q(y)，p(*) 仅 是 x 的 函数 ，Q(y) 仅 


是 y 的 肖 数 .车 把 已 知 方程 变形 为 | g Gy 一 | PCOdx (OG) #0), M 
出 下 的 问题 只 是 求 出 原 函 数 ， 


NE 1， 解 微分 方程 多 + 入 二 =0. 


M AREI ADERE 
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dx 人 一 一 
f ?十 1 +|. yi 
tg" lx+tg"!y=G,. 


”两 边 取 正切 ， 得 -0 《c=tg ci 为 任意 常数 ) 。 

例题 2?. 设 在 平面 上 有 一 动 点 P 和 一 定点 GO， 如 果 PRE 动 方向 始终 与 
直线 OP EH, M PP 的 运动 轨道 是 圆周 . 

解 ” 取 以 OO 为 原点 的 坐标 系 ， 设 动 点 P 的 坐标 为 《x， a , 则 | P 的 运动 方 


向 的 斜率 为 -人 2-,OP HRR AZ, MAREE Z =i. W ydy + 


xdx=0, 积分 得 | ydy + |xax=e, EJ x2+y2=2 c。 此 有 即 圆 周 . 
解法 2. FRE 形 如 - Zm (Z URAD E # $ y=ux (uw 为 新 


DRAKMO :代入 方程 ， 则 utx+u=J(u) a-ge =e] mut 
化 为 解法 1. i 
例题 1 解 微分 方程 (xy) i xy =Q. 


w sae Ë 29. (l-E 


了 3 — 2 
入 y=ux, 则 w+ 二 MMR ， dx lu 


u. u sa y Jaa. 


> (7A 


; P s 
两 边 积 分 得 In|z]= In ++ | 
r, luf layl :人 Ë 
el 一 ol (ole ). q 
若 适 当选 取 。 的 符号 ， 则 得 x 十 多 一 cy 


例题 2. 从 定点 O (坐标 原点 ) 向 曲线 >》=f(x) 上 任意 点 P 处 的 Z: 3$ 
线 ， 此 垂 线 长 等 于 点 PRREI, RKKAR. 


解 ” 如 图 12 一 30，PQ8 为 切线 ，08 PQ, A ` 
++ 


at aN Aa mm 


_ 84 微分 方程 (749) 


n. 
=(OA+AB) sin 8, 0A=| x), 
> | 
(à y 
g 0 | 
Vi W 1+y22 |° 图 12-30 


AB=! PA: 


sin 0= = =. 


= Si. o y am, 

VIM yE 
按 题 意 ，08 二 x， 两 边 平方 得 

Oy) RE g = Y= 


=x , = - an seraano 


1 十 ?7 2xy ` 
这 是 齐 次 型 ， 用 解法 2. $ y=ux, W 
&2 一 1 dx 
= -一 -一 ~- 一 一 一 0 。 
u’ x+u= p 9 —+ — 


积分 得 x? 十 Y= 二 cx (c 为 任意 常数 )， 因 此 所 求 曲线 是 回 . 
解法 3。 线 性 型 。 形 如 -人 -十 P(x)y==Q(%) 的 微分 方程 先 求 -2 


P(x) =0 的 解 y (x), s sipu Kf. RAF y=yu, ays 程 变 
成 

y, uyu + P(x)yuu=Q(x); 
BB wy +P(xz)yi) +yiu* =Q(x). 
因 y, +P(x)yi=0, KERN yu =Q(x), RERE 1 的 形式 。 在 实 
际 求解 时 ， 从 -十 P(x)dx=0 


- oy dx . 
得 laly = 一 |pCoaz ，( 可 设 y0). 


又 从 yu = 二 Q(x) 得 
P(x)dx 
"=| % dx+e= [oG j dx +c» 
t 


n BORMOS y=yu = (owe m xto), Q 
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(c 是 任意 常数 ). 
例题 1. 解 微 分 方程 xy'=ay+x+1, (as1). 


解 ” 对 比 上 述 线性 型 的 一 般 方程 得 P(x) = 一 上 Q(x) =+. 
`, |Peoax=-。 lnj xl. 


š [ewe j ax=| (144) É ax=|( ++) dx 


= eepe (x>0). 


Ima 
a In !xl sss 
2, y=e i (二 一 + +c) 
1—a 
u: — ex" , (x>0). _ 


EP 
当 x<0 时 ， 设 |x|= 一 x 即 可 . 
例题 2. 解 微 分 方程 (x’y’ +2xy) -=1, 


解 把 ?看 作 自 变数 ， 则 原 方 程 变形 为 


dx 
dy = xy + x*y°, 


引入 新 未 知 函数 z= 一 二 ， 则 


代入 @ 得 线性 方程 É +yz=y", 


其 中 y=P(y), y'=Q(y) ~. J 


Pd) y 


| | Q(y)e dy -es 


r MJ 左边 =f2 te'dt=2(e't—e') =e ° (yi—2)., 


~- 
r» Z=6 |: I (y*—2) +c]. 


aee- 一 一 一 


3a. PA 分 方程 (751) 


将 sm 一 二 代入 上 式 ， n a (wa +e| 
(c 是 任意 常数 )， 


43 二 阶 微分 方程 的 解法 
解法 1， 常 系数 齐 次 线性 型 
y" 十 by?“ +cy=0, (b c 是 常 系数 ) 。 @ 
对 于 这 个 方程 ， 可 作 二 次 方程 2 十 bz 十 c= 二 0. | @ 
@@ 称 为 四 的 特征 方程 ，@ 的 根 称 为 中 的 特征 根 、 根 据 @ 有 实 根 或 虚 根 ， 
分 以 下 三 种 情形 讨论 ; 
19 b—4c>0, 四 有 两 相 异 实 根 xc，B8，@ 的 通 解 为 y= Ae" + 
Bet, (Á, B 是 任意 常数 ). 
2° b: 一 4c 二 0。 句 有 一 个 二 和 草 实 根 a， 人 的 通 解 为 y= (4+ Bx 
e=, (A, B 是 任意 常数 )， 
3° by— 4 c<0. @# 3308 kO atbi, OWEN y= (dd sinbx 
+B cos bx)e“，(A, B 是 任意 常数 ). 
证 明 把 以 上 各 种 情形 下 的 y 的 表达 式 代 入 方程 中 ， 便 可 知 它们 都 是 巴 的 
解 ， 又 因 > 中 含有 两 个 任意 常数 ， 故 > 是 通 解 。 口 
解法 2、 党 系数 非 齐 次 线性 型 
y"+by*'+cy=/f(x), (b, c 是 常 系数 ) . 
先 求 出 @ 的 一 个 特 解 ， 设 为 y,(x)。 如 果 又 得 到 方程 只 的 通 解 ey 
则 @ 的 通 解 为 y==y1(y) +y:(x), 
证 明 把 y=y1(x) 十 7《(x) 代 入 @ 的 左边 ， 得 
yi +y; +b(y, +y, )+e(yi +y). @ 
因 y; EOKA, ÉK y; tby, +cy:=J(x). XIN y EORR, ik 
y; +by, +cy,=0. AHO 
得 (y +y;)'"+b(yi+y)'+c(yi+y)=/(x), 
y=y +y: 是 @ 的 通 解 . 口 
例题 1. 解 方程 y 十 ny= s: 
WW HAREZ: y= 2 是 已 知 方程 的 一 个 特 解 。 义 因 y=A sin 


nx+ B cos nx 是 对 应 者 次 方程 y" +n°y=0 的 通 解 ， 故 诛 方 算 的 通 解 为 
y=A sinnx+ B cos nx+ i 
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 —— a  — Í — — 


9 例题 2. A 摆 球 质量 为 m， 
单 皖 柄 在 时 刻 t 与 铅 垂 线 夹 角 为 0(t)， 
NI 重力 加 速度 为 g， 求 单 摆 周 期 T. 
解 ”如 图 12 一 31 考虑 在 P 点 的 摆 球 所 受 
的 作用 力 。 因 P 作 圆周 运 动 〈 圆 心 为 0， 


s PEII, UEA P 的 切线 方向 的 加 束 
图 12-31 MEL, 5 —2bTE, 重力 加 速度 8 在 切 


2 
线 方 向 的 分 量 为 gsin 8， 故 点 P 的 运动 方程 为 mt A 一 一 mg sing®. 
sin0s0 (101 充 分 小 时 )，… 车 令 十 一 az， 则 上 面 的 方程 化 


为 E +a2g 一 0。 如 例题 1 那样 ， 其 通 解 为 9 二 4 sin at + B cos at R 
ER =a sin (at+ 8), RART WE a(t+T)=at+j+2 m, ik 


= —— 


了 一 一 工 一 nft. 


注意 SERR P 533612 8 BJ 0 设 为 6。( 即 0(0)==0,)，P 的 初速 度 为 
vo (EB 9(0) ==vo))， 则 从 06=a sin(a.0+B)，v=8(0)=aa oo 0+6) 
可 确定 c，B， 这 样 的 条 件 9(0) =0, Ó(0)=v 称 为 微分 方程 -2 a +a’0 
=0 的 初始 条 件 .@ 

例题 3。 一 质量 m 的 物体 以 初速 w 自由 下 落 ， 设 其 运动 速度 与 空气 摩 18 
阻力 成正 比例， 取 物体 开 始 下 落 的 位 置 为 原点 O， 物 体 下 落 的 铅 直 路 径 为 
》 轴 ， 向 下 方向 为 y 轴 正方 向 ， 试 求 在 开始 下 落 t 秒 时 的 速度 y、 加 速度 
a 及 距离 y. 

解 ” 按 题 意 ， 物 体 运动 方程 为 my》=mg 一 ky，Q@ 其 中 >0 为 比例 党 


=v, -Ë-=h, 则 由 O 有 v=- © 分 离 变数 得 
dt， 由 此 积分 并 代入 初始 条 件 v | =w, 得 


— hyv . gh 
Lin -5Y mt, b — =e" 
n g= -hy g~ hy 


Ba 


@， 右 端 负 号 是 由 于 重力 在 切线 方向 的 分 力 与 位 移 10 的 正方 向 相反 ,~ 一 译注 
@ 这 种 条 件 在 3.7 [定义 3] 后 各 例 中 早 遇 到 。 一 般 地 说 ， 一 阶 方程 育 -- 个 初始 
条 件 ， 二 阶 方程 有 两 个 初始 条 件 ，- 一 一 详 泪 


$4. 微分 方程 (753) 
e vat (ie) +v, 把 # 一 -一代 入 ， 得 所 求 速度 v= 
k, E | 
m£ (i-e ü; )+ve = ¿Q @ 
由 @@ 对 + 求 导 ， 得 所 求 加 速度 


k 
i - “1 a k op a! 
m m 


HON 积分 并 代入 初始 条 件 (2|, =o), 得 


k L 
" mia. í m =t) m | 
0 | h tT Ë s i k j É” 


j 所 求 距离 y= "a — (me -wj(e 1). 


例题 4. 质量 m 的 物体 从 静止 状态 自 虫 下落 。 设 其 所 受 空 气 阻力 与 下 落 
速度 的 平方 成 正比 ， 取 物体 〈 看 作 质 点 ) 开始 下 落 的 位 置 为 原 SSO, pho 
的 铅 直 直线 为 ? 轴 ， 向 下 为 y 轴 正 向 .在 开始 下 落后 的 时 刻 刀 质点 的 坐 
标 为 >(t) MW EENS t 的 速度 v 为 


- De al: 
E (e) 
b 下 


解 ” 按 题 意 ， 质 点 运动 方程 为 


y 


my 二 mg 一 kv"，(k 是 比例 常数 )， | @ 
- dv č 2 
分 离 变数 ， rromi, (=$). @ 
由 此 积分 并 代入 初始 条 件 k". =0)， 得 
1 iv y MCSA -1 ú 
2hA/ £ g ln +1 ii ° € SHVism +1 =° @ 
RK, CORRA S v= FHEUDAR, G -ir dy, IB JE 


积分 并 代入 初始 条 件 o. ”=0), 得 


y= a nE x X 3 >0, .. g—h’y >0 ). 
由 此 解 出 v， 得 


一 -2212 1 _ -Ey + 

=E (1-。 š T "s ) š 
例题 5。 地 球 半径 R=6.38X 105m， 地 球 中 心 到 月 球 〔 夏 作 质 点 ) 的 E 
离 是 60R， 从 地 面向 月 球 发 射 物体 时 ， 设 空气 阻力 和 月 球 引 力 忽 略 不 计 ， 
而 且 月 球 对 于 地 球 是 相对 静止 的 ， 在 这 些 假设 下 ， 为 了 使 物体 能 到 达 月 球 
且 本 速度 为 零 ， 必 须 使 物体 大 约 具 有 初速 度 vez 1.1 km/s. 
解 ” 取 地 心 为 原点 ， 地 球 向 月 球 的 方向 为 x 轴 正 向 ， 地 球 、 物 体质 晤 各 为 
M、m。 设 物体 在 发 射 后 在 时 刻 t 的 坐标 为 x (t) ， 则 物体 的 运动 方程 为 
， mz 二 一 kMm/x”(k 是 万 有 3 引力 的 比例 常数 )， 两 边 乘 以 2x 后 对 t 积 


x= 60R 
2— 2gR ( RM — 28R 
cm 一 25R >- 28R _ 28gR 
we c 80 即 v: = sO ° 


为 了 求 初 速度 vo, % x=R, A 
v? =gR ` + ##9.8X6.38X105X 1.96 


œ% 122.54604 X 106, | 
“。 物体 的 初速 度 v az A/122.54604 X10'311.1 (km/s). 


第 十 三 章 概率 -统计 


$1. 概 X 


1.1 概率 的 定义 | 

【定义 】1。 试验 ”即使 在 相同 的 条 件 盾 ， 在 作 某 个 重复 实验 时 ， 由 于 受 偶 
然 性 因素 的 影响 ,实验 的 结果 也 可 能 不 相同 ,我 们 把 这 样 的 实验 叫做 试验 。 
比如 括 散 子 、 抽 签 等 就 是 这 样 的 试 锥 ， 

【定义 】2. 之 件 。 作为 试验 结果 的 每 一 个 事物 以 及 若干 个 这 样 的 事物 所 组 
成 的 组 ， 都 叫做 这 个 试验 中 的 事件 。 从 各， 擅 表 子 时 挪 出 奇数 点 ， 或 者 抽 
签 时 中 签 等 都 叫做 事件 ， 

[EX] š. 数学 概率 ( 先 验 概率 ) 洁 一 次 试验 中 可 能 发 生 的 结果 总 共有 
个 ， 都 是 等 可 能 的 ,而 且 其 中 任何 两 个 部 不 可 能 同时 发 生 ,又 设 使 事件 ER 
生 的 次 数 为 7(rSm)， 则 把 二 叫做 事件 B 发 生 的 数学 概率 ( 先 验 概率 ). 例 如 


BRTN, BALANSEER T. 

[EX] 4. 统计 概率 (经 验 概率 ) RETF, ORRAK 数 为 nm， 
事件 E 出 现 的 次 数 为 +， 这 时 拒 比值 p = TUE n 次 试验 中 事件 ER 
生 的 相对 频率 。 当 其 n 充分 大 时 ， 可 以 认为 该 相对 频率 差不多 等 于 一 个 定 
值 p， 那 末 就 把 该 值 p 叫做 事件 发 生 的 统计 概率 (经 验 概率 ) .例如 ,在 日 
本 出 生 的 全 部 婴儿 中 ， 每 年 观察 其 男 婴 的 数目， 得 出 男女 出 生 的 概率 为 
0.51， 这 个 概率 就 是 统计 概率 . 

【定义 】 5. 全 事件 (必然 事件 )9 在 一 个 试验 中 ， 把 试验 的 所 有 可 能 的 结 
果 合 在 一 起 看 作 一 个 事件 ， 巴 做 这 个 试 吾 的 全 事件 (或 必然 事件 )， 一 般 记 
为 9， 全 事件 发 生 的 概率 为 p(08) =1。 从 集合 观点 看 它 对 应 于 全 集合 . 
【定义 】6。 空 宫 件 (不 可 能 襄 件 )4 与 全 事件 相反 ， 把 任何 一 个 结果 都 不 
发 生 的 情况 视 为 一 个 事件 ， 叫 做空 事件 (不 可 能 事件 )， 记 为 5。 空 事件 发 
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生 的 概率 为 p($) =0。 空 事件 对 应 于 空 集合 ， 
【定义 】7。 和 事 忻 ”对 于 两 个 事件 E，F， 把 “E，F 中 至 少 有 一 个 发 生 " 的 
事件 叫做 E，F 的 和 事件 ， 记 为 EUF. 这 自然 可 推广 到 两 个 以 上 的 事件 ， 
ERE, En Ep 0, E 中 至 少 有 一 个 发 生 的 事件 叫做 El，E;, Es*…， 
Ei 的 和 事件 ， 记 为 E1UE,UE;U:… UE:. 
【定义 】8。. 积 事件 ”对 于 两 个 事件 E，F,， 称 “E 和 F 都 发 生 " 的 事件 为 E 
A FERF, WA ENF. 推广 到 两 个 以 上 的 事件 ， 则 把 “E, Ent, 
E, gR” HRY iE, Eo eo EHI E FH, 记 为 Ef EN … 
N Ez. 
【定义 】9。. 余 事件 ”对 于 事件 E， 把 “E 不 发 生 ” 的 事件 叫做 E 的 余 事 
t, WHERE. (c 是 “Complement”( 余 ) 一 词 的 第 一 个 字母 ) . 
【定义 】10. EERE ”对 于 两 个 事件 E，F， 当 ENF= 和 时， 即 当 事件 E 


.和 事件 F 绝 不 会 同时 发 生 时 ,把 它们 叫做 互 斥 事 件 . 任意 事件 E 和 它 的 余 


事件 E° 就 是 互 斥 事件 . 事件 E,, E,, "Ek 中 两 两 都 是 互 斥 事 件 时 ,事件 
E, Ez *"*, Ek 称 做 互 斥 事件 组 , 
【定义 】11， 独立 事件 ”对 于 两 个 以 上 的 事件 ， 不 管 其 中 的 某 一 个 事件 发 


生 与 否 ， 其 它 事 忻 或 其 各 种 积 事件 发 生 的 概率 都 不 变 ， 这 时 ， 我 们 把 这 样 


的 一 些 事件 叫做 互相 独立 的 事件 . 
两 个 事件 E，F， 它 们 都 发 生 的 概率 为 P(ENF) =P(E):P(F). 
【定义 】12. 相关 事件 ”对 于 两 个 事件 E，F， 若 F 发 生 的 概率 随 着 E 的 发 


”上 生 与 否 而 改变 ， 则 把 F 叫做 是 依赖 于 事件 E 的 事件 ， 或 说 F 是 事件 EE 的 


相关 事件 . 


【定义 】13。 条 件 概率 ”对 于 两 个 事件 E，F, 设 P(E) >0， TA ERE 


ik E RERRETF FRERE. 5R Ps (F) 或 P(F/E). 3 PE)= 


“0 时 ，Ps(F) 没 有 定义 ， 又 当 事 件 E，F 相 互 独 立时 ， 则 有 Ps (R) = 


PÈP). 


12 概率 计算 的 基本 定理 


【定理 】1. 对 于 事件 E，F，G 的 相 事 件 、 积 事件 、 RAPS 地 ， 有 如 下 的 


“交换 律 、 结 合 律 、 分 配 律 以 及 其 它 一 些 性 质 ， 


(1) EUF= FUE 《交换 律 )， 
(2) ENF=FNE (ei Ë): 
(3) (EUF)UG=EU(FUG) (##Ë); 
(4) (EPF)f1G=EfY (FIG) (结合 律 )， 


s £ 35 3 (757) 
(s) (EUF)NG=(ENG)U(FN GG (HE); 

(6) (ENF) UG=(EUG)N (FG) (AER); 

(7) EUF= E NF; 

(8) ENF = E UF; 

(9) Q =9, 

(10) =Q; 

(11) E NE=ġ; 

(12) EUE= 9; 

(13) E= E. 
证 明 (1), (2)，(3)，(4) 显 然 ， 又 田 全 事件 、 空 事 件 、 余 事件 的 定义 ， 
(9)，(10)，(11) 也 显然 , 再 由 五 = CNE， 故 E=QCNE=E，(13) 得 证 . 

(5) 的 左 端 可 叙述 为 “E RF 发生 时 ，G 也 发 生 ， 也 可 以 叙述 为 “E 
RER GERE, REF 发 生 时 G 也 发 生 ”， 这 正 是 右 端的 事件 . (5) Ep 
得 证 . 同 理 (6) 也 可 得 证 ， | 

(7) 的 左 端 是 “E 各 FF 一 个 都 不 发 生 ” 的 事件 ,换言之 ,就 是 *E 和 F 都 
不 发 生 ” 的 事件 .这 正 是 右 端 的 训 件 ， 于 十 (7) 得 证 . 至 于 (8)， 只 要 在 (7) 
hm E, FJ E, F, 然后 再 和 用 (13) 的 关系 式 E=E， 即 有 UF= EE 
F=ENF. 再 在 两 端 到 余 事 件 ， 并 交换 左右 两 端的 位 置 BHS EQ E= E 
F. 
【定理 】 2. P(Q)=1, P($)=0, o< P(E)<1. 


证 明 由 概率 的 定义 ， P(E) 0<r 委 nz， 四 而 有 os P(E)< 1. 34 
E 为 全 事件 时 ,7 二 n; E 3 Z Ht Ër, r=0. 所 以 P(O)=1，P(g)= 


0. O 
【定理 】35.(〈 互 斥 事 件 的 加 法 定理 ) ¿2 ENF=ġ, W P (EUF) = P(E)+ 
P (F). 


证 月” 设 全 事件 发 人生 的 次 数 为 n( 人 2)=n， 囊 件 E, F 发 生 的 次 数 分 别 为 
n(E) = 二 71,，n(F) 二 7,:， 出 于 ENF=$9， 听 以 事件 E 和 FF 不 可 能 都 发 生 ， 
因此 事件 EUF 发 生 的 次数 应 为 n(E UF)==71 十 7?,:。 从 向 


P(EUF)=- L = T + = P(E) + PCF JAE Si 


n 


[38] š. i m 个 事件 Ei» E», AES En 是 互 斥 事件 (参见 【定义 】 10). 
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则 P(E UE: U+ UE,)= P(E 十 PE:) 十 … 十 已 (En). 

证 明 设 全 卫 件 发 生 的 次 数 为 n( (2)=n, 其 中 事件 Ep Ep “s En 发生 
的 次 数 分 别 为 yj， To s Tne BF Erp Ep s E, 是 互 斥 事件 ， 所 以 这 
Yr Yos ` Tm 个 结果 之 中 不 会 有 重复 ， 因而 Eis Es °° Ba 诸 事件 中 任 
何 一 个 发 生 的 总 数 为 Yi 二 7: 十 … 十 yn。 


P(E,UE; Ue UE) =DE ET ; 


ua fi... A U y 2 3 Ya: 
n n n 
= P(E) + P(E) + + P(E,). O 
【定理 】4. 对 于 两 个 棵 件 B，F,， 下 式 成 立 ， 
P(EUF)+P(ENF)= P(E)+P(F), 
.. P(EUF)= P(E)+P(F)— P(ENEF). 
ER REF Q 发 生 的 次 数 为 n(Q)=n, Hi E #l F 都 发 生 的 数目 为 
nlENF)=0, ERÆM F 不 发 生 的 数目 为 n(ENF)=b, 使 E 不 发 生 而 F 
发 生 的 数目 为 n(ENF)=c。E 和 F 都 不 发 生 的 数目 为 w(EMF)=d。 于 是 
有 . 
a+b+c+dá=n. 
而 E 发 生 的 次 数 为 n[(ENF)U(ENF)]=a+tb, 
而 发 生 的 次 数 为 n[(ENF)U(ENF)]=a-te， 
而 使 E 或 者 F 发 生 的 次 数 为 6 十 b 十 c， 
E 及 F 都 发 生 的 次 数 为 a. 


^ P(EUF)+P(ENF)= oe +€ 


= + re = P(E) + P(P). 
移 项 即 得 P(EUF)=P(E)+P(F)—P(ED) PF). 口 


SE H T EE, Fi F EHRFESP, ENF. ENF, ENF, ENF+# 
互 为 互 斥 事件 ， 并 有 


E=(ENF)U(ENF), F=(ENF) U (ENF). 
由 上 两 代 有 EUF=(ENF)U (ENF)U (CEnE)， 因 而 由 这 三 个 式 子 积 
互 斥 事件 的 加 法 定理 ， 有 


P(E)=P(ENF)P{ENF). 


8 1. š R (759) 
P(F)=P(ENF)+P(ENF)®, 
P(EUF)=P(ENF)1-P(ENF)+P (ENP). 

把 前 两 式 代 入 第 三 式 即 得 ü 
P(EUF)=P(E)+P(F)—P(E[)F). 口 
【定理 】5. P(E)=!1 一 P(E). 
证 明 ”由 【定理 ]1 中 的 (11)， 有 ENE=4， 
P(ENE)=0 © 
另 由 【定理 】! 中 的 (12)， 有 EUE= 人 22， … P(EUE)=1. 而 由 ORILE 
理 }， 有 
P(EUE)=P(E)+P(E), P(E)+P(E)=1. 
J P(E)=1—P (E). a 
[#38] 6. P(ENF)SP(E)SP(EUF). 
证 明 HFR HENF, E, EUF, SAXRO, (ENF) S E S(EU 
F)， 故 对 于 它们 发 生 的 次 数 有 
| n(E[1]F)<n(E)=<%n (E UF). 
， 设 全 事件 发 生 的 次 数 为 n《 从 ) 二 n， 则 有 @ 


_ _n(ENF) — n(E) 
P(S F) a-m 2, Pipas = 


P(EUF)= EUP) 
n 
因此 由 人 @ 的 关系 即 得 


P(ENF)SP(E)SP(E UPF). D 
【定理 ) 7. GB: 04F6S3RIKOIERSE) 当 P(E)>0 时， 有 


ps(F)=? Aa ). (W2E3L113). 

P(ENMNF)=P(E)Ps(F) (P(E)>0). 
证 明 ” 因 使 全 事件 0 发生 的 次 数 为 n( 人 2) 二 n， 且 事件 E(\F, ENF. EN 
F, ENF 是 互 斥 事件 ， 致 使 它们 发 生 的 次 数 分 别 为 

n(ENF)=a, n(ENF)=b, n(ENF)=c, nENF) =d. 而 这 四 


@ 此 式 的 证 明 见 后 面 [定理 ]9. 一 -译注 
© ” 若 事 件 4 发 生 ， 则 必 有 事件 发 生 ， 就 称 事件 4 含 于 事件 万 ， 记 为 C AB 
BDA. 如果 ACB, A BCA, KERHA BRY, Wy A=B. — A 
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个 事件 可 用 来 表示 全 事件 ， Ék n=n(Q)= hh toda 


再 由 E=(ENF)UCENF), n E=nENF)+N (E RF)=a+b, Ë: 
ME 发 生 的 概率 为 


— —— 


—n(E) — atb _ 
R) n a+b+c+4d ` 
E, F 都 发 生 的 概率 为 
_ pn(CE 人 FE) _ a 
F nn ls ms s 


PERH E k EW fE F 3222 0 FP， 这 时 的 全 事件 ， 即 事件 E, 
使 之 发 生 的 次 数 为 o 十 b， 因 此 事件 E 发 生 的 条 件 下 F 发 生 的 概率 为 


Ps(F)= 一 全 一 


a+b ` 
OENES. SILTO RERE ` ir =. L E. A 
P(ENF) a+b+c+d atbtc+d a+b 
=P(E)-PE(F). gO 


[38] 77. 《相关 事件 的 乘法 定理 ) 没有 m 个 事件 E,，E,, …， E, 车 
P(EN EN NE,.-)>0 M 
P(EiNE:(N*…E(N,)=P(E)Pe (BEB;)Ps, cr, (Ea) 
Perne, nga -1(E,). 
证 明 当 m=2 时 ， 设 P(E,)>0， 由 【定理 1?， 有 
P(E,(1E;)=P(E))P, .(E;). 
现 假 设 对 于 m 个 事件 定理 成 之 ， 我 分 求证 明 它 对 m 十 1 个 事件 也 成 立 。 
首先 ， 给 出 事件 Ei Ez e Ew Emer HI P (EINE: N NEn) >0, 
AALE) 即 有 
P(ENE;NN "e NEn) = PENEN s [|E,)[]ËE;s, 
P(E, Q) E:N NEn) P g.nr.n-..Em (Brie 
由 于 PENEN NE>> M PENEN - | En-1 hata 
而 对 PENEN NE.) CERERA, BME 
E(E (E:N N En) =P(E1)Pe: (E1) PE, n tinens m-1(En)e 
把 这 个 等 式 代入 上 式 ， 就 证 明定 理 对 内 十 ! 成 立 。 于 是 由 数学 归纳 法 ， 定 
HAPHE. E] 
【定理 】8. 若 Ps(E) 一 P(F)， 虽 事件 E FAF 称 为 独立 事件 ( 见 [ 定 义 ]11)， 
.这 时 ` 
P(ENF)=P(E):P(F). 
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——T ,  --—— --—- --  - -— 


证 明 据 【 定 理 】?， 有 P(ENF)= -P(E)PE(F), 又 由 假定 条 件 Ps (F)= 
P(F)， 所 以 | 

P(E D F)=P(E):P (P). | = 
男 证 ” 设 关 于 事件 E， 试 验 的 结果 的 总 数 为 pz， 其 中 使 事件 下 发生 的 次 
数 为 ag， 关 于 事件 fF， 试验 的 结果 的 总 数 为 nz， 其 中 事件 F 发 生 的 次 数 为 
b， 则 


P(E)= “0, P(F)= D. 

男 一 方面 ， 根 据 乘 积 原 则 ， 关 于 事件 B 和 F， 试 验 的 结果 的 总 数 应 为 
na X ny. 使 E #IF 都 发 生 的 次 数 应 为 axb. 

PARIE) k 2 x =P(E)-P(F). ci 


NE'NF nE 

【定理 】 8 .其 m 个 事件 B;，E:,…，BEn 中 任 一 个 事件 都 与 其 余 的 (m 一 1) 
个 事件 中 的 任意 多 个 事件 的 积 事件 相互 独立 ， 则 称 这 个 事件 是 全 体 独 
立 的 ， 这 时 有 

P(E,f1E,(1::: E,)=P(E,)P(E:)--P(E.). 
ERA ”在 定理 的 假设 条 仁 下 ， 有 

Pr (E:)=P(E:), Pe, ne, (E,)=P(Es), …，PFnpi-nEn-1(E。) 
=P(E,). 

再 根据 [定理 ]7“， 即 得 

P(EN EN ve []En) =P(E1)-P(E:) P(En). (Q 
【定理 】9’. P(F)=P(ENF)+P(ENF). 
证 明 … (ENF)N(ENF)= ENENF=9, 
且 (ENF)U(ENF)=F， 于 是 由 互 乐 事件 的 加 法 定理 即 得 
À P(F)=P((ENF)U (ENF))=P (ENF) +P(ENF). 口 
注意 当然， 事件 F 本 身 发 生 的 概 康 可 以 说 与 事件 EE 的 发 生 与 否 无 关 ， 
稍 加 考虑 这 也 是 自然 的 事情 ， 下 面 也 一 样 . 
【定理 】10。 当 下 是 任意 的 事件 时 ， 寿 

P(F)=P(E)Ps(F)+P(E) PF(F), GXi P(E)>0, EH. 

y P(E)#0). 

证 明 HLE], &P(F)=P(ENF)+ P(ENF), 
HRELE], #P(ENF)=P(E)P;(F), 
- P(EfIF)=P(E)P:(F). 
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— —_ ə— oman ee | 


PCF7 一 P(E)PECF) 十 PUB)PF (F). 口 
【定理 】 10°. 若 在 El，E,,…，E, 中 ， 任 意 两 个 都 不 同时 发 生 ， 但 必定 有 
— E, HB P(E;) 世 0，i=1，2，…，n， 则 对 任意 的 事件 F， 有 
EE De a 十 P(E。)P,(F)， 
证 明 HTE, En = E, 中 某 一 个 必 产生 ， 而 任意 两 个 不 同时 产生 ， 所 
pA 


E, UE: U- dinen, E. E NNE =¢. 
因此 
(ENF)N (ENF)N (g. F) 1: NENMNF)=ENE N NENF=g. 
据 分 配 律 
F=FN 02=FN (E UE U UE) =(FNE) U(FNE,) U- u (En 
E,)， 其 中 FN Ei 二 1，2，-…, n) ENE FEE, h EENM F 
事件 FR， 根据 互 斥 事件 的 加 法 定理 ， 有 
P(F)=P(E,QF)+P(E.NF)+ -P(E F) 
= P(E )Pe(F)+P(E:)Pr:(F)+ +P(En)P:,CF}. 
(根据 [定理]7》 Q 
[381 11.〈 贝 叶 斯 定理 ) 设 P(E) 关 0,，P(E) 关 0， 则 当 P(F)>0 时 ， 
有 
p(E)Ps(F) 
Pr(E) = — EPs) +PEP) 一 
EP ”由 【定理 】10， 有 P(F)=P(E)Ps(F)+P(E)Pi) (F). 
又 出 【定理 】7， 有 P(E 站 F)==P(E)Pg(F)， 
P(E)Ps(F) P(ENF) 


.. E uo. ra a o ar a 


P(E)Px(F)+P(E)Pz (F) — P(F). 


另 一 方面 ， 由 【定理 】7 (8X113), # PE) 一 -和 
P(E)PE(F) 

w. PG i P(E)Pa(F)+P(E )P5(F) ` Ü 

[ER] 11”. RE, E» =s E, 中 任意 两 个 都 不 同时 发 生 ， 但 必 训 一 个 发 

Æ. H P(E;)ye0, i=1, 2..., n. 


m P(E )P (F) 
RU P,(E,) PUE Pa) + P(E Pe (E 十 … 十 P(E.)Pzs O 


证 明 ”由 {定理 ]10， 有 


SL 率 (763) 
_P(F) 一 P(Ei)Prai(F) 十 PLE.)Pr:(F) 十 … 十 P(E,)Peg.(PF) 。 
又 根据 [定理 】7. 有 P(E. Y F)= P(E PE, (F). 
o2 c PŒÐPa@) — Pe 
P(E,)Pe (F) +P(E1)PeE:(F) + +P(En)PE (F) 
= P(E,f1F)_ 
P(F) ` 


而 由 【定义 】13 ( 【定理 ] 7) , # PENE) 一 Pr(E)， 


l _P(EpPx (F 
因此 Pr(Ei) = EDERCEJ 下 ECEJPE(E) 十 < “十 PCEs)PznGF) ` = 


t ”在 一 般 中 专 课 本 里 ， 未 收入 贝 时 斯 定理 、 近 来 对 该 定理 有 了 新 的 认 
识 ， 而 且 如 这 里 所 讲 的 ， 补 充 一 些 预 备 知 识 后 ， 可 以 用 初等 方法 来 证 明 。; 
因此 贝 叶 斯 定理 是 否 适 合 中 专程 度 自然 就 明白 了 . 
[EM] 12. (二 项 式 概率 ) 假设 在 一 次 试验 中 , 事件 E 发 生 的 概率 为 P， 
E 不 发 生 的 概率 为 a(=1 一 p)， 虽 在 n KR, BE RE rK AI 
概率 为 cv pT.. 
证 明 ”由 于 3 发 生 的 概率 为 p， 不 发 生 的 概率 为 4， 故 在 # 次 独立 试验 中 
事件 E 在 指定 的 Y 次 试验 中 发 生 ， 而 在 其 余 n 一 ? 次 试验 中 不 发 生 的 概率 
Jpg Mar 
又 在 n 次 试验 中 ， 选 出 7 s. "种 ， 且 这 c ,个 事件 之 间 是 互 
相 排 乒 的 。 据 互 斥 事件 的 加 法 定 逮 ， 所 芝 求 的 概率 即 是 cs 个 p "q"-" 的 和 ， 
因此 是 cpa. D 
注意 ”由 二 项 式 定理 
(p 十 g) "一 B" 十 clp" -1g 十 czp" 29q3 十 … 十 cp rrg +q" 
看 出 ， 在 这 个 展 升 式 中 ， 从 首 项 开始 依次 表 出 了 m 次 试验 中 五 发 生 m X, 
8 一 1 ZX, n—2 K, + nerik, 0 次 的 概率 ， 这 就 是 二 项 式 概率 这 个 
名 称 的 由 来 . 
又 因 p 十 4 二 1， 由 互 斥 事件 的 定理 ， 右 端 当 然 表 明了 在 这 8 十 1 个 事 
件 中 ， 某 一 事件 必定 发 生 的 概率 . 
BU, n 次 试验 中 ， 由 于 事件 发 生 ? X, ?十 1 es 人 
之 间 是 互相 排斥 的 。 所 以 n 次 试验 中 事件 EE 至 少 发 生 Y¥ 次 的 概率 为 … - 
p'ep atep" g 十 … 十 c'p'q"-'《 这 里 用 到 cr et"). =" am 
率 记 叫做 重复 试验 的 概率 | 


(764) 第 十 三 章 概率、 统计 
例题 BSST 10 次 ， 求 出 1 点 至 少 出 现 2 次 的 概率 . 
解 ” 注 意 到 它 是 1 点 完全 不 出 现 和 只 出 现 一 次 的 余 事 件 ， 再 根据 【定理 )】 
12， 即 有 


a F N A n +) 5 tp . 9765625 __ 19531250_ 
6 be U) 60466176 60466176 


= 91169301 
60466176 0.616. 


S 2. 统 计 


2.1 频数 分 布 及 频数 分 布 图 

【定义 】1、 均值 nDo xo es Xa WARES, 
x, BD 
i x= t (akat eta -ne | 
【定理 1. RRE xp xx ` x; TERRO DA fe fo jw FT 


AERE | 
是 当 Zi “ni 
证 明 ”在 [定义 】1 的 xe xee x 中 将 相等 的 数据 合并 在 一 起 ， 结 论 即 
明 . 口 
【定义 】2。 频数 分 布 表 ”把 若干 数据 按 太 小 分 类 作出 的 表 ， 叫 做 频数 分 布 
表 . 一般 是 在 最 大 数据 和 最 小 数据 之 间 用 一 些 数字 作 分 点 ,把 它 分 成 相等 的 
小 段 , 使 各 数据 分 别 落 入 某 一 小 段 中 ， 把 这 样 的 数据 段 叫 做 级 或 组 .把 每 个 
组 的 宽度 叫做 组 幅 或 组 距 , 各 组 的 中 点 叫做 组 心 , 把 组 心 的 大 小 帅 做 组 值 ， 
并 且 把 分 入 各 组 的 数据 个 数 叫 做 组 的 频数 。 | | 
[EX] 35。 频数 分 布 图 “把 数据 的 大 小 作为 横 铀 ， 抒 频数 作为 纵 轴 而 成 的 . 
一 个 图 ， 一 般 叫 做 频数 分 布 图 ， 以 各 个 组 距 为 底 ， 以 各 组 的 频数 为 高 分 别 
作出 矩形 ， 这 些 并 列 的 矩形 构成 的 柱 形 图 是 最 常用 的 。 把 各 组 的 组 心 取 作 
x 坐标 ， 把 其 频数 了 芭 作 ; 坐标 ， 再 用 线段 联接 各 点 而 成 的 频数 多 边 形 (或 
叫做 频数 折线 ) 也 是 常用 的 . 
[EX] 4、 用 频数 分 布 冤 计算 均值 ”有 nn 个 数据 ,被 分 成 K 个 组 ， 各 数据 的 
太 小 不 清楚 ， 设 各 组 的 组 值 为 Xi Xr "`, Xh 各 组 的 频数 为 Ío fa, 
p 《当然 ， 九 十 玉 十 … 十 坊 二 n)， 划 其 均值 为 


$2. 统 计 (765) 
Y". fixi. 


注意 “由 频数 分 布 表 计 算 均值 ， 用 【定理 】! 这 样 的 公式 ， 在 各 组 内 数据 

均匀 分 布 的 情况 下 是 精确 的 ,可 是 在 多 数 情况 下 却 不 一 证 精确 - 即 与 [ 定 】 
1 算出 来 的 均值 有 差异 ， 只 不 过 这 个 差异 极 小 ， 以 至 可 以 忽略 不 计 硅 了 ， 
然而 有 差异 是 一 个 事实 ， 所 以 位 当 特别 加 以 定义 . 


【定理 】2. RECAI) c， 接 近 均 值 的 适当 值 ( 叫 做 伪 均 值 ) 为 2 车 设 


六 一 好 十 < Pin Ct >21 =m. 车 设 wi 的 均值 为 一 则 


x = x°” cu. 


证 明 由 w= ， 办 此 
(ÈZ )- D i(xi— )= Dra =a. 
A x + :rn IE: Di. 


又 由 于 二 PAE = 娘 ， 故 后 半 部 分 也 显然 得 证 . m “ET 


注意 ”为 了 说 明 本 定理 中 “ 仿 均值 ”一 词 ， 用 了 “接近 均值 的 适当 值 ” 的 
说 法 ， 实 际 上 ，x” 距 均值 近 也 可 以 ， 远 也 可 以 ， 取 任意 的 值 ， 上述 定 理 
都 成 立 ， 但 应 用 该 定理 于 实际 计算 均值 时 ， 取 x” 为 接近 均值 的 适当 的 ( 便 
于 计算 x; 一 x 的 ) 值 ， 对 以 后 的 计算 方便 一 些 . 

【定义 】5. 中 位 数 n 个 数据 xi, x= ` Xw 依 大 小 顺序 (由 小 到 大 或 
由 大 到 小 都 可 以 ) 排列 尾 ， 把 位 于 它 的 中 央 的 值 叫 数 中 位 数 . 因为 它 是 位 
于 中 央 位 置 的 数 ， 所 以 又 叫做 中 心 值 .n 个 数据 的 大 小 不 必 完 全 不 同 ， 但 要 
依 大 小 顺序 排列 、 通 常 当 n 为 奇数 时 ， 取 第 也 二 二 个 数据 为 中 位 数 ， 当 虽 
EARE, RES 个 和 第 所 十 1 个 数据 之 平均 值 作为 中 位 数 . 


【定义 】6， 众 数 把 频 数 最 天 的 数据 做 众 数 ， 或 叫做 最 频 值 ， -EmA 
数 分 布 图 中 蝴 高 峰 所 在 的 组 的 组 值 来 表示 


(?ée) RHEE 概率 、 统 i 计 


注音 ”对 于 中 位 数 和 众 数 ， 当 其 数据 是 由 频数 分 布 表 或 频数 分 布 习 给 出 的 
HER, 一 般 是 用 它们 所 在 组 的 组 值 来 来 示 ， 实际 上 ， 这 是 EHM. DL 
数 应当 表 为 该 组 的 左 端点 值 加 上 该 组 组 旺 c RUAA, 4 
比例 因子 就 是 该 组 内 到 中 位 数 之 前 的 频数 与 该 组 的 频数 fi 之 比 即 设 中 
位 数 为 M,， 该 组 的 左 端点 为 Xi， 到 该 组 之 前 的 频数 为 力 ， 总 闫 数 为 mi， 
则 有 MXit+ (Ef; ). 
又 ， 对 于 最 频 值 来 说 ， 也 酸 用 类 似 的 方法 处 理 . 只 是 这 里 的 比例 因子 由 众 
数 所 在 的 组 的 频数 ， 及 前 一 组 的 频数 和 后 一 组 的 颅 数 确 定 ， 即 设 众 数 为 
Mv s Xo。， 该 组 的 组 幅 为 c， 频 数 为 fp， 且 前 一 组 
的 频数 为 f-!:， 后 一 组 的 频数 为 f1 By, Fu 55 
d .C= 1-1) 

M |= XI (fo—f-1) F(fe — f) ` 

在 中 等 专业 学 校 中 ， 通 常 就 用 组 值 ， 如 图 13 一 1， 


. | 《1 Wa 
III. E 


W13- 
在 上 面 的 两 加 中， 虚线 表 众 数 的 泣 鉴 ,(1)》 图 中 众 数位 于 所 在 区 间 中 点 之 左 ， 而 
在 (2) 图 中 ， 却 在 中 点 之 右 . 
记 方 盖 为 ?3， 标 准 差 为 3， 于 是 有 
【定义 】7. 方丈 :标准 整 ( 均 方 关 束 … 方 差 ) 艾 值 与 各 数据 之 差 的 平方 和 
的 平均 值 叫做 方差 ， 把 方差 的 正平 方 当 叫 散 标准 差 ( 均 方 差 或 根 方 益 ) 。 


s= Ec- x )2， =} Le- — x)° eS 


Wai 


其 中 <“ z-i D 


注意 :是 Standard Deviation OCRE )0J 38 — BR, 也 可 用 D RRA 
wÆ, BAAR Ve riance (方差 ) 的 第 一 个 字母 了 Y 或 巡 或 也 来 袁 示 方 
3#. 


(EM) 3. QSOEE00I x xo “5 xw 0038908) fe fe … 


fi ms i=, # S= Ta Gaa x): , 


其 中 7 这 Xi. 


证 明 在 [定义 ]7 中 ， 把 fi 个 相同 的 x; 人 台 并 在 一 起 即 得 , q 
【定义 】8. 由 频率 分 布 表 求 方差 和 标准 差 ” 把 w 个 数据 分 成 K 个 组 ,它们 的 


组 值 分 别 为 Xir X2: **'s Xk, 当 各 组 的 频数 分 别 为 fi fv aia fk B$, 35 2 
4 和 标准 差分 别 为 


=l 


其 中 2 F= D f 


注意 ”这 里 的 注意 事项 与 [定义 4 的 完全 相同 . 
【定理 】4. 各 数据 与 均值 的 离 差 之 总 和 必 为 0， 亦 即 有 


3 (xi— x )=0. 


ist 


: 12 x= ka Sen . 


1=1 


` De- x)= pD e a O 


im} 


【定理 】5. (方差 的 计算 法 ) # Yl r= 则 = 1S jai — x, 
PTLD fie. 
w =i: (xi— x )° -HDi -Di +x 2 


=l 


-1 {Dis —2nx°+nx JHE 一 2 


£=1 


ni. 
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— —  . mn 
vww—s r oe mm 一 一 ”一 一 一- - _ 
š - s. — = 一 O o L 


t 

1 w 
Spi — x2, Q 
【定理 】〗 6. 设 频率 分 布 表 的 组 幅 《 和 间隔 ) e. GEWE, u= 


BJ wi 二 x 十 cu;， M `: | i ee 
则 > J = >? fiti uw 时， 有 


i. 3 fiui — 


证 明 “ eu; 二 x; 一 x”， 


z-i} b3 x’ 
cu 一 一 up sa (x; — x° 
= ficui Í fi(xi— x“) 
as L. fixi =x? = x — x” 
n > iXi x X 
k L ; 
a ll Piuu = LYN f, Ceu)? — (cuy: 
x iu Z. cui)’— (cu) 
k 
= ' Pisa r AOSA ERPE i 8 
n fi(xi— x”)'— (x —< ) 
k 1 k 
E S fix? e E e 2 人 
n 2 iX; x fixit x fi p— (x —x*) 
i -20X + X: KIH X 
= ` . 2 Fa 
= fix; 2x x + x” — x2+2x x” — x” 


` 


-+ fix? =s, GRIER) mi 


注意 ”利用 上 上 一 定理 ， 由 频数 分 市 法 计算 均值 和 


JJe, atra] 
样 ， 列 表 计 算 . Waku ü 


taas sh (769) 
例题 (TRT AE 200 Ar OAOE 
身高 


Sm ee u sa L55 1 160—165 165—170, 1 70—175175—180. 
(cm) i 


è i l 
- 人 = — i — 
' 6 | 32 | 8 2 
' i 
—arrarsauazauqaqunmanmaumanmanan S 


《其 中 ， 比 如 140 一 145 是 140 cm 以 上 ，145 cm 以 下 的 意义 .) 


组 值 x; x xi— x° maniT | fi x fiui x fiu; 
= ER IE Z 

142.5 | -20 | -4 2 | 一 8 | 32 
147.5 —15 | 一 3 4 一 12 36 
152.5 -10 | — : 28 | —56 112 
157.5 一 5 x =] | 58 | —58 58 
162.5 0 0 66 | %0 0 
167.5 5 | 1 32 | 32 32 
172.5 10 | 2 8 | 16 32 
177.5 | 15 | 3 2 | 6 18 


伪 均 值 为 x 一 162.5， 
注意 ”由 于 * 号 所 有 项 为 0， 因 而 该 代 岁 尼 项 务 项 均 为 负 ， 其 总 和 为 
一 134， 此 项 以 下 各 项 均 为 正 ， 其 这 和 zJ 54 该 栏 内 各 项 的 总 和 为 
—134+54= —80. 


解 由 c=5，x’==162.5 得 
Se ° i r. 
= x pE Ui=162.5-+- ?.-(—80 
x x " — fi i r- r a ) 


=162.5-++5(—0.4)=160.5. 


=25 x n —25X0.16=36, 
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【定理 】7、 所 有 数据 都 加 上 同一 数 o， 则 均值 增加 o。 沙 都 减 去 ec， 则 均 
值 减少 a. 但 方差 和 均 方差 不 变 ， 


证 明 HAERA xi; 土 a， 记 原 数 据 的 均值 和 方差 分 别 为 x*，s?*， 则 有 


ma-i Dato] - [> rtuti D xikamx+ao 


nai Deto- ( x ta) |=. D a 


《加 号 ， 减 号 一 改 ) 
因而 新 标准 差 也 当然 不 变 、 = 
【 定 环 】8， 将 每 一 数据 都 乘 以 常数 c， 则 均值 变 为 原 均 值 的 a 倍 ， 方 差 变 
为 原 方差 的 oz 倍 ， 标 准 差 也 变 为 原 标 准 差 的 a 倍 ( 除 以 a 的 情形 。 可 视 为 


RUZ). 
证 明 用 前 一 定理 中 相同 的 记号 ， 有 


新 均值 = 15706 = [1 Eej. 


i=] 
新 方差 = (oxi 一 x) 一 22 ati)" 
4=1 E 


2) 1 — sS l. ka 
=a 1 一 XiT X =q S a 
RAE i 


据 此 ， 新 标准 差 自然 是 as, 即 原 标 准 差 的 a fi. 口 
【定理 】9. 将 各 数据 减 去 x， 以 及 将 各 数据 陈 以 后 ， 所 得 数据 2 均 
wo, HTd2722405J225522 1. 
证 明 ”由 【定理 】 7, 各 数据 减 去 x 后 ， 其 均值 显然 为 0， 而 且 这 时 的 方 
差 也 仍然 为 ? 
但 车 再 对 以 上 所 得 的 各 数据 除 以 s， 则 根据 【定理 】 8， 新 数据 的 均 
值 和 方差 分 别 为 0 和 1， 从 而 标准 差 也 是 1. KI 
注意 REDRADO, D1 的 数据 的 分 布 ， 我 们 叫做 标准 分 
#. 
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ve .— — 


2.2 相关 分 析 

【定义 】9. 相关 ”两 个 变量 x,y， 当 其 中 一 个 的 值 奖 化 时 ， 考 察 另 一 个 
的 频数 分 布 如 何 变化 ， 称 为 考察 x, y 间 的 相关 关系 。 如 果 当 一 个 变量 的 
值 固定 时 ， 男 一 个 的 频数 分 布 也 将 相应 固定 ， 则 称 两 者 间 是 相关 的 ， 
[ZX] 10. 相关 图 “在 平面 坐标 系 中 ， 把 两 个 变量 x, y 的 数据 对 (xi， 
yi), (ws Ya), ee 描 点 所 得 到 的 图 形 叫 做 变量 x, y 的 相关 图 或 叫 点 W. 
[EX] 11. 相关 家 ”把 变量 x 分 成 xe xo o x 等 个 组 , 把 变量 y 分 
成 ye yy "° xí 等 1 个 组 ， 相 应 于 组 (xo yi》 的 频数 记 为 fa, ME 到 
的 囊 叫 做 相关 表 或 叫做 kxl 列 联 表 

【定义 】12. ARER 观察 某 集 合 中 的 变 E 得 到 (xr Yı), 
(xas X), s (xe yn) 时 ， 把 


ye G2 


2 


> (xi—x V 3 Lo (7: =y)? 


(其 中 x =L; y= Š AD 
i= i=] 
媚 做 相关 系数 ， 一 般 都 用 符号 y 来 去 示 相 关系 数 ， 
[Em] 10. 有 公式 


Dy xiyi—n x y 
y=-- s => — g a 
VE: = ENa y —ny* 
=l , = 1 
(这 里 的 x，y 与 【定义 】12 中 的 担 同 ,> | 
E S +, gd NYA. a 
证 明 由 【定理 }5， 当 x Dan, Do x)’ SE 


a1 
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> E ya Ee ag 2a ai y 
i=l 
-> xiyi—n x y 。 
[811.9 a =l eoD s =: lG yy, 
(= 1 t= 1 


= x, y = Py 
n 
i= 1 
> xiyi—nx y 


则 有 ymi 
NSzSy 
证 明 ”由 【定理 ]10， 显 然 可 知 . 口 
2 KTT 2 
【 系 】2. 7 一 一 二 一 -- 
| JE: - ME»; JÈ - 1) 
ER ” 仍 由 【( 定 理 )110， 了 明显 可 得 . " 
H 


注意 2 (xi 一 x ) (y y) 称 为 协 方差 ， 由 上 述 结果 ， 相 关系 数 可 


视 为 协 方差 除 以 x 和 ?y 的 标准 其 之 弄 而 得 . 

【定理 】11。 相关 系数 Yy 与 变量 x, y 的 测量 单位 和 坐标 原点 的 位 置 无 关 . 

证 明 ”将 原 变量 x y 换 为 新 变量 x y, 使 得 新 原点 平移 到 (xo Yo) 点 ， 

且 设 新 的 单位 长 分 别 为 原单 位 长 的 p 倍 ，a Ë (x, yo p q 为 任意 实数 )， 
于 是 有 


xi =p(xi— xo), yè =4q(yi— Y). (i=1, 2, 3, =», n). 根据 [定理 】 
7,8， 新 变量 的 均值 和 均 方差 分 别 
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为 x =plx—x) yx°=a(y—y). 
$x = ps... Sy =qs,. 


因此 新 挛 量 的 相关 系数 7 为 


2 plxi— xoa (yi 一 yo) 一 ap (x —xo)q( y 一 yo) 


nps,qs, 


s np8s,s, 


2. xiy- nx y 


注意 ”利用 这 个 定理 ， 只 要 把 频数 分 布 表 的 数据 值 看 作 分 布 于 组 值 ， 和 计 
算 均 值 、 方 差 一 样 ， 如 下 偶 所 示 可 以 计算 相关 系数 表 ， 
例题 ”下 面 的 表 是 某 中 等 专业 学 共 二 :年 级 200 名 男生 身高 与 体重 的 相关 
表 ， 试 由 此 来 算出 相关 系数 《由 中 的 数据 是 以 组 值 和 频数 表示 的 ， 单 位 取 
作 cm fü kg). 
注意 下面 的 相关 表 中 合计 那 一 栏 去 出 的 分 布 叫做 边 缚 分布 .把 数据 的 取 
法 象 普通 直角 坐标 取 点 一 样 列 于 趟 由， 排列 形式 如 表 所 表 出 的 形式 叫做 是 
正 相 关 的 。 这 时 ,相关 系数 ? 为 下 ,中 接近 于 1, 若 7 接近 于 0, 则 叫 不 相关 ， 
有 反之 ， 当 排列 形式 是 由 左上 至 右 下 窗 集 的 情形 ,叫做 是 负 相 关 , 这 时 7 接近 
于 一 1. 

总 之 ， 把 ? 的 绝对 值 接 近 村 1 的 情形 叫做 强 相关 。 


合计 Bap T 


解 ” 控 下 列 说 明 列 天 计算 ， 其 中 伪 雹 值 分 别 取 成 164，56， 
WW (1) 适当 地 取 定 伪 均 信 后 ， 由 组 值 x, y 定 出 变换 值 w，v (当然 要 
除 以 组 同位)、 

(2) 频数 六, EART UINE i Wi Bi v Td fa EIM frs 
# u 列 的 far 相 加 得 所 ， 总 计数 为 %.(2) 所 要 计算 的 值 已 由 上 表 给 出 .(3)， 
(4)、(5) 中 各 值 见 下 页 列表 : 

(3) 依次 算出 相应 的 ufu wfo vf, vf 及 其 合计 


G) 再 计算 出 到 of，v 必 sf Daio uai 及 其 合计 值 


ç 
例如 在 v=4 这 一 行 计算 已 fw vagui: (—3) X1+0X1+2xX1 
+3X244X1=0, 4X9=3f, 


(5) 检查 用 “< 人 ”连结 的 两 数 是 否 相 等 ， 如 果 相 等 则 作 In F 65 Yr 
算 ,( 续 见 下 页 表 后 ) 


X 11521155 1581161|164!1671170|173 rol st | a š 
77 ` ` i = | | 1 i E zi 49 | 3 | 21 
74 I Ë | ! | | | Ca eai t 
71 5 | | ' 1 | | | 1 | 5/25} 2110 
68 4 1 1: Í 1! 2} 1| cl]s|91 9 96 
65 | 3 | | [ia alaja! ajeji] 5 
s2 | 2 | :| 4 2 4: i| blasal56|15| 30 
59 | 1 | | z| $| yea ys] ffas ior] as | sa | së 
56 | o: ural: jas a] 40| ol o 3 0 
55 j- 2'12} 7| 81101 5] 3 43 | 一 48| 48 | 一 12| 12 

“i 3 7 j 2 60 

: 2 +. ha 

š | 82 

toe 27 | 38 | 42 | | 290 540 718 | 38 | s89 

ufu 一 20 -8] so —27 0 42 |60|45124 38| 1 1 人 

uzfu 80 tos | 100| 27 :0.42 ,1201135| 96 08| | 
EV fuv 一 1 | 23 | 28 | 12 i—49 < 
uZyfuv |48 | 66,72|24 0，11461841481389|<- 


(Du) 
Sam D4 ) 


382 _1444 
20 0 Ka 700.78, 


(ZE m Joi 让 


aSa Dvi) -> 389— 38X( 一 40) 


200 
一 "96.6。 
or v 396.6 396.6 396-6 
SuSa  /T00.18X710 ~/491553:8 — 705.4 Se. 


[8381 12. 相关 系数 Y， 必 满足 一 1 和 7 和 1. 
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" ñ 


证 明 I£ Xi 一 eh r sf eh ha Yi 十 是 


n 


2” Teui 

e e 4 z 人 AA 

T= — (R H i IE). 
Sasy 


x. . 2 '2 x y E 
Sy Sy 2 š; 


His 


[ A I ' ' i , : 

I £ 2 y. L Z a 2 

M Cp) — a = s ， )+2 = = 

所 以 有 E a = 24. P. 
—rp Kek" , 2 = S ° F PE — id — 


、 x i N2 有 
同 理 可 证 | p- y J =z- 220, Wi r<. 
—1=<r=1. ; 口 


2.3 总 体 与 样本 

【定义 】13， 总体 ”把 考 察 对 象 的 全 体 构 成 的 集合 叫做 总 体 , 当 总 体 受 时 间 
地 点 的 限制 由 有 限 个 单位 构成 时 ， 叫 有 限 总 体 ， 由 无 恨 个 单位 构成 时 ， 叫 
无 限 总 体 . 

【定义 】14. 样本 ”在 总 体 中 抽取 一 部 分 代表 总 体 作 实 际 考察 时 ， 这 抽出 
部 公 的 集合 叫 散 样本 ， 抽 取 的 方法 一 般 是 随机 的 ,为 了 特别 强调 这 一 点 ， 
有 时 称 做 随机 样本 或 概率 样本 . 

(定义 】15. 全 数 调查 与 样本 调查 ”对 无 限 总 体 村 全 部 进行 考察 是 不 可 能 
的 ， 而 对 有 限 总 体 ， 则 可 以 全 部 进行 考察 ， 这 种 爹 部 考察 叫做 全 数 调查 . 
全 数 调 查 的 典型 例子 是 ， 日 本 每 隅 五 年 进行 一 次 的 国情 调查 ， 这 不 仅 要 多 
花费 金钱 ， 时 间 和 劳力 ， 而 县 费 了 很 多 工夫 得 到 结果 后 有 时 已 经 不 适用 
了 .所 以 在 实践 中 ， 常 常 是 只 对 栏 本 进行 考察 ， 然 后 由 所 得 到 的 结果 来 导 
出 有 关 总 体 的 信息 〈 参 数 ) ,我 们 称 这 样 的 方法 叫做 样本 调查 . 

1 定义 】16. 参数 与 统计 量 。 表示 总 体 符 征 的 量 ， 叫 做 参数 ， 这 里 举 出 个 
有 代表 性 的 例 予 。 总 体 全 体 的 平均 值 ， 叫 做 总 体 均值 ， 并 用 希腊 字母 4 表 
示 ， 以 区 别 于 样本 的 均值 。 同 样 的 也 有 总 体 方差 o?， 标 准 差 g 和 总 体 相关 
系数 p 等 等 ， 与 此 相反 ， 我 们 把 由 随 砚 桩 本 的 数据 计算 出 的 特征 量 叫 做 统 
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计量 ， 通常 讨论 的 都 尽 统计 时。 为 了 区 别 统计 由 与 参数 ， 在 使 用 时 特别 标 
AN 而 以 后 用 到 总 体 平 均 WwW， 总 体 
方差 o? 时 ， 就 不 再 一 一 注 明 总 体 字 拌 了 ， 

参数 是 总 体 集合 固有 的 值 ， 而 统计 量 仅 仅 是 由 随机 抽取 的 样本 而 得 到 
的 量 . 这 些 量 将 随 所 抽取 的 样本 不 同 而 不 同 .因而 在 实际 考察 中 并 不 只 取 个 
数 为 上 的 一 组 梓 本 .所 以 对 每 个 样本 组 来 说 ， 就 应 求 统计 量 有 多 大 的 分 散 
《这 叫做 样本 误差 ). | 

在 实际 中 参数 常常 是 不 能 直接 求 记 的 ， 因 此 由 样本 的 统计 量 来 估计 参 
数 就 成 了 统计 学 的 任务 之 一， FERH (S Rea yl EL X: £. 


代表 信 | £ #⁄ (总 体 ) E # 让 W G 本 ) 
= N (N — tico) x n 

(数据 ) | x, X, ee, Xs Xis Kar "°" Xa 

均 "í mi Px x kaa 

方 2 -yO Ki) | s DDE 
kasa a Be- I x sua ee 


注意 BENT, 方差 的 计算 都 页 除 以 n， 这 只 是 求 总 体 方 兰 或 n 相当 大 
时 使 用 的 方法 ( 当 n 很 大 ,. 例如 在 100 以 上 时 ， 除 以 n 与 除 以 n 一 1 Fig 2: 
范围 在 1% 议 下 ,这 已 不 算 什么 问题 了 ). 但 是 可 以 证 明 ， 当 nn 不 很 大 时 ， 

除 以 n 一 1 而 得 到 的 是 总 体 方 其 o? 的 无 偏 估 计 景 ( 除 以 n 反 而 偏 小 ) .为 了 
直观 地 理解 这 一 点 ,在 #a 个 观测 值 没有 别 的 任何 约束 时 ,只 贷 求 这 nn 个 观测 


信和 的 均值 ， 除 以 n 即 可 ， 但 对 二 nn 个 偏差 (xi 一 x Rd, E DE 
4， 其 和 为 0, 这 就 是 一 个 约束 .所 以 给 出 (n 一 1) 个 偏差 后 ， 镜 下 的 一 个 偏差 
由 这 个 约束 条 件 来 确定 就 行 了 .因此 我 们 说 自由 变动 的 偏差 个 数 (或 自由 
度 ) 是 n 一 1, 亦 即 在 求 偏 差 平 方 和 的 均值 时 , 要 记 住 是 在 用 自由 度 n 一 1 去 除 。 
当然 ， 也 可 以 这 样 来 解释 ， 在 确定 数据 的 平均 值 x 时 ， 已 使 得 自由 度 减 少 


了 一 个 . a PN hp U D Y P 
做 无 偏方 差 ， 
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[381] 17. 随机 抽样 法 这 万 SAB BEIER SBS E. 为 了 求 得 某 个 
总 体 的 信息 ,调查 设计 者 利用 已 有 的 结果 ,抽取 特定 名 嵌 本 进行 老 罕 ， 我 们 
ilhan. RO. simulans asya pim 
取 时 ， 这 就 串 仇 随 机 抽样 法 .使 用 随 矶 抽样 法 ， 可 以 用 概率 理论 来 估计 样 
本 误差 的 大 小 ， 

要 使 用 随 视 抽样 法 ， 可 以 先 按 总 体 的 数目 作成 签 ， 从 中 抽出 代表 样本 
序号 的 签 ， 从 而 决定 标本 ， 这 是 一 种 理想 的 方法 . 但 由 于 作 签 很 麻烦 ， 可 
用 随机 数 表 ， 完 在 总 体 集合 中 ， H 1 SIN 依次 编号 ， 再 利用 随机 数 表 ， 全 
Bte N 小 的 个 数 ， 然 后 把 相应 二 这 些 番号 的 个 体 作为 样本 就 可 以 了 ( 关 
于 随机 数 表 ， 参 看 【定义 }20). 

【定义 】18。 系 统 抽样 法 为 了 减少 读 随 机 数 的 次 数 ， 约 定 小 数 点 以 后 的 


数 四 含 五 入 ， 且 约定 抽取 间隔 为 4 一， 在 路 所 数 表 中 ， 读 出 @ 以 下 的 


ANY o. HARPES a, atd. a+ 2d, s a+(n—1) 4 的 个 
体 作 为 样本 的 方法 叫做 系统 抽样 法 ， 

由 于 定 d 时 四 使 五 入 ， 车 ac+nd 小 于 N， 则 样本 数 不 变 . 但 也 可 能 

H3la+(n—1)d 大 于 N 的 情形 . ATTAT AGGE ERRE E A. 
此 外 当 总 体 集合 的 排列 次 序 有 某 种 周期 性 时 ， 特 别 当 抽取 间 踊 与 这 个 周期 
或 它 的 倍数 一 致 时 ,统计 景 将 随 出 发 点 的 变动 而 有 较 大 的 变动 从 而 成 为 样 
本 误差 其 大 的 方法 ， 潮 且 它 还 有 一 个 很 大 的 缺点 ， 就 是 不 能 从 样本 来 估计 
误差 
[832] 19. 分 层 抽样 法 ”比如 在 城市 ， 农 村 ， 居 民 区 或 商业 区 作 调 查 ， ` 
事先 以 划分 总 体 的 情报 为 依据 ， 把 总 体 划分 成 著 干 组 ， 然 后 在 各 组 中 抽取 
样本 ， 这 祷 抽 取 全 部 祥 本 的 方法 叫做 分 屋 抽取 法 . 分 组 的 工作 叫做 分 层 ， 
分 诬 后 依 组 的 大 小 。 按 比例 确定 各 组 抽取 样本 的 数 上 月 ， 然 后 从 各 组 中 独立 
地 抽取 样本 。 这 柱 的 抽样 法 宠 常 用 的 ， 
【定义 】20、 随 机 数 表 由 0 到 9 的 10 数 字 具 有 相同 的 出 现 概率 ， 将 其 以 
随机 的 顺序 列 成 表 ， 此 表 蚊 做 均匀 分 布 型 随机 数 表 。 又 因为 这 是 最 常用 的 
随机 数 表 ， 所 以 也 叫做 随机 数 表 。 另 外 还 有 正 态 型 随机 数 表 《由 正 态 分 布 
的 随机 数 而 得 )，B 型 随机 数 表 ( 由 有 分布 的 随机 数 而 得 ) 等 等 . 

同一 种 随机 数 表 (均匀 分 布 型 随机 数 表 ) 也 有 多 种 类型 ， 比 如 附录 10C& 
页 ， 那 是 在 多 达 40 页 的 40000 个 随机 数 构 成 的 所 谓 JIS (日 本 工业 规格) 
随机 表 中 随机 取出 的 两 页 (第 30 页 和 31 页 ), 但 已 基本 上 够 用 了 ， 

要 得 到 随机 数 ， 还 可 以 在 下 20 向 体 的 各 个 面 上 把 0 到 9 的 十 个 数字 
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ZERA, 这 样 就 得 到 了 一 个 可 以 应 用 的 所 谓 。 “随机 数 般 子 " 了 。 近年 来 ， 
PERETANE ENZ. 


2.4 期 A 值 


【定义 】 el 期 望 值 XE X ZE xy X21? "st Xn 中 取 值 ， 当 取 这 些 值 的 概 
率 值 分 别 为 pp p:，…，pn 时 ，(pi 十 p: 十 … 十 ps 一 1)， 把 xipl 十 xzpz 十 … 
十 xsps 叫做 变 景 X 的 期 望 值 ， 记 为 E(X). 特别 地 ， 当 义 是 货币 了 时， 把 
它 叫 做 期 望 金额 或 叫做 期 待 金额 。 i 


注意 EE 是 xpsctation， 或 太 说 总 Expected value 的 第 一 个 字母 ， 
若 数 据 xi X> ° Xr 必定 出 现 ， 且 蚀 现 的 概率 是 相等 的 ， mj 它 们 都 是 
1 = s š 

一 ， 因 而 x 一 二 (十 za 十 … 十 xn) 满足 上 述 条 件 ， 从 而 均值 也 是 期 望 8, 


反之 ， 也 可 以 把 期 望 值 作为 均值 . 
不 过 ， 我 们 看 到 ， 以 上 的 定义 只 是 在 变量 义 的 取信 xo xo s XJ 


有 限 个 或 者 可 数 个 的 离散 变量 情形 下 作出 的 . 出 于 以 后 讲 正 态 分 布 的 需 
要 ， 下 面 还 要 补充 连续 变量 情形 下 的 定义 . 


【定义 】22、 期望值 (连续 变量 》 若 帮 函数 jx 满足 O X|” rO) 
dx=1, HÝ 


P(X<x) -| ep 


则 把 了 (x) 叫做 义 EREEREER. 当 | [x {f(x) dx 
E(X) =| xÍ(x)dx 


叫做 x 的 均值 或 期 望 值 ( 连 续 变 量 )， 

LEX] 23. WESE ”对 于 变量 X 可 能 取 到 的 各 值 ， 将 它们 出 现 的 梳 率 
的 分 市 状况 表示 出 来 ， 所 得 到 的 就 叫做 X 的 概率 分 布 . 

【定义 】24. 二 项 分 布设 在 一 次 试验 中 ， 事 件 瑟 发 生 的 概率 为 P, 而 n 次 
独立 试验 中 , 事 牛 E 正好 发 生 x 次 的 概率 为 PRLx) ， 且 1 一 p 一 4， 根 据 本 章 
$ 1DEFE]12, fí 


p(<x)=cxp'q""*, 


(tso) ana 概率 、 统 计 


一 


— a. 


在 上 次 试验 中 ， 设 事件 三 EIKI X, FX W 30, 1, 2, 
°. T, ..., n Ë HE R z2? 分 别 为 


Q ol po, espi: sy Y D QU L) sss; p", 
这 正 蚜 二 项 式 定 理 的 展开 式 

(p+q)'=p"+ cà pq 十 cr 十 … 十 cip"q "十 … 十 p" 中 的 各 项， 
所 以 把 这 样 的 概率 分 布 叫做 二 区 分 布 。 | 


【定理 】13。 在 二 项 分 布 中 ， 均 值 为 4 二 np。 方差 为 I? 一 npq, Fr WE 2 
I o= npa 。 


证 明 ` j=E(X)= x xp(x) 


=0+ caq + 1-ci pq 一 十 2.capQ 2 


十 … 十 7- cr pq + +n'cs p". 


Z =_ n _ — n'(n—1)! +-1 
由 于 7e; rn—7r)!  (r—1)(n=r)! 


所 以 ==0+ nc! pa"! + nci- pg He t neiii p'a 
下 
=np(cs-14 十 ci-tDq 十 … 十 cf DG 十 … 十 c8p” 3) 
=np(q+p)' = np(.. q--p=1). 


o -Pe pq (xu) 


-P's c+ pq “(x’—2 npx+n?p?)} (.. u=np) 


> XC q"*—2np P ves p" q""*+ n°p Ère qu 
又 由 上 友 的 证 明知 


` n 一 
$c; Pu `= hp, 


3 三 ， 


S2% 计 (781) 


又 因 人 ci prq'*=(p+q)"=1, 


x= U 


"De pg “一 pnp: (H x= x(x—1)+ x) 


=n(n—1)p°'(q+p)'2+ n p— rnp 
=np—np`=np(1—p)=npq. 


o= Vnpq - O 


a=) 


另 证 has S aji > prg"-*， 根 据 二 项 式 定理 有 


《aq 十 pt) 一 2a pq t 


x =Ü 


两 端 再 对 t 求 导 数 ( 视 x, p q 为 常数 >》 则 有 


npa + pt)" = c: a wi (*) 


y = Ü 


于 其 中 取 t=1, Hi + 
p+q=1, MJ vci p’q'-*=np, 


c= 2, 2% pg" (x— u)" 


= 5.) xc pqg *—2np Y xc; pd 
x=0 x= u 
tnp Rci p X "pg 


#=9 


sk P EE ”概率 、 统 计 


eee m — --— 


由 于 Do pr =(p+q)"=1, 
Ss pa ap 
ee pe cž p'q "一 12D2。 


x= 


于 (。) 式 两 端 乘 以 二 (S npt(q-rpt)'" Èa P'q “xt"， 骨 对 + 求 导 ， 


即 有 
np(q-+pt)'''+n(n—1)p'u(q-r pt)? 


” 


= jci pat (n poq x 为 常 数 )， 再 令 t=1， 由 于 p 十 


=l, ERWA =v tnp, 
[j — Z==-np--na(n—1)p'=np(1—p)+np'=npq+np 

.. g2:=npa. g 
注意 ”实际 上 使 用 偏 微分 方法 ， 勿 需 什 么 技巧 即 可 以 简单 地 作出 证 明 ， 
【定义 】25， 光 松 分 布 ”在 二 项 分 布 中 ,常见 到 这 禅 的 情形 ,事件 巨 出 现 的 
概率 P 卫 很 小 ， 而 n 却 相 当 大 ， 当 视 疙 积 np=m 为 一 定时 ， 取 nn 一 的 极 
限 ， 并 把 所 得 的 概率 分 布 记 为 


则 称 此 分 布 为 油 松 分 布 ， 


注意 当 松 分 市， 在 研究 时 Si 中 ALMA DATAE jo 用 处 特别 大 例 
如 ， 对 熟练 工人 的 操 ! ERIR diti DES, t: i rasha. 56 3 LK DE h :水 分 f 
Es, FEER, Bi npm, fy 


Yn- n! m oies 
$ == — 
p q x1(n—x)! E n / { 


s e a 


1! 


故 得 1im Cn p" q” “一 £ m . 


【定理 】 14 HADAI J =m, DER = m， 标 准 差 为 go = 
Mm 


` a = -m m` -M 人 m m*o! 
证 明 5 =E X ) == > x€ —- =e a L L OSP 
ai = x! (x =1)1 


il: si E706 1 e RA 


OPOE | mi, mm! 
as ie ras aE =i (x—1)1 
于 是 u=me"-e"=m, 
E o pe. )°e poa w) 
zao 
=e" G 一 2 mx+ m?) 一 ¿al l PS u= m) 
x=0 0 ) 


r. 
Y 


. 3 x ai x 
- a m - ` m . 。 m 
=e" 2 x- —2 me 2 dj-nie™" 2 š 
x mi 


x=0 x! X= xX=Y xi 
Èe ne 
BT aD y = : 
x= 1 
Sia 
y> m = 
xl 
k V 


= e" 2o — Í m' . m — m 
e | x(x—1) Fr 人 ix _ | m 
s: | m“? BL: 
=g "|m ea +m - |" 
> Èi 


=e""(mše"+ me") —m°š 
=m:+m—m =m 
o2=m, `. o=. m : 口 
[EX] 26. ESZE 当 增加 时 , 二 项 分 布 形成 明显 的 对 称 分 布 形式 ， 


A 7J 
= a ARAR, 并 让 nn 一 eo 时 ， 有 


_ (x= np) 


i : š 
etae a Wb Ee 


上 式 中 ， 代 入 二 项 分 布 的 均值 4 二 np， 方 差 o2=npq 后 , 令 左边 为 f(x), 
可 得 


(x-u)2 


We — 
~ 


1 202 I 
= /oe . @ 
把 @@ 式 确定 的 理论 分 布 ， 叫 做 正 态 分 布 . 
注意 ”由 二 项 分 布 导 出 油 盐分 布 的 方法 ， 尚 可 以 理解 ， 不 过 @ 式 的 推 
导 ， 却 超过 了 中 专程 度 ， 理 解困 难 ， 这 里 只 作 一 个 大 概 的 说 明 , 当 ”相当 大 


Bj, PJI MK yAK ZA \ 式 n= 2an n'e~" XH. 因为 ， a sm T 
~/npa 


一 时 ， PEE =np(1+1/ -9 apa an <. n= 时 ，YX 一 co， 从 
而 又 有 
n—x=n—np—t./npq 一 ngf 1 一 xE ). 
N 


nq 
po 当 n oo 时 ， 有 nxan, 


| $2. 统 H (785) 
AHE, FOR TPEE Z; V i= O 2an ne 总 有 
x1=,/2xx x e, (n—x)t1=,/ 2m(n—x) (n—x)" e"> 。 据 此 ， 


有 


p(x)= c; pg" ae- - nio p qa" 
x1(n—x)! 


= __ Nnn p 
A/ 27x(n— xx ajx (n=xY 


l WSA Bi nq MN"™* š 
一 一 | tq e s = ppł p" , 
A/27 V; >l x / \ h—x J ( n nn n ) 


m esa ie ry 
及 (LE A NE 
ESHLI, HRR, 3 

Ino=— x In i+: Wi G= -Din(i+V 2). 
代入 x，n 一 x 的 表达 式 ， 又 得 

inQ=— (npt yapa l(t -4 )- (nata). 

(i P. y, ) @ 

此 外 ， 当 x ZA, FHE 

wass 
则 @ 式 变 成 

ln QT — (uptty/ npa ) Gf- da. — qt À 


np 2np 


— p _ pt ) 
BEF OPNA w, _ pt? 
. (nq t./ npa ( "| n: = 


(786) aHan TUR, GH 


— — — Am 一 一 一 一 一 ~ 一 一 一 
- 


st 


~ — (tn tar — ee. “p hpa bp -2 ) 


| 


《 政 去 了 分 母 含 / n 的 项 ) = -5 ELEY A 


('. p+4q=1). 


° 2 
Q= ç 
2 i _ (x= npy2 
` 2 ` anpd ~ 
a s =E ~ 2Tnpq 
(x=)? 
2r O c 


EOS MAN, DARENT PERZ, WCS. L, MV SEE 出 na 


6, n=10, n=20, n=50, n=100 J (WA 13 一 2) 由 图 象 来 理解 上 
述 结 论 还 是 不 困难 的 。 


O i è a 4 6 6 7? š 9 101112 15 1415 10171819 


图 13-2 
另外 ， 上 面 的 正 态 分 布 是 作为 一: o 式 导 出 来 的 ， 而 二 项 
分 布 的 变数 x 在 正 整数 0，1，2，3 … 中 交 化 ， 姨 离散 型 的 分 布 。 至 于 正 访 
分 布 却 是 不 仅 对 整数 ， a SK cosas, 布 。 这 是 应 该 


| $2. 统 H (787) 
BEA NiE, 【定义 j26 中 的 表 这 式 ， 不 能 认为 和 二 项 分 布 表达 式 
及 泊 松 分 布 表达 式 一 样 ， 具 有 相同 意义 下 的 概率 (因此 在 @ 址 中 把 p(x) 改 
写成 1(x)). 由 于 x 在 这 里 是 连续 变数 .所 以 @ 式 实际 上 是 确定 x 的 概率 密 


度 的 表达 臣 ， 如 果 不 给 定 x 值 的 范围 ， 就 不 能 确定 出 概率 值 来 . 例如 x 落 
在 区 间 [o，b] 内 的 概率 为 
1 s (r ax. 
ee |: da. 


正太 分 布 是 一 种 重要 的 分 布 ， 日 本 出 专 课 本 中 都 要 讲 到 . 但 值得 注意 
的 是 。 它 的 证 明 需 楼 较 多 的 超越 中 专 课本 的 知识 ， 
_ @- m 


DER] 15. EBAH IOS, ve “” 《<x<) 的 均值 为 
n, HÆK oz (从 而 标准 益 为 c) 
证 明 hassut- RULER, HAERA 


ECO 一 人 TO (u+x- u)f(x)dx | 


-| Lf (x) dx +| Giax, 
因为 4 是 常数 ， 所 以 


和 


° pdx=n( fax=n C | jx) ax=1). 
[es j. 


又 设 x 一 n 二 y， 则 dx 二 dy， 且 当 x— + coBf, y += (FRO. 
于 是 有 


因为 右边 的 被 积 函数 为 奇 孔 数 ， 所 以 它 的 积分 值 为 0， … E(X)=u. 
其次， 设 方差 为 V(X)， 则 有 . 


vo =E[ x- E(x) -| (z—EG0)(04x. X$ =u = >, 
则 有 "N 


(788) 第 十 三 章 概率 、 统 计 


1 ° 
2 
一 Cr 
和 
- ; “aR. Q Š ' B a 
= | J ° dx=0°. O 


注意 ”该 证 明 实际 上 是 af f(x)dx 二 1 为 前 题 的 . 这 仍然 超越 了 中 专 
敌 材 的 内 容 。 这 里 介绍 一 下 用 重 积分 的 证 明 方法 ， | 
取 1=| ax 积分 变数 x UTRA y. 所 以 1 一 人 e-ngy. 
0 0 i 
mmm, 9 ref e La i 


`A ip 
e Ad. 


-| Š e "V dx Jay. eA 


这 个 积分 表示 曲面 z=e ”与 xy 平面 所 围 空间 中 x 之 9， y>0 那 部 分 的 
体积 ， 痪 成 极 坐标 进行 计算 印 为 


— —— 


$2. 统 计 (789) 
He ERZ, H : 


š i e dx=21I=,/x. 


KH, W x= - Hj dx =o ， 积 分 范围 不 变 . 于 是 有 


再 把 和 改 为 x， 并 除 以 Vr ， 即 得 


《xb 入 


， ° 1 一 Wes 
j | Jon G 6 ka dx= 1. 


IRI -1. EXE X 服从 总 体 均值 为 x， 总 体 方差 为 o° 的 正 态 分 布 〈 记 Æ 
N(4, o°)). 则 对 任何 实数 a( #0) Wb, SER y=aX+b AR MA A E 
为 ay+b. 总 体 方差 为 ato? 的 正 态 分 布 N(an-tb, aa’). 

TA 由 【定理 17.8 显然 总 体 均值 为 uk 十 b， 总 体 方 ÆJ oo, 现在 
证 明 其 为 正 态 分 布 . ìk a>0, KET 实数 Y, yy1<y2), 事件 nn 


y<&x) ) 5 | PAYI: 上 [sox+e=y J={ 22 <x< A 


2D 1. ih X UA NC, o) k 


< 
PAKIS) = p (- A 2 二 2 ) T | E: 
a 1 C us 
-| Ja o 
若 将 其 中 积分 变量 x 换 成 y»， 因 dy=adx， . ie 
uv (au 
i BLIS fni ga em dy. i 
* 【定理 ]7.8 REFRAIN 83, ERER EIM, SRE 


He (ap +5)] z 
HAR ERRER L HE 8k: yh E GA = "= SS e 2， 状 而 可 见 y 


的 均值 为 atb, DŽJ a20. ——E i N 


Kao) 第 十 三 章 概率 、 统 计 


——. — .— — —Y_ N — — 
— 


该 式 证 明了 y RAES A N(an-+b, ao’). “EJ 
DRI 2. 3 X 服从 正 态 分 布 NU，o5) 时 ，? = “于 人 也 服从 正 态 分 布 ， 
这 种 正 态 分 布 叫做 标准 正太 分布. 

证 明 IRN 中 ， 取 o= - O b=—- 2 BJ8. | D 


[38] 16. 《中 心 极限 定理 ) 议 随 机 变数 了 X,，X2，…X， 互相 独立 ， 且 
其 有 相同 的 概率 分 布 ， 义 设 均值 为 a, 52233 o, W 


R=- (XXH Xa) 
的 概率 分 布 的 均值 为 u DA- , Hin AN, AA ERREF 


ESAW. WREN, X EDURA DOS a, DA L-WES fi. 
注 贩 "该 定理 是 十 分 重要 的 ， 但 证 明 又 是 较 难 的 ， 故 从 咯 . 需要 注意 的 
是 ， 该 定理 中 的 各 个 Xi 的 均值 ， 方 差 等 都 是 有 限 值 . 且 服 从 同一 个 分 布 .. 
不 过 分 布 的 形式 不 受 限制 ， 但 是 在 该 定理 中 ， 当 nokt, #n 3 RS 39 Ë 
天 的 分 布 视 为 正 态 分 布 就 不 正确 了 。 这 是 因为 n> 时， 方差 要 变 为 0 的 
缘故 。 

然而 ， 当 Xi 的 分 布 因 为 正 态 分 布 时 ， 改 的 分 布 却 与 # 的 大 小 无 关 ， 
都 是 正 态 分 布 . 
2.5 统计 的 假设 检验 | 
【定理 】 (ANWES) 设 随机 变数 X 的 均值 为 4， 方 差 为 07. M 当 
k>0 Br, JEX 其 均值 之 次 的 绝对 值 不 小 于 ko 的 概率 不 大 于 -pz-， 也 
就 是 说 

p(X— u2ko)< -r . 

证 明 x ESOB S 3, ZAM xi 的 概率 为 p;, 3823522095 38 


g= Tios ` n) pi. 


k=l 


把 这 个 和 分 成 1xi 一 pj <ha 15] xi— ul Sko 的 两 个 部 分 ， 县 分 别 记 为 
有 人， 则 由 于 各 项 都 是 正 煞 ， 有 


8$ 2. 统 W (791) 
Popers (xi— u)°Pi 5 (xi— u)’ Pi 之 Zs, (xi— 4) "Pi. 
Rp, 对 于 之 ,. 部 分 ， 由 于 有 (xi 一 4) ko’, PAS s R. ( xi 一 
op 2h’o p 22 Pi. 
又 因 Sip =P(|X— u Z2ho), FKA 
ozko- P(X- u ko). 
P((X— z 2ko)< i. 
又 若 X 连续 ， 则 根据 o? 的 定义 ， 有 
o = (x— 1)°f(x)dx. 
把 这 里 的 积分 范围 分 作 |x 一 ul<ko M ix- ulko BiN x 区 间 ， 且 分 2 
用 | 、| 表示 在 它们 上 的 积分 ， 则 有 


g 人 (x— u)°Í Godx=|， (x= HI dx | (Ñ ay (x)dx 
= |c- n)?f(x)dx 


=kRšoš |. J(x)dx=k'o*P(| X— u 2 ko). 


从 而 可 得 到 与 上 面相 同 的 结果 ， s. El 
注意 ”这 里 的 定理 是 以 概率 的 形式 表达 出 来 的 ， 而 一 般 的 统计 中 却 用 频数 。 
设 取 变 量 xi 的 频数 为 f;， 总 频数 为 YN。 并 且 设 满足 | xi n] ko 的 xi 的 


频数 为 半生 MNSE SORE a ul <ha 的 xi KIAR A N- NU 
i iie 


S NN >= —)s. `` s 


3 DUN EE E aT 0 r l RER E FE — e, 是 统计 学 的 <- 个 2% 定 
丙 ;: 适 合 于 任何 形式 的 频率 分 布 、 例 如 对 任意 的 总 体 ， 设 其 均值 为 š, 39 
TEH o NWE 4 一 3 o <xi<u+3 o 的 变量 xi 天 示 占 全 数 N 的 906 ,3P 
县 这 对 任意 的 分 布 都 成 立 ， 故 也 适用 于 标准 正 态 分 布 ， 于 是 因 o = 入 WA 


(792) AtEm 核 率 、 统 计 


:4 1 pE SS ' Š, 
| 2r 名 Gx>! — ht: ii 
这 里 ,对 于 各 种 值 都 可 以 计算 出 左边 的 积分 值 来 .例如 Rž Sim, 积分 什 


为 0.68269; k=2 BF 0.95450; k=3 时 为 0.99730 《 末 位 的 4 都 是 有 效 


数字 )， 比 右边 大 很 多 ， 所 以 对 正 态 分 布 而 育 ， P wat gus A a 
当 差 的 ) 


【定义 】27。 贝 努 利 试验 ”在 重复 进行 独立 试验 时 ， 把 其 结果 只 有 成 功 和 
失败 两 种 情况 发 生 的 这 类 试验 叫做 贝 努 利 试验 ， 


【定理 】18.《 贝 努 利 定理 : 贝 努 利 大 数 定律 ) ERRA p tia k P 8 
利 试验 序列 中 ， 设 前 n 次 中 的 成 功 数 为 x， 则 对 于 任 给 的 a(e>0)， 有 


lim P (i <2)=1. 


证 明 EMRA PIE a TEN, UERR e M 
OBB, MIRIP, VAI, RRINNRERE 


(2-2 a 1< p ' 
oY)> 1 
aena 于 是 有 


(2 -<e)>1-- 到 


MI, HEF etti, n 的 值 取 得 很 大 时 ， 谈 式 的 右边 i iF 1, 
”也 就 是 说 定理 成 立 ， 


注意 ”大致 说 来 ， 当 ”很 大 时 ， 观 测 比 率 之 可 以 任意 接近 p。 所 以 党 m 
把 这 一 事实 叫做 ( 贝 努 利 ) 大 数 定律 ， i 

EERI 28. -统计 假设 为 了 研究 总 体 的 分 布 而 事先 作出 的 假设 , üU i 
HER. 这 里 有 两 种 假设 ， 一 是 关于 总 体 的 分 布 形式 的 假 诈 ， 二 是 在 给 定 


城 假设 ) 总 体 分 布 形式 下 关于 分 布 的 参数 的 假设 。--- 般 来 说 统计 假设 专 指 
后 所 种 假设 ， I. a N 


$ 2. $2. 统 $T (793) 


— 一 一 一 一 一 -一 一 


”有 的 假设 ， 也 可 以 先 有 沧 干 个 ， 选 抒 其 中 的 一 个 作为 检验 对 
人 象 ， 从 而 通过 概率 的 考 虚 来 推断 这 一 假设 是 否 正确 ,我们 把 这 个 作为 检验 
对 象 的 假设 叫做 检验 假设 .而 把 检验 假设 以 外 的 假设 叫做 备 择 假 设 《或 中 
独立 假设 )。 - 

= 一 般 脱 来 ， 要 表 定 英 售 看 法 ， 必 须 有 丰富 的 例证 .而 要 否定 它 ， 却 由 
玫 举 出 一 个 反例 就 足够 了 ， 作 为 统计 推断 也 完全 一 样 . 如 果 假设 在 正确 的 
杀 件 下 ， 认 为 发 生得 不 多 的 结果 郊 出 现在 样本 观察 中 ， 假 设 的 真实 性 就 会 
被 否定 。 另 外 由 于 这 里 仅 限于 对 样本 的 观察 ， 所 以 即使 肯定 其 反面 的 事例 
是 多 数 ， 也 不 能 说 检验 假设 已 完全 得 到 了 证 明 . 因此 作为 检验 假设 ， 倒 是 
出 缀 否定 的 情况 为 好 .我 们 把 这 种 处 于 否定 命运 的 假设 叫做 归 密 假设 《但 
归 必 假设 只 是 检验 的 手 仅 ， 目 的 当然 着 限于 它 的 备 择 假 设 ).， 

【定义 ] 28、 错 误 若 一 个 假设 成 立 的 可 能 性 很 小 ,从 而 被 否定 时 ,就 说 拒绝 
这 个 假设 . 反之 ,一 个 假设 被 肯定 时 ,就 说 接受 这 个 假设 .在 统计 检验 中 ,有 
可 能 误 把 正确 的 很 设 判 为 不 正确 的 假设 而 加 以 担 绝 ， 这 种 错误 叫做 第 一 种 
错 洪 反之 ,不 正确 的 假设 也 有 被 误 判 为 正确 的 而 被 接受 ,这 种 错误 叫做 委 
二 种 锥 误 ， 在 统计 的 假设 检验 中 ， 常 常事 先 规定 把 第 一 种 错 恋 的 概率 凶 为 
x, 这 叫做 显著 水 平 或 危险 率 .而 把 犯 第 二 种 错误 的 概率 记 为 8.1 一 8 的 大 小 
叫 散 检验 功效 .检验 功效 是 在 检验 假设 不 真 时 拒绝 该 假设 的 概率 .作为 假设 
检验 的 六 法 ; 自然 是 希望 发 生 第 一 种 错误 的 概率 尽 可 能 小 ， 检 验 功效 尽 可 
BR. MIKY x 是 根据 问题 事先 规定 的 ， 一 般 选 为 5% R 1%. 

f 环 丸 ] 30， 抠 续 域 ” 在 假设 检验 中 ， 实 测 的 统计 量 位 于 其 中 时 ， 假 设 就 
被 拒绝 的 区 城 帮 数 拒绝 域 . 
统计 银 设 检验 的 步 晤 

(D 确定 总 体 ， 对 它 的 分 布 作出 统计 假设 (~ - 般 说 来 这 是 检验 工作 

之 外 的 事情 ) 。 

《2) 根据 这 个 假设 ， 求 出 关于 样本 的 基本 统计 量 的 样 东 分布。 i 
DOVEAEARE, MEERKATNENKR, BERRE 
域 和 换 受 域 两 种 区 域 . 

以 上 冯 是 理论 步骤 ， 下 面 是 具体 的 作法 . 

(4) 作出 随机 样本 ， 测 定 问 题 的 统计 时 的 值 ， 若 这 个 值 落 入 拒绝 域 

中 ， 则 冤 定 假设 ， 

(5) 著 实际 测 得 的 统计 量 的 值 落 入 接受 域 ， 则 假设 不 能 澈 否定 ,4 可 是 
也 不 能 被 肯定 ， 一 般 说 来 ， 必 须 作 进一步 检验 . 
【定义 】351， 双 侧 检 验 . 单 侧 检验 ”检验 的 拒绝 域 在 接受 域 的 一 傅 时 ， 电 这 
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Aaa t. 若 拒绝 域 在 接受 域 的 两 便 时 ， 叫 做 双 侧 检验 。 单 侧 检 ` 
锥 第 常 是 在 对 特定 方向 有 怀疑 的 情形 ， 或 者 仅 关心 特定 方向 的 偏差 《比如 
只 关心 电灯 炮 寿 命 偏 短 的 问题 ) 的 情况 下 使 用 . 


mex 32. - Raga REREN a= Die 当 总 体 服 从 均 të 21 


AA 


f, DEN o2 的 正 态 分 布 时 ， x 服从 均值 为 w， 方 差 为 -和 ma. 

即使 总 体 不 是 正 态 圭 分 布 ， 但 当 ” 相 当 大 ， 而 总 体 方差 oz 已 知 时 ， 也 可 
了 为 x 的 标准 误差 ， 亦 即 3 仍然 有 以 总 体 均值 4 作为 中 心 的 正 态 分 布 
(总体 均值 4 常常 是 未 知 的 ). 换 句 话 说 ,由 于 含 于 (已 算出 的 ) 两 侧 的 适当 区 


何 内 的 概率 已 知 . 可 用 表达 式 p(X 一 a</< X +a) =p, IH XE k 

均值 4， REPKA —a, x tal 叫做 总 体 均 值 u 0539245 EJ, “xta 

叫做 置信 和 界限，p 叫做 置信 度 ， 置 信 度 就 是 1 一 c，c 为 危险 率 , 这 里 a 

常 取 作 标准 误差 的 两 倍 或 者 三 位 《比如 o 已 知 时 ， 置 信 度 鸭 95% engi 
_1.980_ 1.960 N - ; 

均值 之 置信 区 间 即 为 x* 一 = <a s z ua <=). 


` 又 当 总 体 的 方差 oz 为 未 知 时 ， 可 以 用 样本 方差 St 作出 0: 的 估计 


W, “n WE x 一 27 PET SUCE to ETEA 56", Rd A 
O, A SE SERN 


一 ， S | $ 
É Wn tyr] 
的 置信 度 为 99% ”等 等 
注 罕 ” 若 总 体 是 均值 为 4、 方差 为 2 的 正 态 分 布 ， HEKAY n -的 随机 


样本 得 到 的 样本 均值 为 x , EA a =- 人 -服从 标准 正 态 分布 . 则 由 

置 态 分 布 表 可 知 | a 
p(—1.96<z<1.95)=0.95, | 

38 s Q3SSAKOKIK A sk, XW u 解 所 得 的 不 等 式 、 得 -全 


x —1.96——= << +1.96 、 RS 
aln H D PE TE we 2 O N * 


. i ` 
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$2. 绕 计 (U5) 
O XEL, o? 和 一样， 常常 是 未 知 的 ，: Yn 相当 大 时 ， 可 用 样 本 
的 标准 差 s 来 代替 o, 不 过 这 时 已 经 不 是 正 态 分 布 了 ， AO R 


E S t. | i 
s/n—!l 
BAA 册 摩 为 (" 一 1) 的 + 分布， 于 是 利用 + 分 布 表 可 按 下 式 
tJa x — tn- (a) 7 Se x 十 tn- a) mary 


来 估计 p. u G ss 为 了 更 为 精 
确 ， 就 必须 使 用 + 分布 表 中 (mn 一 D 个 自由 度 ， 危 险 率 a 《或 置信 度 1-a) 
处 的 值 。(t 分 布 表 见 书 末 附录 .) | 

Unk, An XERE 一 1 也 可 以 ， i 
DENI 33. ESRERR “在 统计 假设 中 ， 用 得 最 广泛 的 假设 是 ， 总 体 分 
布 服从 均值 为 x， 均 方 差 为 o HESSA 

1 
PUSXI) = =| -二 7 x. 

对 其 作 变 量 代 换 ， 变 成 标准 正 态 分 布 时 ， 可 计算 其 累积 概率 | —— 
bo 3 
oira. CHAVE- APHRA NA. wM JE 
一 样 具有 伸缩 性 的 纸 上 。 并 给 以 适当 伸缩 ， 这 条 曲线 就 可 以 变 成 直线 《如 


附录 1094 AFAR). 这 是 把 累积 正 态 分 布 变 为 直线 ， 而 > 坐标 有 所 DH PA 
的 图 纸 一 一 叫做 正 态 概率 纸 ， 


使 用 方法 ”由 于 > 轴 的 尺度 为 累积 频 YO 
数 的 百分比 ， 所 以 只 要 求 出 实际 数据 的 累 
” 积 频 数 的 百分比 并 以 数据 的 大 小 作为 相应 0 
的 x 坐标 描 点 即 可 ,然后 ,连接 这 些 点 ， 如 | 
果 连 线 可 以 认为 是 一 条 直线 ， 就 可 以 断定 O -3-2-1012 3 
这 些 数 据 服 从 正 态 分 市 . 图 13 一 3 

又 ,在 图 中 y 坐标 的 59% 线 与 上 述 直 线 的 交点 的 x 坐标 就 是 均值 (样本 
均值 ) x, 而 标准 差 是 这 条 直线 分 别 与 x 十 2o 线 及 x 一 2o 线 的 交点 03 x B 
标 之 差 再 除 以 4 所 得 到 的 数值 ,顺便 指出 ， 把 该 x 坐标 取 作 置 信和 界限 后 ， 
总 体 均值 u 确实 是 在 95% 左右 的 置信 限 处 . 
【定义 】54， 质 量 管理 ”在 近代 大 规模 的 生产 方式 中 ， 为 了 预防 不 合 规格 
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一” 一- -一 一 一 “一 一 -一 一 一 一 一 一 一 一 


的 产品 出 现 ， 需 要 经 常 检 查 产 品 的 质量 是 否 保持 在 一 定 的 规格 范围 内 ， 这 
叫做 质量 检查 ， 在 质量 检查 中 ， 有 时 必须 作 破坏 性 检验 ， 这 就 得 进行 抽样 
检查 。 用 管理 图 的 方法 以 保证 产品 质量 的 提高 ， 这 样 的 方法 叫做 统计 质量 
管理 。 
【定义 】35。 管理 图 在 制造 业 中 ， 为 了 调查 生产 是 否 处 于 稳定 的 合乎 标 
淮 的 状态 ， 在 图 上 画 出 中 心 线 、 上 管理 界限 (Upper Control limit, 
缩写 成 UCL)、 及 下 管理 界限 (Lower Control limit, 缩写 成 为 LCL) 
将 二 条 管理 线 ， 于 可 根据 个 同 需 要 用 作 个 合格 课 祝 理 民 (tm 管理 图 ) 及 
X 一 R 管理 图 等 . 
不 合格 率 管理 图 是 当 工 程 的 处 合格 率 为 p 时 ， 因 均 值 ( 中 心 线 ) 为 


p, mez» [E= 所 以 就 以 pts PC) y, 下 管理 界线 


画 在 图 纸 上 , 然 后 每 天 抽取 n 件 随机 样本 ,算出 不 合格 率 ， 记 入 图 中 ， 如 果 
某 一 天 超出 了 管理 界线 ， 则 应 立刻 检查 原因 ， 采 取 措 施 ， 扭 转 现 象 ， 

x 一 R 管理 图 是 对 产品 的 均值 ， 分 散 管理 的 管理 图 . 

[EX] 36. WERE ”在 一 组 产品 ( 称 为 批 ) 中 选取 # 个 样 本 进行 检 
#. 把 这 一 结果 再 与 判定 标准 比较 ， 以 断定 这 一 组 产品 是 否 合格 ， 这 样 的 
方法 则 抽样 检查 . 当 产 品 批 的 判定 标准 由 次 品 个 数 或 废品 个 | 数 等 数字 给 出 f 
时 ， 岂 做 计数 抽样 检查 ， 尖 判定 标准 是 由 只 寸 ， 重量 或 纯度 等 度量 数 信和 给 
z 叫做 计量 抽样 检查 ， 
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-开本 学 的 起 源 用 何 学 一 词 ， 在 英语 里 是 geometry . geo 的 9 Ë P 是 
` “jj”, metry 的 意思 是 “测量 "。 可 见 ， 几 何 学 是 从 测量 土地 的 需要 
开始 发 展 起 来 的 .事实 上 上， 在 古 埃 及 ， 由 于 每 年 尼罗河 的 泛 波 ,耕地 渡 没 ， 
地 界 消 失 。 为 恢复 其 地 客 ， 更 由 治水 工程 的 需要 ,测量 技术 就 发 展 起 来 工 。 
另外 在 巴比伦 ， 人 们 为 了 求 出 耕地 面积 及 AMSERIAD. 也 研究 了 关于 

图 形 的 处 理 方法 ,@ 

由 这 些 生 产 上 的 锯 求 所 产生 内 几何 学 的 萌芽 ， 早 在 公元 前 七 世纪 ， 随 
着 贸易 的 兴 本 发达， 已 传 到 了 希腊 。 由 于 当时 许多 希腊 人 有 一 种 特别 的 追 
求 真理 的 精神 ， 所 以 他 们 不 满足 于 只 是 单纯 地 为 了 实用 的 几何 学 ， 而 开始 ` 
了 理论 上 的 研究 ,这 对 出 现 的 著名 的 人 物 有 他 勒 (Tholes， 公 元 前 640 
546)、 毕 达 哥 拉 斯 (Pythagoras， 公 元 前 572 一 492)* 以 及 其 他 许多 学 者。 
欧 风 里 得 (Euclid, 公元 前 330? 一 275? ) 对 图 形 的 性 质 进 行 了 深入 多 理论 
探讨 ， 并 综合 各 家 之 长 ， 根据 亚 里 斯 多 德 (Aristotetes@ 公 元 前 384 一 
322) 的 公理 法 则 ， 归 纳 汇总 成 较 完整 的 体系 ， 写成 了 著名 的 觅 几 里 得 ” 几何 
沧 源 本 《Stoicheia) 一 书 ， 全 书 共 十 三 卷 . | 


.“ 塞 “几何 学 原本 "中 ,不 仅 有 关于 图 形 的 研究 ， 也 涉及 到 数学 的 其 它 广 


Q 在 拉丁 文 或 希腊 文 星 ， 早 就 有 这 个 名 词 了 ， 而 其 中 文洋 名 几何 学 "是 由 我 
留 阴 朝 徐 光 启 (1562-~-1633) 给 出 的 。 

©, 旱 在 公元 前 一 于 多 年 ， 我 国 最 时 的 数学 书 " 周 租 算 经 "已 坊 有 许 多 几何 知识 
如" 匈 数 定理 "等 ) ， 再 早 一 些 ， 作 古 陶器 或 股 商 的 钟 遇 上 ， 痢 刻 有 精美 的 几何 图 
案 , -一 泽 注 c Ps 
SONARE LERHERE2--497, E Q "v 
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面 ， i, 特别 是 包含 T3 -数论 和 整数 论 的 知识 ， 不 过 ， 在 证 明 中 多 半 是 使 用 图 形 
的 语言 ,也 就 是 说 还 是 以 几何 图 形 的 内 容 为 主 ,因此 把 它 泽 成 “几何 学 原本 ” 
是 贴切 的 .这 本 书 ， 即使 在 数学 已 经 发 展 到 了 今天 的 我 们 署 来 ， 其 产 密 性 和 
完整 性 也 是 令 人 十 分 钦佩 的 .试想 ， 远 在 2000 年 前 完成 的 书稿 ， 在 近代 能 
被 整理 出 来 作为 数学 的 经 典 ， 与 圣经 一 样 世代 流传 ， 并 作为 大 学 或 中 学 
教科 书 使 用 ,这 不 能 不 说 是 欧 几 里 得 的 伟大 业绩 ,不 过 ， 现 在 流传 的 "几何 
学 原 本 "是 在 公元 900 年 左右 发 现 的 抄本 ， 而 这 已 经 是 欧 几 里 得 所 著 “ 几 
何 学 原本 ”问世 后 约 1200 年 的 事 了 . 欧 几 里 得 究竟 研究 的 是 些 什 么 呢 ? BE 
些 是 他 原来 研究 的 东西 呢 ? 要 弄 清 这 些 可 以 说 已 荐 完全 不 可 能 的 了 ，, 
几何 学 原本 ”在 “原本 ”里 ， 一 般 数量 所 必须 满足 的 臣 个 公理 以 及 图 形 所 必 
须 满足 的 五 个 公理 都 包含 进去 了 . “原本 ” 中 把 后 五 个 公 理 特别 地 叫做 公设 。 
这 儿 把 公理 作为 推理 的 根本 依据 ， 不 需要 作 任何 说 明 ， RIR RAE 
本 的 事实 来 接受 就 行 了 ， 至 于 公设 ， 欧 几 里 得 希望 他 的 读者 承认 五 信物 是 
为 黄 就 行 了 . N t 
REEK HAAR, ARR SSES 
RAM Conmon Notions) e. IAAT 
1。 等 于 同一 量 的 量 必 相 等 ; | | a iia 
2, 对 相等 的 量 ， 加 上 相等 的 是， 其 和 仍然 相等 ; `. TAK... L! 
3。 从 相等 的 量 中 减 去 相等 的 量 ， 其 差 仍然 相等 ”i 
4, 全 体 大 于 它 的 任何 一 个 部 分 S 4 t T WpS 
:“5。 互相 重 合 的 事物 是 相等 的 . 有 
Alpostulates) . ` Pos ES 
e P 2; 过 任意 两 点 能 引 一 条 直线 ; K S 


' 2. RKB RE Seth Ek O O al 9 
“3。 以 定点 为 图 心 、 定 长 为 半径 可 以 人 加， Eeg Pb aha 
”4. DEAR, o, adat e 


5. 同一 平面 上 两 条 直线 ， 当 其 与 第 三 条 直线 相交 时 ， zw ww 
RERO WS ŽENE, Wiki Aska gina. 
O 此 外 ， 关 于 定义 ， 大 体 上 可 分 为 两 种 ， | Š 
第 一 种 一 店面 进行 证 明 时 ， 将 被 用 到 的 东西 。 y: 
“例如 直角 、 平 行 、 中 线 、 内 心 等 概念 ; | F 
-项 第 二 种 ERREA ERAN, 但 一 点 也 不 涉及 到 理论 上 有 用 


例如 ， 点 只 有 位 置 (没有 大 小 )， 线 只 有 长 度 而 无 宽度 ， 而 蚂 有 长 度 又 


SAB 论 (799) 
; 诸如 此 类 ， 第 一 种 和 第 二 种 定义 总 共 约 有 118 种 ， 

非 欧 几 里 查 几 何 学 的 出 现 公理 和 公设 是 不 需 要 作 任何 说 明 的 的 单 而 基本 
人 前 命题 ， 特 别 是 第 五 公设 ， 它 比 其 它 公 设 都 复杂 得 多 .* 即使 是 殉 几 里 得 本 
.人 也 认为 ， 这 个 公设 似乎 可 以 由 其 它 公设 推 证 出 来 ， 同 时 又 不 至 于 违背 鞭 
您 来 的 本 意 . 但 他 始终 也 没有 做 到 这 一 点 ;上 反 位 由 此 演绎 出 了 许多 定理 ;. 就 
在 这 种 不 可 能 实现 的 证 明 中 ， 还 得 出 了 “这 五 个 公设 以 外 , 胃 没 有 其 它 的 公 
设 ” 的 结论 .比如 "三 角形 两 边 之 和 必 大 于 第 三 边 ” Wi BR us saq 
题 ， 就 泵 能 作为 公设 . 

.一 后 来 ,仍然 有 许多 学 者 试图 用 前 四 个 公设 来 证 明 第 五 公设 ， 但 都 没有 得 
到 成 功 ,直至 十 九 世 纪 , 罗 巴 切 夫 斯 基 (1793 一 1856) 和 波 约 (Bolyail1802 一 
860) 用 一 个 新 的 公理 ， 即 “过 直线 外 一 点 存在 无 穷 多 条 平行 于 该 走 线 的 直 
线 ? 襟 代 罗 第 五 公设 ， 因 面 创立 了 一 门 嵌 新 的 几何 学 .此 项 不 久 , 黎 曼 (1888 
一 8866) 芭 人 忆 " 过 直线 外 一 点 不 存在 任何 一 条 平行 于 该 直线 的 直线 "来 代 营 
第 五 公设 ， 建 立 了 另 一 门 新 的 几何 学 .相对 于 欧 几 里 得 创立 的 几 体 学 ,大 们 
把 这 些 几 何 学 统统 叫做 非 欧 几何 学 .具体 地 ,也 称 罗 巴 切 夫 斯 基 和 波 约 也 何 
学 为 双 曲 几何 学 ， 人 与 这 些 名 称 相 呼 应 , 
欧 几 里 得 几何 学 为 抛物 几何 学 | 

WE LES ES RI 以 明确 表述 出 来 的 定义 、 公理 为 基础 ， PANEN 
性 ， 用 纯粹 推理 的 方式 建立 起 来 的 欧 几 里 得 vb 何 学 ， 长 期 忆 沐 AREE 
"完整 的 理论 体系 的 经 典 而 闻名 于 世 ， 自 十 九 世 纪 兴 起 了 数学 的 批判 精神 以 
后 ， 人 们 才 注 意 到 了 “原本 ”中 有 多 处 理论 上 的 缺陷 。 非 哆 几何 的 产 华 也 是 
这 种 批判 精神 的 动因 之 一 。 比 如 公理 中 虽然 有 所 谓 重合 的 概念 ， 但 却 没有 
几何 图 形 在 移动 时 ,其 形状 大 小 不 变 的 公理 ,因此 在 欧 几 里 得 的 证 明 巾 ， 存 
在 着 罗 嘻 甚至 是 模糊 的 东西 ， 后 来 的 学 者 们 因此 只 能 腺 鹏 地 绠 用 着 * 移 动 " 
大 二 .把 它 明 确 地 作为 公理 提出 来 的 人 ， 是 赫 尔 姆 稻 效 【Helmholtz Von 
{4821—1894) .了 而 把 直线 上 点 的 连续 性 作为 公理 提出 来 的 人 是 戴 德 急 。 集 似 
mk, 不 少 学 者 都 对 公理 作 过 探讨 ,最 后 ， 希 尔 伯 特 〈t882 一 1943) 在 次 备 成 
果 的 基础 上 ， 用 新 的 观点 来 统一 这 些 思想 而 写成 了 “九条 学 基础 “一 书 ; 52 
书 归 纳 出 了 使 欢 几 里 得 几何 学 仍然 成 立 的 新 的 公理 组 ,对 于 定义 , 它 废弃 了 
第 二 种 定义 而 引信 了 无 定义 的 术语 ， 且 对 公理 和 公设 不 加 区 济 ，* 并 公理 化 
.站 虐 予 它 以 逻辑 的 意义 , 即 是 说 ， 公 理 组 互 无 矛盾 同时 又 彼此 独立 3 B di 
访 个 公理 组 能 建立 起 一 个 完整 的 理论 体系 .再 者 ， 就 无 定义 术语 来 说 3 欧 才 
里 得 (几何 ) 对 点 、 线 , 面 这 样 的 基本 图 形 ， 根 据 直观 而 作出 的 定义 ,在 希 尔 


《800) 第 十 四 章 初等 几何 学 
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信 特 的 书 中 被 取消 了 ， 却 代 之 以 只 要 满足 决定 著 它 们 之 > 间 关 系 的 公理 ， 不 
管 是 什么 东西 ， 都 可 以 称 为 点 、 — u S E E E 
MELER. 综合 几何 学 | 

.在 阿拉 伯 发 展 起 来 的 代数 学 (Algebya) 传 到 IAA, 得 到 了 更 大 的 发 
展 剖 节 们 来 用 以 坐标 表示 点 的 方法 ， 并 利用 函数 关系 和 代数 运算 来 研究 图 
形 . 这 稳 沪 法 的 创始 人 是 笛 卡 尔 (1596 一 1650) ,采用 这 种 研究 方法 的 几何 学 
内 做 解析 几何 学 .在 解析 几何 学 中 ， 早 为 希腊 的 阿波 罗 尼 斯 (Apollonius、 
公元 衣 260 一 200) 等 人 建立 的 圆锥 曲 线 论 被 用 代数 方法 整理 成 了 “二 次 曲 
线 论 " .同时 ， 解 析 几 何 学 也 是 微 积 分 学 发 展 的 有 力 基础 。 在 十 八 世 纪 末 的 
3WiRUMonge . a sn, 对 微分 几何 学 的 萌芽 ， ¿Canal 
RADER. K 

ARFERAI 最 方法 来 研究 图 形 ， 也 产生 ]j 了 不 盯 计算 而 直接 页 究 国 
EUR, FESR JUT AAE E =n AR JLI 学 或 叫 综 全 几何 
学 7 典型 的 例子 是 为 向 沙 格 (Desargues 1593 一 1662) 和 凰 斯 卡 (1823 一 
'1682) 包 立 的 射影 几何 学 . 欢 几 里 得 几何 学 中 包含 了 直线 的 长 度 、 角 的 大 小 
RES: .体积 筹 度量 性 的 内 容 ， 而 射影 几何 学 则 把 点 、 直 线 、 平 旺 等 作为 
:小 本 图 形 以 讨论 它们 的 结合 关系 ， 并 不 涉及 到 度量 性 质 . .我 们 把 歌 几 里 得 
几何 学 及 他 以 后 出 现 的 若干 种 几何 学 (考虑 嘉 线 具有 正 负 方 碘 的 几何 学 和 
' 崇 合 几何 学 ) 纱 称 为 近 进 只 何 学 . | 有 Ats 
UNR 这 里 把 所 述 及 的 几何 学 整理 分 类 如 于 ， rt 
Dei" ae A ET RAE: CANT: EMEN 
何 学 》; : x 
YUS fi) 用 代数 方法 构成 的 几何 学 (解析 风 何 学 ); a ¿Z gb: 
. B° “用 分 析 方法 构成 的 几何 学 (微分 几何 学 )， . O Da 

fiat -再 集合 论 方法 构成 的 几何 学 (拓扑 学 武 叫 位 相 几何 学 ) 2 
ST 所谓 分 析 的 方法 是 指 用 微 积分 KRESAA a 
WEHA, PriS EG 论 的 为 法 是 把 引入 了 连续 概念 的 点 集 作 坟 图 形 来 研 
究 ,. 信 >2" 中 研究 的 图 形 是 直线 、 的， a 
究 不 规则 图 形 的 几何 学 . 
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基本 术语 的 说 明 。 

1. 定义 说 明 术 滞 的 含义 的 言 秤 叫做 定义 ， 

2. 公理 作为 推理 的 根本 依据 而 不 需要 对 它 加 以 说 明 的 简单 而 基 术 
的 事实 叫做 公理 . 

` Ri: 征明 te 依据 已 知 的 正确 事实 对 所 的 事实 的 正确 性 作出 

4. 归纳 TNE PANIORA E 的 
过 程 叫做 归纳 ， 

“6 定理, 车 一 个 由 归纳 得 出 的 法 则 能 用 公理 证 明 它 的 正确 榨 ， HTA 
以 后 的 证 明 中 作为 根据 而 被 反复 使 用 ， 则 这 一 法 则 叫做 定理 .特别 地 ,由 定 
再 二 按 导出 及 与 该 定理 一 样 可 被 使 用 的 事实 中 做 该 定 涅 的 系 ( 油 焰 埠 ). 

+ 人 2 演绎” 用 定理 经 过 正确 推理 所 得 到 的 结果 也 是 定理 , 象 这 样 迟 步 使 
用 正确 推 于 而 最 后 得 出 定理 的 过 程 艇 泪 绎 、 

"ROM ”一般 说 ， 形 如 大 4 则 B- 的 语言 结构 所 表达 的 事实 叫做 @ 
题 ， 这 里 的 4 叫做 假定 ，B 叫做 结论 .因此 ， 定 理 和 系 也 是 命题 ， | 
RM- 否 命 是. 对 假 命题 

:1 将 命题 “车 4 则 B" 中 的 A. B 对 换 或 否定 抑或 先 否定 再 对 换 ， 就 可 以 
得 到 如 下 加 所 示 的 关系 . "e AFL. 


3: AWB ( 否 ) 若非 4 则 非 B 
AcB 


{1 
LN 1 
W 对 偶 % 
| d N | ` Ë: 


É +, S L 2 
ek Sa... EA (=) = 
“< BCA BC A 


假设 命题 " 若 4 则 了 B" 真 , 则 它 的 对 偶 命 题 必 真 ， HAESKA, i 
SRB. HTAA ASIH m BIC PDPA G RRB 命题 ) 是 同 真 伪 的 ， 所 以 
这 时 原 命题 的 否 命题 也 不 一 定 真 ， > y 
BERRE EIRE ` 

< 当 命 题 * 若 4 则 B" 为 真 时 ， 丈 4 是 BB 的 充分 条 件 ,:B 是 4 的 必要 条 
P 又 ， 如 果 逆 命题 " 若 B 则 4 也 真 "， 则 4 是 的 必要 条 件 。 这 时 称 .4 


(802) SHUE WFLA 
是 B( 或 B 是 A) 的 充分 必要 条 8503636 ft). . 
直接 证 明 . 间接 证 明 | 
` TRER 29 ERA EAD 

(I) 直接 证 明 ne 
此 治 栓 命题 的 条 件 下 ， 使 用 公理 或 由 公理 证 得 的 定理 ， 经 过 正确 的 推理 得 


出 命题 的 结论 ， Sas DO EEI EA 
式 。: 


(I) 间接 证 明 

EREET BADAS IEA EREA A 
(SSE) 以 及 转换 法 、 WAF. 
1 GWE 【 反 证 法 


“ 先 假 定 命题 的 结 METRE Misis Am2DBuumTuwx<c 
TEREN, 或 推出 与 原 命 题 的 假设 条 件 相 了 矛盾 的 结果 ， 从 而 证 了 明 该 
命题 的 结 论 正确 ， 这 种 证 明 方 法 叫 归 廖 法 ( 反 证 法 )， 归根 到 底 就 是 去 证 明 
原 命 题 的 对 偶 命 题 。 

例 ” 设 要 证 明 命 题 " 从 一 点 P 向 不 通过 了 的 直线 AB 引 垂 线 只 能 引 一 条 "。 
我 们 党 否定 它 的 结论 ， 假 设 自 P 向 AB 可 作 两 条 (多 于 两 条 时 ， 同 理 可 证 ) 
垂 线 PO、PR， 于 是 导致 和 PQR 的 内 角 和 大 于 二 直角 的 结果 、… 显然 这 与 关 
于 三 角形 内 角 和 的 已 知 定理 矛盾 ， 所 以 原 命 题 成 立 。 

2. 转换 法 | 

如 果 在 命题 的 假设 条 件 下 有 多 种 可 能 的 情形 存在 ， 我 们 可 以 把 每 一 种 
情形 作为 一 种 新 的 假定 条 件 ， 并 相应 地 给 出 它们 应 该 有 的 结论 而 形成 多 个 
新 的 命题 ,然后 分 别 证 明 每 个 新 命题 的 逆 命题 的 正确 性 从 而 得 到 源 命 题 的 
正确 人 性， 这样 的 方法 叫做 转换 法 ， 实 质 上 上 也 是 一 种 归 廖 法， 

例 在 A4BC 中 ，4B 可 能 等 于 4C， 可 能 大 于 AC, 也 可 能 小 于 AC, Ë 
们 的 关系 只 能 是 这 三 种 情形 之 一 。 试 证 之 ， 


E AB= AG J| Z B= ZC; 3: AB> AC li| Z B< ZC; 车 AB< AC 则 j 
ZB> Ac。 假 投 这 些 新 命题 为 真 ， 则 可 以 立即 证 得 ENLA 题 ， 即 下 
PSSE. 


EIE AADC 中 ， 若 /B= ¿e 则 AB= AC; 者 Ca< Zc, AN 
AC; ŽŽ B> ZC, U) AB< AC”, | 


MERITA EREE AE Bi E S B= ZCN AB= dc" 设 
LB ZC 时 4B 守 AC, 则 这 时 只 可 能 有 4B> AC 和 -4B< AC 两 种 情形 ,大 
为 着 B>BC， 则 必 人 BK Zc; 3: 4B<BC ,N Z p> ZC ERRER S 


\ Si. 总 论 - | (803) 


假设 条 件 ZB= AKC 矛盾 。 所 以 若 人 B= ZC, WBA AB=AC, A SE wy 
证 其 余 两 个 逆 命 题 也 真 。 总 之 ， A a 
aW saa i 


若 一 个 命题 ， 当 且 仅 当 其 并 全 这 立时 成立 则 可 以 把 对 命 是- 车 AN] 
B" 的 证 明 换 成 证 明 它 的 逆 命题 “ 若 B 则 4". 这 样 的 证 明 方法 巴 做 同一 法 。 
m` “关于 定理 “等 腰 三 角形 顶 角 的 平分 线 必 垂 直 平 分 底 边 ” 的 证 时 由 于 
顶 角 的 平分 线 是 唯一 的 ， 底 边 的 垂直 平分 线 也 是 唯一 的 ,所 以 ,这 硅 该 定理 
的 逆 定 理 为 “等 腰 三 角形 底 边 的 生 直 平分 线 必 平分 顶 角 " ,于 是 也 可 以 把 对 
原 定 理 的 证 明 换 成 对 它 的 逆 定理 的 证 明 。 这 样 的 证 明 方 法 叫做 同一 法 。 但 
RERE, 如 果 没 有 确定 所 说 的" 当 县 仅 当 ” 的 关系 时 是 不 能 用 此 洗 

，" 咨 则 将 导致 销 误 。 


>e | 
see 如 在 “元 柯 学 的 万 更 ， 一 段 中 所 述 ， 欧 几 里 得 “几何 学 原本 * 人 
公理 省 着 这 样 那样 的 不 完善 的 地 方 ， 当 今 只 有 希 尔 伯 特 的 “几何 学 些 础 "中 
叙述 的 公理 才 是 最 严格 的 ,我 们 参考 这 本 书 , 把 常用 的 公理 @ PAE FE. 在 
术 章 中 ， 所 有 定理 都 是 在 这 些 公 理 的 基础 上 建立 起 来 的 。 。 ， = 

I ”关于 平面 、 直 线 、 点 的 公理 

(1) 通过 两 点 有 且 只 有 一 条 二线 ; 

(2) 通过 不 共 线 三 点 的 平面 是 唯一 存在 的 ; 

(3) 连接 平面 上 两 点 的 直线 全 在 这 个 平面 内 ， 
. 《4) 两 个 平面 不 可 能 只 交 于 一 点 ， 
© I 关于 图 形 可 移动 的 公理 

(5) 把 图 形 移动 到 另外 的 任意 位 置 时 ， 它 的 形状 和 大 小 不 变 入 

(6) 把 图 形 作 整体 翻转 后 ， 不 改变 其 形状 和 大 小 ，， 

牙关 于 平行 线 的 公理 

(7) 在 同一 平面 和 内， 过 直线 外 一 点 ， 能 作 这 条 直线 的 一 条 平行 线 且 只 
能 作出 一 条 平行 线 。 | 

必须 说 明 的 是 ， 在 叙述 这 些 公 理 时 ， 用 到 了 一 些 未 加 定义 的 术语 ， 诸 
如 点 、 直 线 、 平 面 等 。 我 们 约定 ， 它们 者 是 无 定 DON: A 至 于 平行 线 ， 则 
PREX: ` 
O BEX) PFR “把 在 同一 平 商 内 ， 没有 公共 点 ( 即 无 交点 ) 的 二 直线 叫做 

p mi ioo o - ° "ua = pa E E A 
N 攻 希 尔 伯 特 公理 体系 共有 五 组 公 球 ， 这 里 仅 列 出 常用 的 一 部 分 公理 ,~ 一 性 竹 


(sy , PHE WELAF 
是 互相 平行 的 。 WA AP 和 直线 CD 平行 时 ， 记 和 作 ABI cp. 


$2、 有 有 关 直 线 的 基本 定理 


1 网 直 拭 的 夹 角 和 平行 
D83521. 角 、 优 和 角 、 % f 如 图 14-1 所 示 ， 在 直线 AB 上 取 一 点 o, 将 此 
ERYR KAB, 然后 ， BEDE OB, 4# OA 8 O 点 旋转 ， 这 时 ，04 与 
08 所 栓 成 的 图 形 叫做 角 ， 其 中 ， Sa iba AODREN: 
S 88 Z AB RTR. 
【定义 12. 平 角 、 直角 、 余 角 、 补 角 、 印 角 、 锐 角 ” 当 0 A, OB 构成 一 直线 
时 ， 此 角 叫 做 平角 ， 平角 的 一 半 叫 做 直角 。 当 两 个 角 的 和 等 于 直角 时 ， 这 
两 个 角 叫 向 做 互 为 余 角 (简称 互 余 )， 两 个 角 的 和 等 于 平角 时 ， 这 两 个 铀 则 
做 互 为 补 角 (简称 互补 )。 大 于 直角 而 小 于 平角 和 的 角 岂 做 钝 角 ， 小 于 直角 的 
AURRA, 直角 可 以 用 记号 人 R 袁 示 。 如 果 人 .40B 一 全 R， 那 末 也 可 写 
R AOL BO, 4 
【定义 】 3. NTA 网 直线 相交 所 构成 的 四 个 角 中 ， 互相 对 着 的 角 T 
对 项 角 。 
【定理 】1， 对 顶 角 相等 。 
证 明 如 图 14-2 Aan, RERNA, amp, pad, 

由 平角 的 定义 ，a=2 /R—-y, p=2LR-y, 
` a=). 

RATE, g 


| 


15 


hi gr Eq. | | 图 14- 和 

【定义 34. AtA- AA. MIAM 如 图 14-3 所 示 ， 两 条 直线 w 8 三 
东 直线 所 葵 砚 形成 的 八 个 角 中 ， 角 a 和 as 的 方位 根 同 《图 中 分 别 在 这 两 
条 直线 的 上 方 并 旦 都 在 第 三 条 直线 的 右 部 ) ,这 样 的 一 对 角 叫 做 同位 角 。B 
3234, rmy, à 和 6: ERRERA, yA as 都 在 两 条 直线 之 间 ,并 、 


o $ 2. 有 关 直 线 的 基本 定理 (805) 


晶 其 位 置 错开 这 样 的 一 对 角 叫 做 内 错 角 ,6 和 p 也 是 内 错 角 。? 科 8° 
都 在 两 条 直线 的 内 部 ， 并 且 在 第 三 条 直线 的 同 旁 ， IAN- AMR 


KA. ó 和 a’ 也 是 同 旁 内 角 ， MR: 
ESN. 秩 时 直线 被 第 三 条 直线 所 截 ， 如果 内 钳 朋 相等， 那么 这 两 in 
RETT. 


' 证 明 ”采用 反 证 法 来 证 明 。 如 图 14-4 所 示 ， 设 两 条 直线 AB, CD m 


KERHAM, N, a, 03 209 —B 8 Ja, Re, REE < 
. 5 pea F Wa P" 
4. 个 a "yp 
图 14-3 图 ilee C `; 
O xd 一 > ABÍ Cp). ; při 


sier AB 不 平行 于 CD, 且 在 直线 ENEM- Pin. WRL MN 的 
中 点 p 为 中心 ， 将 右 侧 的 图 形 旋转 180°, BA, HFOM=0N, # M E 
ŽENE, N 重合 在 M 上 。 由 于 hp 二 a， 故 ND $G fE MA 上 。 从 而 , 直 
线 AB EË EB CD 上 ， 直 线 CD ERZAR 4B 土 。 因 而 , 由 此 旋转 ， 
P 移 到 了 Q 的 位 置 。 结 果 ， 通 过 相 寞 一 点 P，Q P PEMER 直线 AB, 
CD， 这 与 公理 矛盾 . 因而 有 . 

ABĪ CD. 口 
[R]. 两 条 直线 被 第 三 条 直线 所 项， MAARAG, 那么 这 两 
-条 直线 平行 。 ”一 

fey pesa as pw, 那么 一 组 内 错 角 也 相等 ， i 


| et i T 3 Wish gip 
如果 Samay, 那么 一 组 内 错 角 也 相等 ， miak E 


“wan: -两 条 平行 直线 被 第 三 条 直线 所 戴 ， ELGEA š 
jl 如 图 14-5 所 示 ， Ùt AB| CD, a, 是 一 组 内 错 角 ,、 HU a= 
证 法 来 证 明 。 候 设 a 二 有 p， 于 是 过 图 中 的 N MIRR C ori 
成 的 角 等 于 a， 则 由 [定理 】:; SU CD f AB. 全 Cp as, 
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oo 


过 入 点 可 作出 两 条 平行 于 AB 的 直线 。 这 显然 与 公理 矛盾 。 因 而 = 
这 个 定理 是 {定理 】2 的 道 定理 ， = 
【 素 】1。 两 条 平行 直线 被 第 三 条 直线 所 截 ， 同位 角 烛 等 。 

ZR ”由 于 在 【定理 ]3 中 内 错 角 相等 ， 故 同位 角 当 然 也 变 得 相等 。、 .0 
[R]. 两 条 平行 将 线 破 第 三 条 直线 所 截 ， 同 旁 内 角 互 补 . pr 
话 胃 ”由 于 在 【定理 }】3 中 内 错 角 相等 ， 因 此 同 旁 内 角 当 然 变 成 互补 。 D 
[ëX]5. EX, SS. ER 如果 相交 两 条 直线 构成 的 角 中 有 一 个 是 直 
角 ， 此 二 直线 叫做 正 交 或 相互 垂直 ， 其 中 的 任何 一 条 叫做 另 一 条 的 垂 线 。 
(R] 如 果 一 条 直线 垂直 于 两 条 平行 直线 之 一 ， 人 


Re 
证 明 ”由 【定理 13， 内 错 角 相等 ， 各 果 其 中 一 个 是 直角 ， 那 么 男 一 个 也 应 
是 直角 、 D 


【定理 14、 在 同一 平面 内 ， Nl 那么 这 两 
条 直线 也 相互 平行 。 


EA 见 图 14.6， 假 设 AB, f AB, 4:B: f AB; 则 须 证 A1Bi// A:B2. 现 用 
反 证 法 证 明 ， 假 如 AB, 不 平行 于 4,B， ,可 设 A1B F AB: AFAR, 


MMI P S EI T Bi 3249 AHER, RBRERAM, BWAS 


| Ar 

We qq 
“ ` as 和 图 14-6 i a 
ABl AB: S | LOR o MOO pa 
2,2、 三 角形 的 性 质 j 


DERI. Z 83 ib. MA, KONM, ANM 用 三 和 和 二 所 国 记 的 

形 叫 做 二 角形， 其 中 各 条 直线 被 另外 珊 条 直线 所 限制 的 部 分 ， 叫 做 三 角形 

的 边 ， 它 们 的 交点 叫做 顶点 。 相 邻 两 边 所 组 成 的 家 思 做 三 角形 的 内 角 ÜR 

顶 角 ) 。 另 外 ， 一 边 与 其 邻 边 延 长 线 所 组 成 的 角 叫做 三 角形 的 外 角 ， 贡 外 

角 不 相 邻 的 内 角 叫 做 内 对 角 。 把 顶点 为 4,,B， c 的 法 角 形 记 为 入 489 
以 理 15， 三 角形 三 个 内 角 的 和 等 于 180… 

EY 各 图 1477 所 示 ， 作 边 BC 的 延长 线 CD， acara aa 


Bh 


和 2. 市 关 站 绕 的 基本 定理 (807) 
CE， 则 | i 
ZC .AB= Z ACE( Nt fi), 
人 ABC 二 人 ECD( 同 位 角 )， 
LCAB+AABC+ Z BCA | 
PSU = Z ACE + ZECD + Z ËC.A Juss ` 
| “= /2R=180° ` 口 
(RI 三 角形 的 一 个 外 角 等 于 和 它 不 相 邻 的 两 个 内 角 的 和 . 
诈 明 ”由 [定理 }5 的 证 关中 可 以 知道 人 ABC= LEcD, LC4B= LACE, 
故 得 证 。 | sI: 
TRM. 二 角形 的 一 个 外 角 大 于 任何 一 个 与 它 不 相 邻 的 内 角 ，。 
证 明 由 于 在 1[ 系 ji 中 有 CB+ 人 4BC= 人 A4CD， 而 全 量 大 于 它 的 任 
一 部 分 ， 故 L4CD 大 于 Ac4B K, Z ABC 中 的 任何 = 
LEXI. ERE ”经 移动 后 能 完全 重合 的 机 个 图 形 叫做 全 等 形 、 ` ý 个 
ZAE ABC 和 水 B?C? 全 等 时 ， 记 成 A4BC 晤 人 4 了 CR — 2. 
【定理 16. Np APAA SONE A W 
EPT Oo. 
证 明 如 图 4-8 所 示 , 须 证 ， 在 Ad4BC RAA’ BrC: 中 ;如果 AB= g, 
.AC=3A “c, <A= LA’, MAANDEN Po., 


A 147 -8 N 
现在 入 定 移动 人 4 把 它 放 到 人 P OE AN HF, AB= AB“, l 

所 以 恰好 可 以 把 4B 完全 重合 在 AB L. XI3 Z A= Z A, KACHE 
AC L, Ag _AC= AC ,#k AC 与 ACCEA, BT BC 也 恰好 重 
kE BCE, fE peia 

Aae F e: J 
DEX. 等 瑟 三 角形 ”三 边 中 有 两 边 相 等 的 三 角形 叫做 等 感 三 角 现 胡 等 
的 边 叫 做 采 ， 两 腰 的 夹 角 叫做 等 腰 三 角形 的 顶 角 ， 其 顶点 叫做 等 腾 王 角形 
的 项 点 ， 与 顶 角 相对 的 边 叫 做 底 边 ， 腰 和 底 边 的 夹 角 岂 做 底 角 、1| = 
EAN. 等 历 三 角形 的 两 底 角 相 等 。 
证 明 如 图 14-9 所 示 ， 在 人 ABC 中 ， 已 知 4B= AC. Awiz Z85 Zc. 
WERA Miku 顶点 4, B, C 28332 At, B) E Na 
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在 两 个 三 角形 中 ， ， 由 于 有 .42C2 = AC, AB= AC, $ AB= 4° C, 同 理 可 

W, AC=4'B', X8E Z A= Z, 故 册 【定理 136 有 
DASAR Ct Hs Le. 

XALC= LC, FH B= Zc. 

注意 这 个 定理 源 于 "几何 学 原本 ”(12 卷 本 ) 第 一 卷 第 五 命题 , 因为 欧 几 里 


得 没有 使 用 "翻转 "的 方法 而 使 证 明 变 得 十 分 复杂 。 据 说 ， 直 到 十 四 世纪 末 
牛津 大 学 的 学 生还 为 这 个 定理 的 证 明 困难 而 感到 吃惊 ， 他 们 给 这 个 定理 加 
"了 了 个 综 号 则 “ 轧 人 桥 "( 意 为 “ 答 入 难 通过 的 桥 ")。 自 然 ， 用 轴 赛 的 头脑 终究 
是 不 可 能 逾越 这 个 困难 而 使 问题 得 到 进展 的 实际 上 这 个 证 明 中 用 到 的 * 德 
$S". 的 市 法 是 早已 为 古 希 腊 后 期 的 巴 普 十 (Pappos 2 公元 300?) 发现 了 的 ， 
而 爽 由 生 得 是 通过 称 动 图 形 米 完成 吉 个 证 明 的 。 MAS sipas 
RRE. ` 
【定理 18. 《两 角 夹 一 边 的 爹 等 ) 有 两 角 和 它们 的 夹 边 对 应 相等 的 两 个 三 角 | 
PES. ' cA >s PA 
”证 明 ”如 图 14-10 所 示 ， 在 AAB SALB C th, EJ: BC=B' C, 
, ELBE AB’, ZC=ZQ 证明 A ABCZA A BC). Hp -这 


现 移动 人 ABC, 使 它 用 到 入 A’B*C 上。 由 于 BC= B“C2， 故 了 和 -6 可 
DIAREE R 和 C” L. 其 次 、 因 为 LB= ZB, /C= Zc, “aQ 


AB 在 边 4B“ 上 ， 边 AC 在 边 AC” E, WTITA 4 与 顶点 A“ 1 
`. AABCSAA'B’C:. 


< À , < “Q ` 
B | Cip’ A S 
图 20g aQ 


a 由 中 定理 】5 . 知 ， 读 二 三 角形 的 第 三 个 角 也 相等 ， Bts I [ 定 


理 ]8， k . D 
13815. MINA 4838600 = Je gw pa = 三 角形 。 


WNE 如 图 14441 所 示 ， 在 人 4BC 中 ， 已 知人 8B 一 C， paysi 


$ 2. 有关 直 线 的 基本 定理 (809) 


现 假设 把 A ABC 翻 过 来 成 为 人 A’B’C*， 顶 点 4，B,C 分 别 变 为 A, 
B*，Cs。 在 八 ABC 和 A A2B C h, AF ` oy ' 
BC=C’B’, /B= ZC, C= LB, V: 
故 由 【定理 ]8 A, A.ABCZZA.AC'B7, J. AB= AC, E 
但 是 AC =AC, ~. AB=AC, 3 C 
. 【定义 ]9,(1) 正 三 角形 三 边 相等 的 三 角形 叫 估 正三 角形 < 莽 等 边 瑟 角形 
(2) 直角 三 角形 ”有 一 个 角 是 直角 的 三 角形 叫做 直角 三 角形 。 在 直角 
三 角形 中 ， 夹 直角 的 两 边 叫 做 直角 边 ， 直 和 角 的 对 边 叫 做 斜 边 。 Pr 7 
. (3) 锐角 三 角形 ”三 但 角 都 是 锐角 的 三 角形 叫做 锐角 三 角形 。 有 一 个 
角 是 钝 角 的 三 角形 叫做 铠 角 三 角形 。 锐 角 三 角形 和 钝 角 三 角形 合 称 斜 三 角 
形 。 | 
LEAN. 等 早 三 角形 项 角 的 平分 线 平 分 亡 边 并 且 玲 让 于 底 边 ， 
证 明 如 图 14-12 所 未， 在 人 ABC 中 ，, 已 知 4B=AC, 人 人 BAD= ZCAD, 
¿EBI BD=DC, ACLBC, 


图 14-11 p5 图 14-12 

U RURA ABD 5AACD'}, AB=40, AD 是 公有 边 ，LBRAD= Z 
z. AURE bs — 8 fo SSE yESI, AABDEA AGD, AW BD= 
DC, 另外 ， Z ADB= Z ADC, E. Z ADB+ Z ADC=- 1 ZR, I 
. Z ADB= Z ADC= ZR, ADLBC. :ËE) 
Læs. ELFHR ZAT- 条 线 肌 并 且 平 分 这 条 线 有 的 直 Dii 
WAtA E T.A 2, -o IN 
【定理 ]11. (三 边 的 全 等 ) 有 三 边 对 应 相等 的 三 角形 全 等 ， ' I 
证 明 ”如 图 14-13. 所 示 ， 在 A 人 -4BC 和 A 4° BC: rh, E NL ABF A Biye 
B=B’C?, CA=C 4, ER, AABCRAA BCE, `` C pý 

现 假设 把 人 A:B'C' 移 向 俯 ABC, 由 于 BC=B' C , Wk BEC Si BQ 3k. 
BRE B k, CREOL. 另外 ， 假 设置 全 和 4 在 BC RAN, AO 


(9q0) 第 十 四 章 ”初等 几何 学 


SAD TE, 在 八 ABC 和 和信 DBC 中 ， 由 于 AB=DB, AC=DC, 故 由 
【定理 ]7 ， /BAD= /BDA, ZCAD= CDA. 
^ Z/BAC= /BDC, /BAC= ZBA’ CR. 
从 而 ， 由 两 边 夹 一 角 的 全 等 定理 ， 得 
; A ABCZ2 A.B C? 
[EW]. 在 两 全 三 角形 中 ， 如 果 有 两 边 和 革 中 一 边 的 对 外相 和 4 
两 个 三 角 捧 外 等 ， 或 其 中 男 一 边 的 对 角 互 补 . 
证 明 如 图 14-14 所 示 , EA ABC 5AA B° C ih ,已 知 (AB 4 r , AG 
= A?” , Z B= Z B”) ,WEBB( A ABCS2A.4: B° CERLE ZC” =2ZR). 


A A s 
| 4 \ , ¿ 
| po Fui 
p< jC < P 
i AA 
+ sj 
DA) pO) DCC , 


14-13 图 14-14 


现在 把 人 A: BC’ 移 向 人 ABC， 如 果 边 A B'5 UB ABEG, Z8 5 
人 LB 重合 ， 那 么 边 BC: 落 到 边 BC 上 ， 这 时 会 发 生 两 种 情形 ， 顶 点 C? 或 
者 与 顶点 C 一 致 ， 或 者 落 到 与 C 不 同 的 另 一 点 DD, 当 Cs 与 C 一 致 时 ,就 有 
人 ABC 绽 入 A:B"C 。. 当 C: 落 到 DD 的 位 置 时 , 根据 4D= AC,. ËB AD 
= Zc;' LAD? + Z ADB=2 ZR, MM Z C+ Z4pp= 2 ZR, AG 
ZC*=2 ZR. . 
【 系 ] 斜 边 和 一 条 直角 边 对 应 相等 的 两 个 直角 三 ARASAN- 站 s 
DEE). … 
证 中 在 这 两 个 直角 三 角形 中 ， 对 应 MAAAR 
互补 )， 由 [定理 ]12: 前 半 结 论 知 它们 全 等 ， ` QA SSS 
ENR (Mug) 三 角形 的 二 边 的 垂直 平 伶 线 交 于 -- 点 。 s Sa Cas 
证 明 ”如 图 14-15 Z, AABO R, 设 0 E AB, AC EE S YS 
RRA, RIER 0 点 也 位 于 BC 的 垂直 平分 线 上 即 可 ,因为 EO 8 AB 
DERFIR RATER AHERE 理 知 ,. A AB0S%ABEO,.. A= 


8 2. 有 关 直 线 的 基本 定理 (811) 
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BO RHA AFOS ACFO, 得 40= CO, 从 而 Bo=co. 由 此 可 知 ABoc 
是 等 腰 三 角形 , .因而 O 点 位 于 BHEAS Rt AUE]. 口 
LEXIN. 外 心 . 外 接 轴 在 八 4BC 中 ， 当 A0=B80=C0 时， 以 0 为 中 
D, AO 为 半径 的 加 通过 B,C 二 点 .这 个 图 虽 人 微 A4Bc 的 外 接 圆 .0 点 叫做 
AABC 的 外 接 四 圆心 ， 简 称 外 心 . | 

【定理 114 (AY 三 角形 的 三 个 内 角 的 平分 线 交 于 一 点 ， 


图 14-15 图 14-16 


证 明 如 图 14-16 所 示 , 在 人 4BC 中 , 设 人 A 入 B 的 平分 线 的 交点 为 1, 这 
时 只 谈 证 明 I 也 位 于 人 人 C 的 平分 线 上 即 可 .从 I 点 作 边 BC, CA 的 垂 线 ID 
lE ,IP ,那么 在 OAEI 和 入 AFI 中 , 根据 二 边 夹 一 角 的 全 等 定理 知人 A4EI22 
A4FI，.…， IE=IF. Ñ}, BRAIBF O AIBD, 得 IF=ID, JA Tü IE=ID 
即 人 CEI 5ACDI 是 斜 边 和 一 直角 边 对 应 相等 的 直角 三 角形 ， 因 此 H [ZE 
理 】12 的 [ 系 】]，AcEI22AcDI, 从 而 ICD= LICE, EREN, 1 AFC 
的 平分 线 上 . 口 
【定义 J]12。 内心 .内 切 画 ”在 八 4BC H, WRA 1 AZ Pr (Es Q ID, 
IE, IF 的 长 度 相等 , 则 以 I 为 中 心 ,ID 为 半径 的 圆 叶 做 A4Bc 的 内 切 A.I 
AABO 的 内 切 圆 的 圆心 ， 简 称 为 A4Bc 的 内 必 。-， 
[R] 三 角形 一 个 内 角 的 平分 线 和 另外 两 个 顶点 揭 外 角 交 平分 路 交 于 -点 
XD). 
征明 如 图 14-17 所 示 ， 在 A.4B5C ih, iZ B, C 的 外 角 的 平分 线 的 交 
点 为 ”这 时 只 要 证 明 1 位 于 了 4 HJERTER EBD PF. 3R3n 1, E RC 以 及 
AC, AB EKRKER LD, LE, LF, WSE. 同样 地 可 A D= 
iE=LE. 应 用 LE=1F, BALAF SAL AE 的 全 等 ， 得 人 RAR a 
山 此 家 位 于 人 4 的 平分 线 上 . a 
【定义 ]13。， 旁 心 : 旁 切 辕 ”以 了 为 中 心 ,1D 3535420688, 5) 
(RON. 是 旁 切 加 的 图 心 ， 称 为 旁 心 .除了 月 与 BC BAINAS DEA, 
对 采 分 别 学 记 本 及 , 念 两 边 相 切 的 旁 切 圆 ， 故 旁 心 共有 三 个 。 MR 
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(8) 如 果 A4BC 的 内 心 为 1 Z A 内 的 穷 心 为 h WA 


|  ZBIC= LR- + ZA, ZBiC= ZR—+ZA. | 
证 明 ， ,如 图 414-18 所 示 ， 有 


图 14-17 


1 1 1 1 
ZBili=y Z A+ LB, ZCIN=y Z A+y ZC, 


kpa , 
t <" < guess. 1 1 - i? 
GV S LSBIC= LAtT (ZA+ZB+ZC)=y LAH LR 
CAAP ei see Q a Bi 
pa 1 i | 
ae F z LA+LANC= LhCH= 3( LA LB) 
JR... SERE l 


wç 


Í Zac s". FB 
Www: ZAn=+ Zc. 


LBC=ECLB+ ZO=+(Z4+ZB+ZO-+AA4 


mR Ql = ZR—y ZA. | 口 
兴 害 更 5、 在 一 个 三 角形 中 ,如 果 隐 条 边 不 等 ， 导 么 它 们 及 对 的 角 世 不 入 
-这 所 对 的 角 较 大 。  ; 


RS A-K EA ABCH, EMAB> ACE LACES LABO 
: 布 边 4B 上 ， 取 4D= AC, ZAD, CHAD=AC 得 CA4DC= ZAACD. 但 
LAPL >L APC(DEBSIK12), 


Q 4 
' ZACDX Z ABC; A Z ACB> ZABC. | 天 1 
[he 在 一 个 三 角形 中 ,如 果 两 个 角 不 等 那么 它们 斯 对 的 边 忆 不 每。 


$ 2. 有 关 直 线 的 基本 定理 (812) 


太 角 所 对 的 边 较 大 (【 定 理 }15 的 逆 定 理 ). | 
证 明 人 如 图 14-20 .在 A4BC t}, B, Zac> 


图 14-19 图 14-20 


Z AGB, WER, AC>AB. IUR ACHAB, Mi AC= AB R AC< AB. 
但 若 AC= AB „WI Z ABC= Z ACB; ;大 AC<AB, 则 LABC< ZACB, 
这 都 与 本 题 的 假定 条 件 了 矛盾 .因而 AC> AB. 
【定理 17， 三 角形 的 任何 一 边 小 于 其 他 两 边 的 和 ， 大 于 其 他 两 边 的 差 ， 
证 明 如 图 14-21 所 示 , 在 人 4BC 中 ,要 证 明 AB+AC>BÇ>AB<AC.. 
如 果 把 边 BA H ADEK, 并 在 延长 线 上 截取 4D=4C， 连 结 D， 则 
 ZACD= Z ADC, ZBCD> Z ACD. _ 
u Coss, PB BD>BC, R BA+AC>BC. | 
. 其 次 ， 如 困 AB 之 AC,， dn AB< AC+ BC, 因而 
种 情形 都 得 到 BC>AB— LAC. 
【定理 18. 在 AABC I AA BIC? ii, Z AB=A B, AC= AQ, 
LAR EA 则 BC>B*C:, p Ii Li 


图 14-21 图 14-22 


mm. 如 图 14-22 AR, BIAN B'O RH A BS A ABC 的 边 ABH! 
合 ; AREALE, BEEBE. Xi C? 的 位 置 令 为 C". 车 LCA4QO? 的 
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平分 线 和 BC 的 交点 为 D, 则 在 AdCD 和 AL4C"D h, AC=AC", AD. 
是 公共 边 ，LC"4D= 一 APC4D， 因 此 A4CD 弓 A4C4D，…DC=DCo5 `` 
从 而 BC== BD 十 DC' .但 由 【定理 】17， BD+DC'SBC'=BC’, Do 
BCs. 口 
【定理 119. 在 A4BC RAAL B CIH, 车 A4B=A:B’, AC=A’C:,BC 
>BBC, W) Z BAC> Z 5 A C’ (UERN BJ E Be). 
证 明 ”用 转换 法 证 明 . 也 就 是 说 ， 若 人 DB4C 直 -8247C2, 则 有 ~ BAC= 
LA BPC RZ BACIL ZBE RC. 
# Z BAC= Zb áC’, 则 AL4BC22A4 BCE, :BC=B’C’. 
HA, #% ZBAC< PC， 则 由 【定理 }18, 得 BC< B° CXR 
与 题 没 了 矛盾。 f 
Z BAC> ZBA C? K | m 


2°3. 平行 四 边 形 的 性 质 


【定义 J14， 多边形: 对 角 线 由 两 两 不 在 同一 条 直线 上 的 nn 个 线段 顺 次 首 
尾 连 绪 组 成 的 封闭 图 形 ， 叫 做 (多 ) 边 形 . 组 成 多 边 形 的 各 条 线段 叫做 多 
边 形 的 边 ， 每 相 邻 两 条 边 的 公共 端点 叫做 多 边 形 的 顺 点 。 连 结 多 边 形 的 不 
相 邻 的 两 个 顶点 的 线段 叫做 多 边 形 的 对 角 线 ， 多 边 形 的 相 邻 两 边 所 组 成 的 
角 叫 做 多 边 形 的 内 角 . 多 边 形 的 内 角 的 一 边 与 男 一 边 向 外 的 延长 线 所 组 成 
的 角 则 做 多 边 形 的 四角， 如 果 多 边 形 的 各 个 内 角 都 小 于 平角 ， 这 样 的 多 边 


形 叫 伍 是 多 边 形 ,否则 叫做 四 多 边 形 .本 书 中 通常 谈 到 多 边 形 时 ， 都 是 指 凸 
多 边 形 . 


【 定 更}20.n 边 形 的 n 个 内 角 的 和 等 于 (2n-4) 个 直角 . _ ; 
证 明 ”如 图 14-23 所 示 , 如 果 过 n 边 形 A BCDE-… .的 一 个 顶点 4 引 对 角 线 - 
， 那么 可 以 引出 (n-3) 条 .从 而 构成 (n-2) 个 三 角形 ,这些 三 角形 的 内 角 和 等 
于 # 边 形 的 内 角 和 .因而 其 内 角 和 为 

2 (Rx(n—2)=(2n—4) ZR. . C 
UR] n 边 形 的 外 角 的 和 是 4 人 R、 
证 明 。 由 于 多 边 形 每 一 内 角 与 相 邻 的 一 个 外 角 的 和 等 于 180 E 2 ZR), 
所 以 外 角 的 和 是 

 (2Z/ZR- ZA)+(2 ZR-- Z B)+--.=2 ZRXn—(A+B+-...) 
=2nZR—(2n—4)/Z R=4 LR. m 

(RUIS. 平行 四 边 形 ” 四 边 形 的 相对 的 两 边区 为 对 边 . 两 组 对 边 分 别 E 
行 的 内 边 形 叫做 平行 四 边 形 . 顺 次 以 4 ,B,C D 作 顶 点 的 平行 四 边 形 记 作 


: 2. 有 关 直 线 的 基本 定理 (815) 

"ABCD. u : | 
【定理 ]21. 在 平行 四 边 形 申 ， 

《1) :两 组 对 边 分 别 相等 ; 

(2) -两 组 对 角 分 别 相等 ; 

(s) 两 边 对 角 线 互相 平分 。 

ER- (Y) 如 图 14-24 所 示 ， 在 口 48CD 中 ， 如 果 作 对 角 线 BD， 则 对 于 
AABD 和 和 八 CDB 有 


A 
A D 
x s| 
c D B ç 
14-23 图 14-24 


4BD=~CDB(…48BCD)， 
Z ADB= Z DBC(`. AD | BC), 
BD 为 公共 边 ， 
AABDZEACDBOA RK). 
AB=CD, AD= BC. 
(2) 由 (1) 的 全 等 关系 得 人 4= 人 C， 55k, H Z 4BD= LCDB, 
£ ADB= ADBC， 得 ` 
ZABC= Z ADC. ` 
(3) 4O ABCD PIPRA ARAO, 则 NFAL NACOR 
4 .- À el 
ZoA4D= ZOoCB(`. AD / BC), 
-` ZODA= ZOBC( ` AD | BC), 
文 由 (1) 知 4D= BC, -.AA0DSZAG08. ` 
AO=0C ,BO=0D T 
(8238122. 四边形 | . 
(1) 若 两 组 对 边 分 别 相等 则 是 平行 四 边 形 ; 
(2) 若 两 组 对 角 分 别 相等 则 是 平行 四 边 形 ; … 
(3) 车 一 组 对 边 相 等 且 平 行 则 是 平行 四 边 形 ， 
<D 藻 两 条 对 角 线 互相 平分 > 别 是 平行 四 边 形 ， 


(8169; 第 十 四 章 ” 初 笠 几 何 学 


证明 (1) 如 图 14-25 所 示 ， 在 口 4BCD 中 ， 如 果 作 对 角 线 BD, RAR 
于 人 ABD 和 ACDB 有 ， x 
A D AB=DC, AD=BC, BD 公有 ， 
k a .. AABDSSACDB(=35 85423). 
< 人 人 ABD= 人 BDC( 内 错 角 ). 
Th o C © J 'ABIDC, : X ZADB= Z CBD 
图 14-25 (A f), -ADI BC: 从 而 ， 口 4BCDP 
是 平行 四 边 形 . 
(2) 在 口 4BCD ih, ZA= ZC, ZB=ZDp, B ZA+ ZB+ ZC 
+ (D=4 R(UEEE]20), 
~ ZA+ f B=2ZR,Z/ZC+ ZD=2 ZR. \ 
出 此 可 知 间 傍 内 角 是 互补 的 ， 因 而 AD J BC, ABI Cp. 从 而 器 4BCD 是 
平行 四 边 形 . 
(3) 在 口 4BCD 中 ,如果 作 对 角 线 BD, 那么 对 于 人 4BD 和 ACDB， 


有 
ZABD= ZCDB( -ABI CD, Wit), 
AB=CD( 题 设 )，BD 为 公共 边 ， 
和 俯 ABD 综 人 入 CDB( 两 边 夹 一 角 ). 

. LADB= /DBC, .. ADI BC. 

从 而 ， 两 组 对 边 分 别 平行 ， 故 启 4BCD 是 平行 四 边 形 。，， | 

(4) 设 口 4BCD 的 两 条 对 角 线 的 交点 为 o， 这 时 ， 根 据 题 设 有 40~ 
oC, Bo=op; X ZAOB= /ACOD( 对 顶 角 ) ,因此 

和 俯 A40B 综 和 八 COD( 两 边 夹 一 各)， 
w LAdBO=ACDO R ABY CD.. 
另外 ， 由 全 等 关系 知 4B=CD， ATREO ABCD 是 平行 3, 
Ü] 

【定义 1]16.《1) 等 边 多 边 形 各 条 边 都 相等 的 多 边 形 叫做 等 边 多 边 形 . 

(2) 等 角 多 边 形 多 边 形 的 内 角 都 相等 时 ,这 个 多 边 形 呀 做 等 角 多 边 

形 , 

(3) 正 多 边 形 多 边 形 的 各 边 都 相等 ， 各 内 角 都 相 sH usai 

做 正 多 边 形 . 

(4) 长 方形 四 个 角 都 是 直角 的 四 边 形 叫做 长 方形 RE 
(5) EE 四 条 边 都 相等 的 四 边 形 叫做 鞭 形 。 N 
(6) 正方 形 四 个 角 都 是 直角 且 四 条 边 都 相等 的 四 边 形 叫做 正光 形 、 
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“(7) 梯形 梯形 - 一 组 对 边 平行 而 男 一 组 组 对 边 太 平生 行 的 四 边 形 叫做 梯形 。 平 
行 的 两 这 则 做 梯形 的 底 ， 不 平行 的 两 了 边 叫 做 梯形 的 腹 。 — 

【 定 现 ]23.《 中 位 线 定理 ) 连结 三 角形 阿 边 中 点 的 线 肌 叫做 三 角形 的 中 位 
线 , 包 平行 于 第 三 边 且 等 于 第 三 边 的 一 灶 ， 

证 明 如 图 14-26 所 示 , 假 设 A4BC 的 边 AB. BC 的 中 点 各 为 D,E，, 这 

时 要 证 明 DE J BC ,2DE=BC. | ' 

现 将 DE 向 己方 向 延长 ， 取 DE=EF jih 4E=EC,DE=EF ;并 根据 
[288]22 知 ， 口 4DCF 是 平行 四 边 形 . 从 而 ,AD 有 FC B AD=FC , iB AD 
=BD, 办 此 BD [| CF, BD=CF. s 

从 而 ， 再 根据 【定理 ]22， 口 DBCF 是 平行 四 边 形 ， Dra DEF 
BC {È DE =EF ,因此 2DE=BC,， 且 DE1 BC. 口 
[XR]. REA BEJU PI EKRI AUROR EET pay AI R R. FATAH 
等 于 两 底 和 的 一 半 。 

证 明 如 图 14-27 所 示 ， 在 梯形 ABCD Hi, ZAD] BC, AE=EB, DF= 


W 图 14-26 图 14-27 | 
FC ,要 证 明 EF | BC, EF= - 2 (AD+ BC). 现 将 BC f 向 C 方向 延长 ， 取 CG 
= AD, M] CGI AD, CG= Ii 因此 己 4CGD 是 平行 四 边 形 ， 从 而,， 对 
角 线 AG 与 对 角 线 DC 互相 平分 ， 故 AG 通过 F H. AF=FG, í 
X ŁAABG, AE=EB, AF=FG, H 


[81]23,. # EF J BG, H. EF=->BG. 


人 BPY BC, EF=-+(BC+ AD) CO “< VQ 
IRN. 连结 梯形 两 对 角 线 的 中 点 的 线段 ， 平行 于 两 底 并 旦 等 于 两 底 差 的 
一 半 。 


证 明 如 图 14-28 所 示 ,在 梯形 ABCD th, i& AD BC, DE=EB, 
AF=FC, XH EF | BC, EP=; (BC-AD). 


AD ] BG 知 , 口 4BGD 是 平行 四 边 形 ， 从 而 ， 其 对 角 线 AG, BD 互相 平 
分 ， 故 4G 通过 点 E, HAE=EG, a i 


对 于 人 AGC ,AE=EG,AF=FC , 故 由 【定理 ]23, 有 EF 了 GC EERS y 


GC. -. BF|BC, EF=, (BC-AD) ° 口 


【定理 124、 经 过 三 角形 一 边 的 中 点 并 且 和 另 一 边 平行 的 直线 平分 第 三 边 。 
证 明 ”如 图 14-29 所 示 ， 在 A-4BC H, 设 .4D=D3，DE BC, EH 
DE 过 AC 的 中 点 。 

如 果 过 CC 点 作 BC 的 平行 线 ， 与 DE 的 交点 为 E， 则 由 DE# BC, 
CE} BD, WODBCE 是 平行 四 边 形 。 从 而，BD=CE. 但 BD= 人 AD; 
^ AD=CE E AD | CE, Wi ADCE 也 是 平行 四 边 形 ， 对 角 线 DE 通 
过 男 一 对 角 线 AC 的 中 点 。 
【定理 ]25。 三 角形 的 三 条 中 线 交 于 一 点 。 

TA ”如 图 14-30 所 示 ， 设 入 ABC 三 边 BC、CA、AB 的 中 点 为 D, E, 
F, BE 和 CF 的 交点 为 G， 要 证 明 AD 通过 G 点 。 


图 14-28 图 14-29 图 14-30 
现 设 BG 的 中 点 为 HH，CG 的 中 点 为 K， 则 由 【定理 ] 23，HK f BC,: 
HK=+BC. X, F, E É AB, AC 的 中 点 ， 故 由 [定理 ] 23, FE | BC, 
FE= LBC. | I o V 


1 
EG=GH, FG=GK, ~. GE = BE, FG=-+FC. 


“9 ee ed 


从 而 ， 中 线 BE, AD 也 在 距离 边 AC, BC 的 中 点 二 处 相交 ， 故 .AD 
通过 G 点 。 口 
— J — wa? RE , 2 
【 系 】 三 角形 的 三 条 中 线 企 距离 顶点 为 各 中 线 的 亏 处 相交 ，。 


证 明 SALES] 的 证 明 。 D 
{定义 1]17. 重心 三 角形 三 条 中 线 的 交点 叫做 三 角形 的 重心 。 

【定理 ]26. 从 三 角形 的 各 顶点 向 对 边 所 作 的 三 条 垂 线 交 于 一 点 。 

证 明 如 图 14-31 所 示 ， 设 4D，BE ,CF 
为 人 ABC 的 三 垂 线 ,要 证 明 AD, BE, CF 
交 于 一 点 。 现 在 通过 顶 点 4, B,C 分 别 
作对 边 的 平行 线 BC*，C’ 4 ，.i B Ë 
们 构成 人 A B*C;。 由 于 四 边 形 BCB*.4， 
BCAC"” 是 平行 四 边 形 ， 所 I BC= AB“ 
二 AC*。 另 外 ，BC LAD, BC I B° C”, 


因此 4DLLBC-。 从 而 4D 是 B“ C n E 图 14-31 
址 平分 线 。 同样，BE，CF 也 分 别 是 A4*C'*，A’B’ 的 生 直 平分 R 所 以 
AD, BE, CF EAA BC 的 外 心 相交 ， D] 


[EX]18. 重心” 在 【定理 】26 中 提 到 的 那个 交点 叫做 三 角形 的 垂 心 。 


$ 3， 有 关 面 积 和 比例 的 基本 定理 


3⁄1 多 边 形 的 面积 
【定义 ]1。 面积 对 于 用 线段 和 曲线 所 围 成 的 平面 图 ， 表 征 它 的 大 小 的 量 
叫做 此 图 形 的 面积 ， 攻 形 的 面积 是 用 边 长 为 单位 长 度 的 正方 形 的 面积 作 单 
位 来 度量 的 。 

当 两 个 图 形 的 面积 相等 时 , 叫 侯 这 汀 个 图 形 是 等 积 的 。 人 和信 4BC 的 面积 
MAZ B' C 的 面积 相等 时 ， 丧 示 成 人 4BC= 信 A’PBC*. 
TEXNI. 三 角形 .平行 四 边 形 的 高 和 底 : 和 矩形 的 面积 由 三 角形 的 一 个. 
顶点 向 对 边 所 引 的 垂 线 称 为 此 边 上 的 高 .这 时 称 此 边 为 底 。 平 行 四 边 形 的 一 
对 平行 边 之 间 的 公共 垂 线 的 长 度 叫 做 高 ,此 平行 边 叫 做 乎 行 四 边 形 的 底 . 边 
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长 分 别 为 a, b 的 和 矩形， 其 面积 用 S=ab 表示 。(《S=ab 严格 说 来 应 该 是 一 
个 定理 ， 但 这 里 简略 地 作成 定义 )。 
(ER. 平行 四 边 形 的 面积 等 于 它 的 底 和 高 的 积 。 
证 明 如 图 14-32 所 示 ， 在 口 4BCD h, RA A, DARE BC 及 其 延长 
线 的 垂 线 ， 垂 足 各 为 瑟 ，F。 

X FAABE 5ADCF, 有 .4B=CD, Z ABE= ZDCF, Z AEB 
= ZDFC(= ZR) -. AABEŻZADCF( KAk). 
`. OABCD=0AEFD=AD : AE= BC - 4E= 底 X 高 。 g 
【定理 ]2. 三 角形 的 面积 等 于 它 的 底 和 高 的 积 的 一 半 。 
证 明 如 图 14-33 所 示 ， 设 4D 是 A4BC 的 高 。 由 4,C 分 别 作 BC, BA 
的 平行 线 ， 其 交点 令 为 E, 那 么 , 口 4BCE 是 平行 四 边 形 。A4BC 与 A4CE 
的 三 边 分 别 对 应 相等 ， 

`. AABC=SA.A4CE, . 

AABC=-DABCE=-; BC ' A= ls x E. = 

【定义 ]3。 梯形 的 高 ”梯形 两 底 则 的 距离 叫做 梯形 的 高 。 
【 系 】1 。 梯 形 的 面积 等 于 两 底 的 和 与 高 的 积 的 一 半 。 
TA ”如 图 14-34 所 示 ， 设 ABCD 为 梯形 ，4D BC， 作 对 角 线 BD. 过 
B, DD 分 别 作 AD，BC 或 其 延长 线 的 垂 线 ， 垂 足 各 为 王 ，F。 


A. ` p A E EA D 
A A 人 小/ | 
B E C F p D C P FC 


图 14-32 "图 14-33 图 14-34 
1 

AABD= > BE °: AD, 

A BDC= DP s. BO 


但 是 ， 口 EBFD 是 矩形 ， 因 此 BE 二 DF， 从 而 | 
CABCD=AABD+ABDC= + BE - AD+--pF - BC 


$ 3. AKERE FJ 3 AE Fl (821) 


— 一 


Ee 


1 l l om: | 


= G) (XM). 口 
(8J2. 连结 同 底 的 两 个 三 角形 的 顶点 的 直线 股 ， 如 果 平 行 于 底 ， 或 者 被 
底 平 分 ， 那 么 这 两 个 三 角形 面积 相等 ( 反 过 来 ， 道 定理 也 真 )。 
WA 如 图 14-35 所 示 ， 设 ABC 和 .4“BC 为 两 个 三 角形 ， 则 由 A, 4 向 
底 BC 作 垂 线 、 由 于 所 得 到 的 两 高 相等 ， 所 以 这 两 个 三 角形 等 积 。 D 


图 14-35 


【定理 ]3. (ARER) 在 直角 三 角形 中 , 斜 边 的 平方 等 于 两 条 直角 边 平方 
的 和 ， 
证 明 如 图 14-36 所 示 ， 在 人 4BC 中 , 设 人 A4= 人 R,。 今 在 人 ABC 的 外 
侧 以 BC, CA, AB 为 边 分 别 作 正方 JÉ ty 
BEDC, ACGF, ABHK, BË H 4 fE BC 
WER, 5 BC, ED 的 交点 各 令 HL, 
M， 连 结 4 E, CHH, H 

在 俯 ABE R AHBC H, AB=HB, 
BE= BC, ZABE= ZHBC= Z ABC+ 
ER: 

AABESAHBC( RH K- ftJ), 

又 ， 在 以 HB 为 底 的 ACEH5 和 正方 形 

4BHK 中 , 由 于 底 和 高 都 相等 ,所 以 AHEBC 


K 


图 14-36 
一 2 口 4BHK。 同样， 在 4BE 和 和 卸 形 上 BEBM 中 ， 底 和 高 也 相等 ， 因 此 


AABE= 2 OLBEM, 
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(822) 
OABHK=OLBEM ., 

WEE, OACGF=OLMDC, 

OACGF+O0ABHK=0O EDC, 

从 而 _AC:+ AB°= BC°, O 
参考 ”这 个 定理 又 叫做 毕 达 哥 拉 斯 (Pgthagoras) 定理 *. 毕 达 哥 拉 斯 并 不 
知道 怎样 证 明 这 个 定理 ， 欧 几 里 得 在 “几何 学 原本 ”中 把 它 作 为 第 一 卷 第 47 
命题 并 给 出 了 上 述 的 证 明 方 法 。 这 个 定理 的 证 明 方 法 非常 多 ， 仅 就 这 三 个 
正方 形 的 各 种 位 置 安排 来 说 ， 也 有 八 种 不 同 的 证 法 ， 颇 为 有 趣 ， 静 列 于 
F: 

设 直角 三 角形 ABC( Z A= 人 R) 的 各 边 为 4g,，b，c， 以 它们 作 的 正方 
形 为 a’, b’, c2 

1° a’, b2, c 面 在 直角 三 角形 外 侧 的 情形 〈 在 【定理 】3 中 给 出 了 证 
BH). 

2' al, 2 lm E b ARIN, c! 男 完 内 侧 的 情形 . 

3° a2, c? IHlfE PL 82278 Jn yt), b? 画 在 内 侧 的 情形 。 

4° b2, e 画 在 直角 三 角形 的 外 侧 ，a3 画 在 内 侧 的 悄 

5”Q?，b 画 在 直角 三 角形 的 内 侧 ，e* 画 在 外 侧 的 情形 . 
e .a?，c? 画 在 直角 三 角形 的 内 侧 ，b’ 面 在 外 侧 的 情形 . 
7 
8 


N 


Ny 


`` 
. 


° b2, c? 画 在 直角 三 角形 的 内 的 ，e 西 让 外 侧 的 情形 。 
”Qa?,， bb，c? 都 画 在 直角 三 角形 内 侧 的 情形 。 
下 面 ， 介 绍 2"，6 "的 证 明 供 参 才 。 


”，2" 的 证 明 ( 图 14—37) 6” 的 证 明 ( 图 14—38) 
由 A4BCABFE( 两 边 夹 一 角 ) 由 A4B8C 涯 CFE( 两 边 夹 一 角 ) 
得 Z BFE=/ CAB=/ R 但 / BAC=/ .CFE=/. B 
Am, G, F, E 在 一 条 直线 上 Am, FE Ly FG 上 
“LAGFB=?AABE "DACFG=?A AREC | 
=[ JBJ K E © =Í JKICE @ 
X, ABICe ADAC(mB HR — fi) X, A BIC=< ABAD(iU53 3 — fli) 
-> DAHIC=2ABIC=2ADAC .LABIH=2ABIC=2/ BAD 
=[]CDKJ ©; =[ KDBJ ©; 
WO, (GË a2=b2+ c° HOMOL a2=b2-+ c° 


(Eml. 282 fJ ZD 0 0 ETORRA ED, 3BEZ W 4 
三 角形 是 直角 三 角形 。 
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3 R 


⁄ 
A C ` v 


图 14-37 É] 14-38 É 14—39 
证 明 如 图 14-39 所 示 ， 在 人 4BC ih, BA BC:= 4B:-H4C2， 要 证 HH 
Z A= ZR. 
如 果 作 A45 CC， 使 4B= 4° D”, AC=4 C, Là =R, 那么 
A4 BC 十 直角 三 角形 ， 国 此 出 【定理 ]3 有 
LEO SA RELA EE 
Ë AB=..”5”, 4C=A'C’, iK 
a BHR C'2= AB'+ AC2= BC. 
e BC=EFE C. hie, AABC HAIZ 5 C" 的 三 边 分 别 相等 ,人 A4BCc2 
2° 5° C BZA = ZR 
` Z A= ZR. 门 
【定理 15. 若 A4BC 的 人 4 是 锐角 ， 思 DLA4C， 则 有 BO=AB+AC 
一 24C : AD. 
WEBA ”如 图 14-40 所 示 ， 在 ABDC H, ZD= ZR, Wie 
BC:= BD°+ DCF, 
X, f#AABD:!RBh, /D= ZR, Wig 
BD:= AB:— AD:. 
Br, DC2=(AC— ADY 
= AC2—2 AC . AD+AD?. @ 
EO, ORAO, m4 
BC =(4B—AD?)+(AC?—24AC + AD+AD®) 
€ =AB+AC°'—2AC : AD. C] 
【 系 】 若 八 A4BC LAR, BDLAC, WJ 
BC'’=A4AB'+AC? 424C . 4D. 
证 明 ”如 画 14-41 R, EHD ES EES 的 证 明 完 全 相同 ， 故 从 略 ， 


@ 
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卫 ' 

! 1 

} 

AT E noT 
图 14-40 图 14-41 图 14-42 


注意 【定理 }5 mM AMAF = f PRE, 
[E38]6. 设 M 是 A4BC 的 边 BC 的 中 点 ， 
MJ è AB:+ AC2=2( AM2+ BM?)。( 巴 普 士 定理 ) 
证 明 如 图 14-42 所 示 ， 对 于 八 4BM， 由 【定理 】5 和 【 系 ]， 有 
AB:= AM°+BM°+2BM: MD. @ 
对 于 A4MC， 由 【定理 15 有 有 
4C2=4M 二 MHC 一 2MC，MD. @ 
0+0, #483] BM=CM, 便 得 
AB:+AC’=2( AM’+BM’). = 
【定义 ]4。 内 分 : 外 分 “如果 点 P 位 于 线段 4B 上 , H. AP:PB=m:n, ZX 
时 了 叫做 把 4 内 分 为 m:n; 如 果 P 位 于 AB 的 延长 线 上 , B. AP:PB 
二 m:n， 这 时 了 RGE AB 外 分 为 m:n。 
[R] #AA5C th, FP AE BC 边 内 分 为 m:n， 则 有 
nZ Bti+mAC2:=(m-+n)AP'+nBP2-+mCP2. 


证 明 ”只 要 在 【定理 】6 kHH, (EQ X n+ @ xm 如 可 导出 . r! 
3.2 tk 例 
【定理 17。 与 三 角形 一 边 平行 的 直线 ， 必 以 相同 的 比例 内 分 或 者 外 分 男 两 


证 明 如 图 14-43 在 三 角形 A4BCH, 作 DEV BC ,于 是 只 须 证 明 AD:DB 
= AE:EC. 

首先 ， 联 结 BE，CD， 则 有 

人 A4DE:ADBE=-.4D:DB( 等 高 三 角形 的 性 质 》， 

人 4DE:A 人 EDC=4E3:EC( 等 高 三 角形 的 性 质 )， 
XH, ADBE=AEDC(' DE f BC). 

AD:DB= AE:EC. 加 

(li. WE 14-44, ÆAABC 中 ,去 4D:D-=4B:EC， 则 有 DE / BC. 


Š 2. 有 关 面 积 和 比例 的 基本 定理 (825) 


— — 一 ”一 ~ — -— ——— 


—— mm 


证 明 过 B 引 DE 的 平行 线 , 并 延长 4C 与 之 相交 于 Cs ,于 是 由 【定理 】?， 
# AD:DB= AE:EC , 


AE EC= AEtEC 2, JAY; C 5 C° g, = 
À 入 
! D E 
iia 
5 r C C 
图 14-43 图 14-44 图 14-45 


【 系 })2. 在 人 4BC 中 , # DE jj BC 

MJ AD:AB=DE:BC. 

证 明 如 图 14-45, HT DC” / AC FR AD: AB=C°C:BC, HRG 
DC: CE 是 平行 四 边 形 ， 所 以 DBE= CC. 

JEP AD:4B=DE:BC. C 
【定理 ]8。 在 八 4BC 中 ， 设 4 的 平分 线 交 BC 干 D，L 人 A 的 外 角 平 分 线 
xz BC 的 延长 线 于 E， 则 ， 

AB: AC=BC:DC=BE:EC. 
证 明 过 C 5] AD 的 平行 线 交 BA 的 延长 线 于 
C? WE Z CC” A= 人 DAB( 同 位 角 ), Z ACC” 
= ADAC( 内 错 角 )。 又 因 人 LDAB= Z DAC , 

+ ZOC Am Z ACO. ACmAC’, 

再 根据 ADCC, WE AB: A4C’ =BD: — S k. sua 
pc, P 

AB: AC=BD:DC. | 14—46 

同 理 ， 过 C 引 AE 的 平行 线 交 AB FC", ME AC=AC, WE 有 
. AB: AC" =BE:EC, MAXI ` 

AB:AC=BE:EC. D 
[R] ŽAABC 的 BC 边 有 内 分 点 DD 和 外 分 点 E， 使 得 BC 被 分 成 的 两 
段 的 比值 都 等 于 4B: 4C， 则 AD A: Z A 的 内 角 平 分 线 ，AE 是 人 A 的 外 
角 平 分 线 ( 图 14-46 ) . 

证 明 设 人 人 4 的 内 角 平 分 线 交 BC FD 点 ， 则 根 据 【 定 理 】8 有 BD°: 
D*C= AB:AC, ' 然 帮 BD:DC= AB: AC, 
BD':D'C=BC:DC, R D ñi D° 重合 。 从 而 .4D 是 /A 的 内 角 平 
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分 线 。 同 理 可 证 ， AE 是 人 4 的 外 大 平分 线 。 
相似 .相似 比 对 于 Ce A 'K RILA’ BC? 
， 当 对 应 角 都 相等 ， | 称 它们 为 相似 多 边 形 。 记 

多 边 形 ABC-. Koo 多边形 A BC KE .特别 地 ， 担 如 应 也 约 这 个 比 
值 叫 做 相似 比 ， 
【定理 ]9、 两 个 三 角形 ， 只 要 满足 如 下 各 条 ， 针 为 相似 三 角形 ， 

(1) 有 两 组 名 对 应 祖 等 ; 

(2) 一 组 角 对 应 相等 ， 且 夹 此 月 的 两 边 对 应 成 比例 ; 

(3) 三 条 边 对 应 成 比例 . 


x 
A _ A 
A 
D < ZN pa 
P C B HC 4 
A ; 
图 14-47 加 14-48 图 14--49 


证 明 (1) 如 图 14-47， 在 八 4BC RAZ BE’ C H, i& Z A= Z A, Z B 
=B, RMRKEHAABCH A4 5 C. 首先 ， 在 AB 边 上 或 其 延长 线 
上 取 一 点 DD 使 AD==A’E’ .再 过 DD fE BC 的 平行 线 与 4C 交 于 E, 于 是 对 
T AADE 和 A 人 .4’B'C’, ELA=LA, ZB'= ZB= ZD, 4°3”= 
AD, `. AA B'C'SAADE.X, #AABC 中 ， 由 于 DE BC, Wr 以 有 
AB: AD= AC:AE= BC:DE X AB} AtB? =4C: AC? = BC;B' C”, 再 
则 ， 由 A4BC 与 人 A*B*C’; 有 两 个 角 对 应 相等 知 , 第 三 个 角 也 对 应 相等 ， 
FBRis[IEX]5, AABC- AA B'C?. 

(2) 在 A4BC 和 A4 B' CH, i: ZA= Z A, AB:A E’ = AC. 
A C’ .在 AB 或 其 延长 线 上 取 D 点 使 得 4D= .4 B°, 再 过 DD IE Z ADE 
(E Æ AC 或 其 延长 线 上 )， 使 之 等 于 人 A BC JNIJA ADEG A A B’ C’. 
从 而 AB: AD=-.AC: AE,..DE 了 BC ,或 说 八 ABC 2 A ADE , FEB A ABC 
c AA BC. 

(3) Z 48B8 或 其 延长 线 上 取 D 使 得 AD= A B', HIE DE BC, Hi 
A AB AD=AC:AE=BC:DE, RX AB: A’ B =AC:A C = BC 
B'C' UH AD=4 Big, ACA 'C'= AC: AE 及 BC:B'C'=BC: 
DE, JBU _A ° C'= AE. B*'C*=DpE. .. A.ADES2 4° B° C*2, 再 由 人 4DE 


“A ABCHBIBA ABC AAB C. 口 ] 
【定理 j10 .两 个 相似 三 角形 的 面积 比 等 于 其 相似 比 的 平方 . 
证 明 如 图 14-48， 今 证 A4BC:A4 B C = AAB: A B’. 

先 自 对 应 顶点 A, A 分 别 伟 — a AH, XS ZB 


= Z 5, Pr A ADH:o A A“ B” H" -a-s T r= E . 然而 又 有 


$3. 有 关 面 积 和 ;使 的 基本 定理 (827) 


_ AD _BC 
AB = BC” , 
i 
AABO. a ZOVA _ _BC AH 
AABE Te a Re yae" 
x Lp 5C Hd 
AB \ 1 Añ \_( AB \ 
-ZF) (ir) a- 


【定义 6. wE- 位 似 中 心 ” 若 两 个 多 边 形 之 对 应 点 的 连 线 (或 其 延长 
线 ) 全 部 交 于 同一 点 , 且 由 该 公共 交点 到 各 对 对 应 顶点 的 距离 之 比 都 相等 ， 
则 称 此 二 图 形 为 位 似 形 ， 称 这 个 公共 交点 为 位 似 中 心 。 
【定理 】11. 两 个 位 似 多 边 形 是 相似 的 .反之 ,二 相似 多 边 形 经 适当 移动 后 
能 成 为 位 似 形 . 
EA 设 位 似 中 心 为 0， 两 个 多 边 形 为 4BC…K 和 A B° C-K, FES 
OA: AO” =0B:0B’… =OK:OK”, Hm ABI A'B, BC BC 由 
此 可 得 对 应 角 相 等 及 043:04 = AB; A4’B = 二 BC:B1C =, MS xb É 
ABC KoH A BCK, ETHER. 

反之 ,车 多 边 形 4BC…K 和 ~ 多 边 形 A BC eK? , 设 相 似 比 为 min. tE 
取 一 点 0 ,再 连接 OA,0B,O0C ,… ,OK ,并 在 其 上 (或 其 延长 线 上 ) 分 别 取 A"， 
B',C,! K", 14 O0OA:0A" =0B:0B" =..-0K:0K"=m:n, WZS i É 
ABC -KaoZ A" B' Cr ...K" ,因为 多 边 形 4BC…Kc %15 É ABOC 
e. K’ 

ZAWA" B* C" -K'o ZEA B° 
C-K? . BAAB: A Bt =m:n. AB: A" B' = 
min, ...4’B’ =4' B", Ahè PAZE 
的 相似 比 等 于 1 故 

多 边 形 A'B'C".…K’ 综 多边形 4° B° C” | 
KS .因此 多 边 形 4° B” C” -K 4 SJ P| 15 图 14-50 
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多 边 形 A'B"'C"…K" 重 合 , 亦 即 可 把 相似 多 边 形变 成 位 似 形 . D) 


$ 4. 有关 圆 和 的 基本 定理 


41 圆 的 基本 性 质 

【定义 ]1. 圆 .四 周 . 半 径 . 弦 .直径 ”在 一 个 平面 上 ,与 一 个 定点 成 等 距离 的 

一 切 点 所 形成 的 曲线 叫 仇 圆周 .被 圆周 围 成 的 平面 部 分 叫做 圆 ， 该 定点 叫 

做 圆心 ,该 “等 距离 ” 则 做 半径 ,. 岗 端 在 圆周 上 的 线段 蚂 做 弦 。 通 过 圆心 的 弦 

叫做 直径 。 

EREA 车 弦 的 长 度 相等 , 则 圆心 到 弦 的 距离 也 相等 , 弦 
ty 距离 愈 小 . 


AN.: 如 图 1 451,3% B= 4° B°, tag sak s 

x Fi Ni #AA0BƏA 40B? ,从 而 ABRA BF] 
PLORI PE RHI 

AN 又 ki ABS A" Bu ,于 是 对 于 AB,A"B" 的 


中 点 M 和 M # AM2>A MYA ,由 于 A40B,A4d， 

=: sa OB" 是 等 腰 三 角形 所 以 人 4MO= ZA" Mtos 
ZR ÆRE MO<M’O g 
【定义 }2 M RA HN A PR” 辆 周 上 的 两 点 把 贺 周 分 成 两 部 多 
分 别 叫 这 两 部 分 为 弦 ; 较 大 的 部 分 叫做 优 弧 , 较 小 的 部 分 叫做 劣 弧 ， 两 部 分 
相等 者 叫做 半圆 . 弧 的 两 端 分 别 与 中 心 连接 而 成 的 两 条 半径 所 夹 的 角 ,叫做 
该 弧 所 对 的 图 心 角 ; 劣 弧 所 对 的 圆心 角 小 于 180", 优 弧 所 对 的 圆心 角 大 于 
180°. 
【 定 环 1}2。 在 等 圆 或 者 同 贺 中 , H RANA OIER DARK 
RASKERE EMER). 
证 明 ”把 一 个 贺 心 角 移 到 另 一 个 圆心 角 上 ,使 一 个 边 重 合 ,然后 作 比 较 即 可 
得 证 。 
【定理 ]3。 在 等 加 或 者 问 回 中 ,等 长 的 弧 所 对 的 弦 也 相等 .反之 ， 若 弦 相 等 ， 
则 所 对 的 弧 也 相等 ， 
EA RIZEN 的 逆 定 理 , 相 等 的 弧 具 有 相等 的 圆心 角 , 再 连接 各 弧 的 两 
个 端点 ,所 得 的 驴 与 相应 蜀 心 角 构 成 的 两 个 等 腰 三 角形 是 全 等 的 ,从 而 证 得 
该 二 弦 相 等 .反之 ,由 相等 的 弦 ,利用 三 角形 的 全 等 可 得 到 相等 的 圆心 角 ,再 
据 【 定 理 }2 , 即 得 到 所 对 的 弧 相 等 。 g 


Š 4. 有 KMI 定理 (829) 


【定理 ]4. 弦 的 垂直 平分 线 也 平分 该 纺 所 对 的 圆心 角 和 弧 ， 
证 明 ”把 弦 的 两 端 与 圆心 连接 , 得.- 等 吸 三 角形 ,利用 等 暖 三 角形 性 质 即 可 
得 证 . 
【定理 5 . 不 共 线 三 点 唯一 地 确定 一 个 圆 . 
证 明 设 三 点 为 4、.B.C, 求 出 人 4BC 的 外 心 0, O 是 唯 -- 确 定 的 ,从 而 以 
O 为 圆心 04 为 半径 作 圆 , 它 必 过 B、C , 且 是 唯一 的 。 口 
【定义 5 天 线 . 切 线 . 切 点 ”对 于 一 个 圆 和 一 条 直线 , 当 它们 有 两 个 公共 点 
时 ,把 它们 凤 做 是 相交 的 ,这 时 ,把 该 直线 叫做 该 圆 的 割 线 ; 当 它们 有 县 仅 有 | 
一 个 公共 点 时 ,把 它们 叫做 是 相 切 的 ,这 时 ,把 该 直线 叫做 该 加 的 切线 ,而 唯 
一 的 公共 点 叫做 切 点 ， 
【定理 】6、 设 圆 的 半径 为 7, 贺 心 到 某 吉 线 的 距离 为 d, 则 
(1) d>r 时 , 圆 与 直线 不 相交 ( 即 外 离 ); 
(2) d=7 时 , 辐 与 直线 相 切 ; 
(3) d<r 时 , 圆 与 直线 相交 。 


0) 
Ce) (e), 
T /| 
X P. H T P H YX A B Y 


图 14-52 


证 明 如 图 14-52, 由 圆心 O 向 直线 xy 引 垂 线 OH, 则 OH 的 长 即 是 定理 中 
Hd. 

(1) 取 xy 上 五 点 以 外 的 任 一 点 P, NHN ZOHx= AR, 有 OP>OH=d 
>7. 因 此 直线 xy 上 的 一 切 点 都 在 圆 外 .从 而 xy 与 圆 不 相交 。 

(2) 仿 (1), 取 xy 上 任 一 点 卫 后 ,有 DODP>OH=d=7. 从 而 ,xy E H 
外 一 切 点 都 在 区 外 , 仅 有 互 点 作为 咬 和 直线 的 公共 点 ， TURR 。 
是 圆 O 的 切线 . 

(3) 因 在 xy 上 存在 二 点 4、 卫 ,使 48B=BH=wzr 一 和 ， 这 时 ， 由 于 
0OA?’=AH’+0H?, OB = BR?’ +O0OR’RI FI 44 04°=0B'=r', JRE OA=0B 
二 7. 因 此 A.B 是 阅 周 上 的 点 , 即 xy 与 贺 O 是 相交 的 ， 7 D] 
f 系 11. 【定理 】6 的 逆 定 理 亦 真 . 

证 明 ”用 转换 法 即 可 得 证 ， 口 
【了 系 】2。 过 园 周 上 一 点 作 一 条 直线 , 落 宣 线 垂直 于 过 此 点 的 半径 ， 则 此 直线 
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是 圆 的 切线 ， 
证 明 FIRN 即 可 导出 . g 


LEX. (两 圆 的 ) 切 点 .内 切 DL A ELR EPA H A 
公共 点 ， 则 称 它 们 是 相 切 的 ,该 公共 点 ,叫做 切 点 ， 同时, 在 相 切 的 汕 癌 
中 ,车 一 个 贺 ( 相 对 地 ) T ed 部 ， 则 称 它们 是 外 切 , 若 一 个 加 在 男 
一 个 圆 的 内 部 , 则 称 它们 是 内 切 . 当 两 个 圆 有 两 个 公共 点 时 ,叫做 相交 的 ,其 
公共 点 叫做 交点 .连接 丽 个 不同 部 心 的 四 的 圆心 的 直 续 叫做 连 心 线 . 

两 个 圆 的 位 置 关 系 可 以 归于 图 14-53 所 示 的 五 种 类 型 . 

《外 离 交 外 切 欠 相交 闪 内 切 欠 内 合 ) 


Oo Go ( p ÇQ O 


外 离 外 急 iq — 内 容 


. 图 14-53 
【定理 】7。 二 贺 相 切 时 , 其 切 点 必 在 连 心 线 上 . 道 定理 也 真 . 
证 明 ”用 反 证 法 , 设 连 心 线 为 00” DANT, ET REOOO t, ET 关于 
00“ 的 对 称 点 为 I" 这 时 有 OT= 01 ,0T=0T ， 从 而 T 记 是 圆 0 和 
O” 的 公共 点 .这 与 定理 条 件 矛 盾 ， 所 以 T 一 定 人 在 00E. XERRA. 
J 

(Z018. RAANEI rr ,圆心 间 的 距离 为 gd, 则 有 

《1) 若 两 圆 外 离 , 则 d>r+r; 

(2) 若 两 圆 外 切 , 则 =7 ir; 

(3) 若 两 贺 相 交 , 则 7 十 7 >> r-r. 

(4) 车 两 贺 内 切 , 则 qd= r-r ; 

(5) 芳 两 圆 内 含 , 则 d< r-r . 忒 道 定理 也 成 立 。 


Ge Cep 9 9 


图 14-54 
证 明 ”如 图 14~54 利 用 [定理 ]7 好 可 得 证 .至 于 逆 定 理 , 可 用 转换 法 证 明 . 


| = 
【定义 1】5， 公 切线 .外 (内 ) 公 切线 ”同时 都 与 两 个 国 相 切 的 直线 叫做 这 两 个 


$ 4. HRAMA EE (831) 


HEAT; Ey 基 间 一 创作 j 公 切线 ; 中 TOORN 否则 ,叫做 内 公 切 线 ， 
如 图 14-55. 公 切 付 上 二 切 点 间 的 距 讽 电 做 该 公 切 线 的 长 


4-2 周 角 
(EX. DA f PEMA EADAE A RR A RAA. 


32 PA,PB ARETAS Z AP B, SKN ABOI AB ) 所 对 的 贺 周 角 ， 
【定理 】9. i 问 一 弧 所 对 的 并 周 角 EEDE. | 


wg Di O 的 ABIRERE A fn” Z APB, FERA P 点 的 不 同位 
著 分 三 种 情况 来 讨论 印 可 图 (14 一 56 )， 

(1) /人 408B= /OPB-+ ZOBP=2 ZoPB=2: Z APB. 

(2) Z AOB= Z 40C+ Z BOC 
=( Z APO+ / P.AO)+( Z BPO-- Z PBO) 
=? Z APO+? Z BPO=2 Z APB. 

(3) ZA0B= Z BOC- Z AOC 
=( ZCPB+ ZP BO) -( ZCPPA4 Z P.AO) 


=2 / CPB—: Z CP.1=-" Z APB. "V 
N [à Bas ra ~ 
| x 
o \\ ⁄ | Í ° 
l sS S, N ü A, a B 
ACS o- z A Se š A 
Iz] 14—56 
【 系 )]1. 在 等 辆 或 问 圆 上 ,等 弧 ( 或 加 弧 ) 所 对 的 圆周 角 相 等 。 
证 明 出 【定理 19 立刻 得 证 ， F! 


【 系 )?， 半 圆周 上 的 圆周 角 是 直角 . 
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证 明 注意 到 它 的 贺 心 角 是 平角 (了 180 "或 x 弧度 )， 由 【定理 ]9 即 得 . D 
[EX]. 5#. 56A IUCR H ZE RRR E e =. H R 
EA AER ZR ya ARAH 8 5 Jf. 
[EA]. 对 于 以 ABJZ, Vla J 弓形 的 弓形 ， 当 点 P. 

(1) 在 弓形 的 弧 上 时 , APB=a. 

(2) 在 弓形 内 部 时 , ZAPB>a. 

(3) 在 直线 4B 和 弓形 的 同 侧 且 在 马 形 外 部 时 , Z APB<a. 


N A A 


B 


图 14-57 
证 明 分 别 按 图 14-57,5 
(1) 根据 (定理 19 LRN, IE. 
(2) 由 人 4pB= /APBC+a, 即 得 . 


(3) H ZAPB+ 人 PBC==a, 即 得 ， = 
[R]. 【定理 ]10 的 逆 也 真 .( 可 以 用 转换 法 证 明 .) 
[R]. R-RE AB 及 它 同 一 个 的 两 点 C、D, 使 LAADB= Z ACGB, 1) 
A,B,C ,D 共 圆 ( 即 同 在 一 个 圆周 上 ).( 由 [ 系 】1 即 可 得 证 .) 
【定义 ]8. 四 边 形 的 外 接 圆 ”站 四 边 形 的 四 个 顶点 同 在 一 个 圆周 上 时 , 叫 它 
做 圆 的 内 接 四 边 形 ,这 个 圆 叫做 该 四 边 形 的 外 接 欧 . 
【定理 】11. 圆 的 内 接 四 边 形 ,其 对 角 互 补 . 逆 定理 也 真 ， 


@ Bb R 


图 14-58 图 14-59 
证 明 如 图 14 一 58 


1 
ZBAD=xa, ZBcp=; p, a+ B=4 ZR, 


Z BAD+ Z BCD=2 LR. 


S 4. 有关 贺 的 基本 定理 (833) 


0 i Z A+ ZC=2 ZR, 作 人 ABCD 的 外 接 贺 0， 再 在 该 圆 除去 
8CD 的 那 段 圆 级 上 任 取 一 AMER + ZC= 2 人 CR . ZA=Z/A, 


根据 [定理 110of{ 系 】2 ,4 在 圆 O 上. F 
【 系 】 圆 内 接 四 边 形 的 一 个 外 角 等 于 EE ES 
证 明 ”由 四 边 形 的 对 角 互 补 即 得 . C 


[8E38112. MA5 ARR, ETARKI A 
的 圆周 角 .其 逆 也 真 . 
证 明 如 图 14-59， 作 加 O， 取 弦 AB 及 切线 4T， 则 只 要 证 B] Z BAT= 
ACB 即 可 .因为 AT 是 切线 , 作 过 4 点 的 直径 , 另 一 端 记 为 D, 则 人 DAT 
= /R. 并 且 , 由 于 AD 是 直径 ,所 以 人 DBA= ZR. 
Z DAB+ Z BAT= ADAB+ AADB(= ZR) 
ZBAT= Z ADB= /LACB. 

反之 ,由 人 BAT= 人 ACB 坊 (推出 ,下 同 ) 人 BAT= ZADB=>Z DAT 
= AR->A4C8B 的 外 接 圆 与 4T 相 切 于 A A. 口 
【定义 ]9 四边形 的 内 切 圆 “与 四 边 形 的 四 条 边 同 时 相 切 的 圆 叫 四 边 形 的 
内 切 圆 .这 个 四 边 形 叫做 该 贺 的 外 切 四 边 形 . 
【定理 115。 罗 的 外 切 四 边 形 两 组 对 边 的 积 相 等 ,其 逆 也 真 ， 
证 明 ”过 加 0 外 的 一 点 P 作 阅 的 两 条 切线 P4,PB, MJA AOPSGA BOP(PS 
边 和 一 直角 对 应 相等 ),"。 AP= BP. 用 此 结果 于 外 切 四 边 形 4BCD， 如 图 
. 14-60 , 设 其 切 点 为 P. 8、 R、S, 则 有 AP=AS,BP=BQ, CQ=CR, DR= 
DS, 从 而 A4B+CD= AD+BC. 

反之 , 当 4B+CD=4D+BC 时 ,作出 三 条 直线 AB, BC, AD 围 成 的 
三 角形 ABE 的 内 切 圆 , 兹 证 这 个 圆 必 与 DC 相 切 . 若 不 相 切 , 则 可 以 作 平行 
于 DC 而 与 圆 相 切 的 直线 D° C” ,其 中 D2 ,C ,分 别 在 AE 和 BE 上 ,如 图 
14-60 ,这 时 根据 本 定理 前 半 部 结论 , (í AB+D'C'= AAD*+BC° , 再 根 
据 关系 4B+CD=4D+BC, 4# CD=DD +D'C*+C*C* , 这 在 梯形 
DD’CsC 中 是 不 可 兹 汐 . 此 矛盾 汪 明 了 ,此 加 必 与 CD 相 切 ， 


A A s A 


, D ' 
own P R f Dp 
y g E 
B ` “og G B CC 


"E 图 14-60 


了 


4.5 圆 的 比例 
【定理 】14. (BUSPOEE) 设 圆 内 二 弦 AB ,CD 或 其 延长 线 交 于 P 点 , 则 

PA ° PB=PC - PD(E8l14-51). 
证 明 连接 4、C 和 B、D, MA TA APCHHA DPD 2f Z APC= / BPD, 
LPAC= /PDB, `. A.APC<- ABPD. “PA:PD=PC:PB, 2“ PA-PB 
=PC-PD. 
[R]. 若 二 绞 段 4B,CD 或 其 延长 线 交 于 P 点 ， 且 满足 P4.PB=PC-. 
PD, 则 4. B. C. DODAŁA. 
证 明 由 PA:PB=PC : PD 得 PA:PD=PC:PB, HI Z APC= Z BPD 
ʻ*. AAPC™ ABPD,.. ZPAC= PDB, MT A. B. C. D MAŁA. O 
[8]2. RA o 的 半径 为 7, 点 卫 到 圆心 O 的 距离 为 d, 若 过 P 的 直线 与 圆 
交 于 A、B 两 点 ， 则 必 有 

PA:PB= &-—r i. 

证 明 FER PO, REZA 0 于 C.D 两 点 则 根据 【定理 】14 即 可 得 证 . 口 
【定理 】15。 设 自 罚 外 一 点 P 作 割 线 PAB 及 切线 PT， 与 圆 的 交点 为 A4、B 
WAHT, M 

PA*PB=PT*( 图 14~62). 


CY ， 


p .[ = 


A 


图 14-61 图 14-62 


证 明 连接 T 和 4,T 和 B, 则 对 于 人 PTA 和 APTB, `` Z ATP= ZPBT 
《由 【定理 ]12), ZP 为 公共 角 ,… APTA ANPTB,..PAPT=PT:PB. 

.» PA:PB=PT’. O 
[R] 过 点 P 作 两 条 射线 P4.PT。 芳 PT? =PA- PBCB È PAR REKR 
上 的 一 点 ), 则 入 TAB 的 外 接 圆 必 切 PT + T S. 

证 明 由 PT?=PA4'PB, 有 PT:P_A=PB:PT ,加 之 LP 为 公共 角 ,… APTA 
cA 人 PT 有 LPTA= 人 PBT. 从 而 小 霹 [定理 ]12 的 道 定理 ,PT 与 过 4,T， 
B 的 加 相 切 . | Ü 


S 5. Fh 迹 (835) 


$5. h 迹 


5.1 轨迹 的 证 明 
【定义 ]1. 轨 迹 一 个 点 在 给 定 条 件 下 运动 时 ， 它 所 描绘 出 来 的 图 形 就 叫做 
该 点 在 所 给 条 件 下 的 轨迹 . 

说 明 这 里 给 出 的 定义 ,与 “几何 学 原本 ”中 的 定义 有 明显 的 不 同 。 在 那里 . 
哆 几 里 得 把 轨迹 看 作 满 足 给 定 条 件 的 点 的 集合 ,他 没有 引入 变动 的 观 点. 
其 实 ， 这 一 点 还 个 只 是 表现 在 轨迹 这 一 概念 上 ， 其 至 在 其 各 公理 中 ， 也 没 
有 运动 的 观点 .可 以 说 ,在 古代 把 静止 的 概念 僵化 到 了 可 怕 的 地 步 . 不 过 在 
当时 ,科学 研究 也 只 是 探索 静止 不 变 的 东西 .直到 笛 卡 尔 引 入 了 坐标 概念 以 


”局 , 才 在 图 形 的 研究 中 纳入 了 变数 或 函数 的 观点 ,从 而 ,对 图 形 的 研究 也 才 


由 一 成 不 变 的 静止 时 代 进入 到 了 变化 运动 的 新 时 代 . 这 时 ,解析 几何 学 应 运 


而 生 。 用 解析 几何 研究 轨迹 是 十 分 有 效 的 . 而 且 ， 就 其 所 研究 曲线 的 广泛 


性 来 讲 , 解 析 几 何 也 是 较 全 面 的 .在 吹 几 里 得 时 期 研究 的 轨迹 还 仅 限于 加 和 
直线 ,而 解析 几何 的 方法 则 可 用 来 研究 更 复杂 的 轨迹 .这 只 要 首先 建立 起 坐 
标 系 , 然后 根据 有 关 图 形 性 质 的 定理 , 即 可 导出 相应 的 轨迹 . 若 把 图 和 直线 
作为 基本 轨迹 来 引用 , 则 常见 的 轨迹 问题 便 可 利用 它们 来 进行 讨论 . 

在 几何 学 中 ,所 研究 的 问题 可 被 分 成 证 明 问 题 和 作 图 问题 两 大 类 .所 谓 
“轨迹 ”的 问题 是 可 以 归 入 证 明 问 题 这 一 类 的 . 但 是 对 于 ”… 则 轨迹 是 …” 这 
类 命题 ,由 于 结论 是 给 出 了 的 ,不 用 说 应 该 属于 证 明 问 题 .而 对 于 ”… 试 求 … 
的 轨迹 ”的 问题 ,结论 却 没 有 给 出 ,因此 首先 需要 自己 作品 结论 ,然后 再 加 以 
证 明 , 以 论断 自己 作出 的 结论 是 正确 的 .也 就 是 说 ,在 这 种 情况 下 , 作 图 和 证 
明 两 方面 都 要 用 上 . 


5*2 基本 轨迹 

轨迹 1. 与 两 个 定点 保持 等 距离 的 动 点 的 轨迹 是 连接 这 两 个 定点 的 线段 的 
垂直 平分 线 . 

证 明 ”如 图 14-63 到 二 定点 为 4.B, 设 P 是 满足 条 件 的 动 点 , 则 PA=PB 
办 而 人 PAB 是 等 采 三 角形 .所 以 P ZE AB 的 垂直 平分 线 上 .因此 ， 当 PE 
PA=PB 的 条 件 下 运动 时 , 它 就 在 .4B 的 垂直 平分 线 上 运动 ,因此 P 的 运动 
轨迹 是 AB WEHEN. D 


(836) 第 十 四 章 ”初等 几何 学 
轨迹 2， 求 与 二 定 直线 xy，x"?” 等 距离 的 动 点 的 轨迹 ， 


图 14-63 图 14-64 图 14-65 
解 ” 如 图 14-64， 设 是 满足 条 件 的 点 , 则 AP4022APBo (`. P.A=PB, 
0O4P=0OBP=R，PO 为 公共 边 )，… Z AOP= ZBOP, # ñ PE 
PA=PB 的 条 件 下 运动 时 ,P 必 始 终 在 /yO 的 平分 角 线 上 . 同 理 ,车 P 是 
LLOR Z x° Oy, Zx0y* 内 满足 条 件 的 点 ， 它 也 必 在 所 在 角 的 平分 角 线 
上 运动 ， 因 此 所 求 的 轨迹 是 二 定 直 线 构成 的 两 对 对 顶 角 的 两 条 平分 角 线 。 
特别 当 xy f x2y 时 ， 所 求 的 轨迹 成 为 与 此 二 直线 等 距离 的 平行 线 。 
轨迹 3、 与 定 直线 保持 定 距 离 d 的 动 点 的 轨迹 为 到 该 直线 距离 为 的 两 条 
平行 线 。 
证 明 如 图 14-65 , 设 定 直线 为 xy， 在 xy 的 同 侧 取 与 xy 的 距离 为 & 的 动 
点 P 和 定点 4， 并 由 了 P、-4 向 xy EER, FE R. JJ Q. B, W AB=PQ 
=d, ZB= ZQ= ZR, -. AB I PQ. 从 而 ABQP 为 长 方形 , … API xy, 
于 是 P 在 过 定点 4 而 平行 于 xy 的 直线 运动 。 同 理 ， 在 xy 的 另 一 侧 ,P 的 
轨迹 也 是 平行 于 xy 其 距离 为 4 的 直线 。 m 
轨迹 4。 对 二 定点 连 线 的 视角 为 定 角 a 的 点 卫 的 轨迹 ， 是 以 连接 二 定点 的 
线段 为 公共 弦 的 两 个 对 称 的 含 a AWSR, 


AN 


ES 
E: A 
Re Ka 


图 14-66 图 14-67 图 14-68 . 
证 嚼 ”如 图 14-66， 设 A、B 是 二 定点 ，P 是 合乎 条 件 的 动 点 ， 则 人 APB 
=a, 3| AC 使 得 LBAC=a， 于 是 AC 必 与 人 .PB 的 外 接 贺 相 切 于 .4 
点 ,从 而 图 心 O 是 过 4 而 垂直 于 AC 的 直线 与 4B1J 和 下 直 平分 线 的 交点 ， 


3$5. 轨 迹 (837) 


uK OP=04, 因而 P 是 在 圆心 为 O 半径 为 04 的 圆 缴 上 运动 的 。 由 于 对 
称 性 ， 同 样 的 结论 在 线段 4B 的 两 侧 都 成 立 ， 所 以 所 求 轨迹 是 以 AB 为 公 


共 弦 的 两 个 对 称 且 含 a 角 的 弓形 弧 。 1. 
轨迹 5、 试 求 把 连接 一 个 定 点 和 定 直 线 . 上 任意 点 的 线段 内 分 成 min 的 动 点 
的 轨迹 。 


解 ” 设 定点 为 4， 定 直线 为 xy, WA 14-67, 连接 A 与 xy 上 的 动 点 B, 
在 .4B 上 取 一 点 P， 使 得 .A4P:PB==m:n， 由 B ZE xy 上 的 任意 性 知 ，P 是 
满足 条 件 的 动 点 。 又 由 4 作 xy 的 垂 线 AH， 在 其 上 找 出 8 点 使 之 满足 
AQ:QH=m:n， 则 Q 也 是 满足 轨迹 条 件 的 一 个 定点 ， 且 因 AQ:QH= AP: 
PB, PrUPQ J HB, HH P 是 在 平行 于 xy 而 过 Q 的 直线 上 运动 的 ， 亦 即 所 
求 的 轨迹 是 过 Q 而 平行 于 xy 的 直线 。 口 
轨迹 6 . 试 求 把 连接 定 点 和 和 定 圆 上 任意 点 的 线段 内 分 成 min 的 动 点 轨迹 。 
M REANA , 定 贺 0 的 半径 为 Y， 如 图 14-68， 连 接 4 和 圆周 上 的 动 
点 B， 并 在 .4B8 上 找 出 满足 4P:PB=min 的 点 P， 则 P 是 满足 条 件 的 tE 
一 点 。 又 连接 04， 在 其 上 找 出 满足 AQ:QO=m:n 的 Q， 则 8 为 定点 。 


BLAP:PB= AQ:QO=m:n,.. PQ: BO=m:m+n, HBO =r PQ =— T a s 


是 一 定 值 。 所 以 P 的 运动 轨迹 是 以 定点 IA, MEK yy ER 


的 圆周 ， CI 
轨迹 7。 试 求 到 二 定点 A4、B 的 距离 之 比 min 之 动 点 轨迹 。( 这 个 轨迹 叫做 
阿波 罗 尼 斯 加 ) 


A dl M Q B 

图 14-69 图 14-70 图 14-71 
解 ” 如 图 14-69， 设 P 是 满足 条 件 的 任 一 点 , 且 设 分 线段 4B 成 mi 的 内 
分 和 外 分 点 为 C 和 D， 则 C.D 是 满足 条 件 的 两 个 特殊 点 . 在 人 PA BRE 
PA:PB=AC:CB=AD: BD 二 m:n, 所 以 PC 和 PD 分 别 是 APB 的 内 角 
和 外 角 平 分 线 ， 亦 即 人 CPD 一 ZR. 从 而 P 在 运动 时 与 线段 CD 始终 张 成 


xY. 
Sp: 


《838) 第 十 四 覃 ”初等 几何 学 
FJ, (4P mi 动 到 CD Fi3 AEN ee WP 点 的 轨迹 TEIRIC U J Ey AB 


eg -a 


APAAPA mn tD a (zp FEEN [ 
[EX]. RAAR . 调和 分 点 2 四 点 A. C. B. DiE RRAC: 


.CB= AD:D i}, Jü 4. C. B. D 人 u C. DORA BUN 
4 .8B( 或 C.D) 的 调和 分 点 . 这 于, uz O ZJ CD 的 中 点 ， 则 有 O04: OB= 
oD’. 

轨迹 8 试 求 到 二 定 点 4,B pis 65 p 1 ES R° 2 PR. 
解 ” 如 图 14-70， 对 于 AP48B8， 设 .48 的 中 点 为 M， 则 据 巴 着 士 定 理 , 有 
PA?+PB:=2(AM?+PM”). 代 以 P47+PB?==h?, 即 得 PM? 二 一 AM: I 


其 中 4M 是 定 长 的 ， 所 以 PM 也 是 定 长 的 ， 从 而 了 点 的 轨迹 是 am AB 的 
中 点 M 为 圆心， 以 定数 /全 ki 一 24M” 为 半径 的 贺 . 口 


轨迹 9 试 求 到 二 定点 4. 好 距离 的 平方 劳 为 定数 22 P 的 轨迹 ， 
解 ” 如 图 14-71, :过 P PE AB HERR, REED 0, 且 设 A4B 的 中 点 为 MM， 
则 
| AP?— BP? | = ; (40: 十 Po:) 一 (B02: 十 Po2) | = ! AQ?— BQ? | 

一 24B.MO=R， 
p 共 中 AB 是 定 长 ,@ 是 定点 ,从 而 的 轨迹 为 过 AB 
上 与 其 中 点 M 相 呈 HIHA, LENF AB 的 两 条 平行 É 
线 ， | 口 
轨迹 10 ， 对 于 定点 4 和 在 定 直线 1 上 次 动 的 任意 点 8 , 试 求 .140 或 其 延长 
线 上 满足 关系 式 AP : LO= 忆 之 动 点 三 的 轨迹 ， 


. MO= 


P” ksi (í; P y” 
和 一 上 一 下 ad 
j e. s ! “ 
—— x Í - 
A 2 “ASA Y SS 二 Fa 
A C fs B ` {) 
j~ : ` % 
SA A Sos D 
Ë] 14-72 图 14-73 


解 ” 如 图 a-72, AAR.: SER, EAK B, AB REKE ERHI 
AC e ABSR' i CC， 它 是 满足 条 件 的 一 个 定点 . 则 由 AP'AQ=AC，。 


“= 


Š. 轨 迹 (839) - 

AB=Rk Waj e g20 ,四边 J PC LQ 内 按 陡 一 个 图. Br PAN 
ARR ZR.) P Jti vN A CHAKRA MiA, Pr 以 

P 的 轨迹 是 以 定 线段 AC HHN. C] 
轨迹 11. 定点 AREO O. EJ ro ERER O, A AQ 或 其 
延长 线 上 的 一 点 P #ši AP AQ=kR, IRRA P 的 轨迹 . 
解 ” 如 图 14-73， 设 直线 40 So 的 另 一 个 交点 汶 Q ,根据 关 曙 定理 有 
AQ: AQ =40 =r, XRF AP: AQ=k ik H AP: AQ =k: (AO: —2), 
AO RÆK, AAP: AQ Etk. A iE 6, P 点 的 轨迹 是 以 40 


, É 
定 比分 点 0 为 圆心 ， — oZ = T I FEWE. 


【定义 ]3. RE., Rò., AX ELLE 10、11 pA PRH U #⁄& 8 
¿1 和 贺 O 的 反 形 ( 或 有 反 象 )， 把 定点 4 叫做 反 心 ( 即 反 演 中 心 ),& 叫做 反 
率 ( 或 反 演 宪 ). 把 -个 图 形变 成 它 的 反 形 的 过 程 称 为 反 转 (或 反 演 ). 

在 一 个 定理 的 证 明 很 困难 的 情形 ， 有 时 可 先 求 出 图 形 的 反 形 ， 然 后 再 
作证 明 . 有 关 反 形 的 性 项 将 在 $ 6【[ 定 理 ]10 
BUR. 
轨迹 12， 设 有 两 个 位 置 固 定 的 线段 AB. 
CD 和 动 点 P, 试 求 出 使 人 PAB.: APCD 
PEA S 的 忆 点 的 轨迹 ， 

解 如 图 14-74 设 4B、CD 的 交点 为 0， 
SEOB, OD ERO, RAA 使 得 
OQ= AB, OR=CD, Ni 
APAB=/APog, 
APCD= A 人 POR, 图 14-74 
APAB+APCD=APOoOo+APOR=S, 

JRËBAQOR+A PQR=S. ZE] ZQ0R 是 一 定 的 , OQ 和 OR 分 别 等 于 
AB. CD 也 是 一 定 的 ， 所 以 AoOoR 的 面积 是 一 定 的 . 又 由 人 POR=5 一 . 
AQOR 3⁄4, A PQR 的 面积 也 是 一 定 的 ， 且 QR 也 是 -一 定 的 ， 所 以 0, | 
QR 的 和 矩 离 河 某 个 定 值 的 平行 线 上 移动 ， 并 且 ， 设 这 条 平行 线 与 0B、 

或 其 延长 线 相交 于 YY、XX， 则 点 P 了 六 轨迹 就 是 线段 XY. SN S 
坝 上 ,“ 则 结论 应 为 两 三 角形 面 区 ' 之 差 为 定 值 S.) 

ARII. SRE 0,0 RED, AA rr 为 半径 的 两 个 不 相 含 的 定 
H, AZA PASANEN PA, PB ARN 足 P4=PB 的 动 点 己 的 
轨迹 ,《 设 ?<7”.) | 


h wa 


(840) i 第 十 ü 总 3]. Ya E li] Py: 


一 一 -一 一 一 ~ 一 - 一 一 一 - 


R ”如 图 14-75，… ZPAO= ZPBO= ZR, .…. PA =PO —.10°, PR = 
PO”— BO”, HA PA=PB, ¢ PO -PO =r -r =(%8), hi9, 
P 点 的 轨迹 为 过 00" 上 定点 C 而 重 雪 于 00“ 的 直线 . 

【定义 }4。 根 轴 ”把 轨迹 题 13 Hh p šughiuynie o 和 图 o aaah. 

轨迹 14。 过 定点 4 引 与 定 贺 O 相交 于 B.C 的 直线 , 试 求 轩 0 在 B.C 处 分 
ERN O 的 切线 其 交点 了 的 轨迹 ， 

R 如 图 14-76, 设 PO 与 4C 交 于 M, W PM AC, BM=MC, 


图 14--76 


..PA2— PC2= AM2— MC`w= 4B- AC=AD' (ADER), XA PC? 
=P0?—0C? ..PA—PO=4AD’—0C’?=AD?-DO’= ( 定 值 )， 因 此 P 的 


轨迹 是 过 切 点 DD 而 垂直 于 AO 的 直线 ( 圆 内 部 分 除外 )， | g 
【定义 ]5. 极点 、 极 线 ”在 轨迹 题 14 中 ， 把 4 叫做 极点 ,把 了 的 轨迹 叫做 
RR. 


$6. 几 个 定理 


6*1 利用 近世 几何 学 方法 处 理 的 几 个 定理 

在 本 节 的 基本 定理 中 ， 将 遇 到 一 些 有 名 的 定理 及 一 些 比 较 复 杂 的 定 
理 . 对 于 这 些 定理 ,常常 用 近世 几何 学 的 方法 来 处 理 , 会 来 得 较 简便 ,但 是 ， 
在 用 到 近世 几何 学 的 方法 之 前 ， 需 要 先 介绍 一 些 有 关 的 预备 知识 .比如 , 需 
要 引入 关于 直线 正 负 方向 、 点 列 、 线 束 等 概念 ， 以 及 反 形 法 ， 此 外 还 将 用 
到 极点 、 极 线 、 上 共 轴 贺 等 ， 但 鉴于 篇 幅 的 限制 ,有 些 就 只 好 市 爱 了 .这 里 首 
先 简略 地 叙述 一 下 点 列 、 线 束 和 反 形 的 概念 ， 
LENN. AI, RE ”把 三 个 或 者 三 个 以 上 的 共 线 点 叫做 点 列 . 把 三 条 或 
者 三 条 以 上 的 共 点 直线 ( 交 于 同一 点 的 直线 ) 叫 做 线束 . 
【定义 12。 非 调和 比 、 射 影 , 切 断 、 调 和 点 列 ”车 在 同一 直线 上 有 A BC: 


$6. 几 个 定理 | (841) 
D 四 点 ， 这 时 把 AD nut sm | 的 非 调和 比 (也 叫 交 比 ) 并 以 符号 


(ABCD) 表 示 . 又 设 S 是 直线 外 的 一 点 ， 自 S$ 分 别 连 4.8、C、D， 作 成 
一 个 线束 ， 这 时 把 A. B. C. D 分 别 叫做 S 沿 着 相 应 方向 在 同一 一 直线 上 的 
射影 并 把 (A4BCD) 叫 做 线束 S(ABCD) 的 非 调 和 比 .反之 ， 任 一 直线 车 
与 线束 S(ABCD) 的 每 一 条 直线 邦 相 交 ， 则 所 得 交点 形成 新 的 点 列 ， 把 这 
一 事实 叫做 线束 S(C4BCD) 的 切断 .特别 地 ， 当 (4BCD)= 一 1 时 ， 把 4、 
B.C.D 叫做 调和 点 列 ( 人 参见 8 5 的 调和 点 列 ) . 

【定理 1 (4BCD)=(B4DC)=(CD4B)=(DCB4)， 


BD AC 
证 明 由 定义 有 (4BCD) 一 -和 -Dp-， (BADC)= p Be: 
(CDAB)= $4 DB., (DCBA)= 25 sa T IACMR. = 


【定理 ]?. 'Ç(ABCD)=1, MJ#S(ABDC)=--,(AGBD)=1—4,C(ADBC) 
1 一 4 


一 一 , 


4 


证 明 heao) -422E X(ABCD)= AC ap =, BR (ABDC) 


‘CD _ C)(BD 一 BC 
= 于 和 (4CBD)=-8 CD “p= (AC—-BC)(BD— BO) _ 


CB: AD 
dC e BD “BC(BD—BC+AC) AC:BD BC:AD  AC:BpD 
 CB:AD —CB-AD CB:AD BC-AD 


AB:DC AB:DC . AD:CB AB:CD 
+1=1—4. (ADBC)=5B-AC 7 CB-AD X AC:DB ~ ~ CB-AD > 


. /一 1 
AD-BE =—CACBD)x (ABDC)= +. 口 


注意 , (ABCD)=(BADC)=(CDAB)=(DCBA)=4; 
(ABDC)=(BACD)=(DCAB)=(CDBA)= 1 
(ACBD)=(CADB)=(BDAC)=(DBCA)=1—4; 
(ACDB)=(CABD) =(DBAC)=(BDCA)=- 7 ; 


(ADBC)=(DACB)=(BCAD)=(CBDA)= 二， 


(ADCB)=(DABC)=(CBAD)=(BCD.:)= , f | 


【定理 15. S 是 点 列 ABCD 所 在 壮 线 外 一 点 , y: C 作 SD 的 平行 线 分 别 
交 SB.SA 于 点 H.G, 则 (ABCD)=GC:HC.， 


~ AC:BD AC BD AC GC 
证 明 (4BCD)=BC-AD AD ` BC SCI SD Ap = SD” 
BD SD GC SD GC 
C U HC `` (ABCD)= çp ` uc ~ HC CCEC. B 


【定理 ]4， 用 而 条 直线 急 旺 ， 绕 刺 S(ABCD) 若 所 得 交点 分 别 为 4、 B. C. 
D 和 .4.8’.C’.D*， 则 (ABCD)=(4:B:C:D:)， 如 图 14-78。 


> 


图 14-77 图 14-78 


证 明 根据 [定理 13，(A 8CD)=GC:HC. 同 理 ,对 点 列 Al. B.C”. IT 
过 C’ 作 SD 的 平行 线 分 别 交 SA SBT GHR, WEC BCD )= 
@'O':H'O'.HGC GC, .' GC:HC=G’C’:H’C’. 从 而 (ABCD) 
=(A’B’C’D’). L 
【定理 】5。 若 两 线束 的 对 应 直线 的 夹 角 分 别 相等 ， 则 其 非 调和 比 必 相 人 等， 
证 明 对 于 满足 定理 条 件 的 任 二 线束 ， 只 要 让 对 应 顶点 和 一 组 对 应 直线 证 
合 ， 则 两 线束 完全 重合 . 

【定理 16. 对 于 满足 (A4BCD)=(《A“B'C?D’' ) 的 两 点 列 , 若 AA BB. CCY 
交 于 一 点 S, 则 连接 D.D’ 的 直线 必 过 5. | 

证 明 WR 14-79, 设 SD 与 4’C’ 交 于 4 点 ,于 是 根据 [定理 ]4 (ABCD. 
=(. B 'C'd).1BEBNICABCD)=(JA7 BCED’), Mld 5D RA 以 
而 直线 DD” 过 S H. 
CERI. APF IYMON ARR, WRAT NARA E 2 
一 条 直线 上 ,那么 第 四 组 对 应 直线 的 交点 也 在 这 条 直线 上 


C 


$6. LT EE 


=L. Y 
B Q D 
É] 14-79 图 14-80 
证 明 如 图 14-8， 设 两 个 线束 (顶点 分 别 为 S、S” ) 的 三 组 对 应 直线 的 交点 


A.B.C EF- ERL. HERH ABC 与 S、8S“ 的 第 四 条 直线 分 兄 交 于 D 
和 D* 点 . 则 由 定理 条 件 S(A4BCD) =s} (ABCD), # (ABCD) = 
(ABCD), Ai D 和 DD RR I), W A.B.C.D 共 线 . L! 
DEW]. 过 团 周 上 的 动 点 s, Saeka A.B.C, D, 
所 成 线束 SC4BCD) 的 非 调和 比 与 S 的 位 置 无 关 ， 即 为 定 值 。 

证 明 如 图 14-81， 当 S 变动 时 ， 其 线束 各 直线 间 的 夹 角 将 保持 一 定 ， 根 
据 【 定 理 ]5 知 ,S(4BCD) 的 非 调 和 比 为 定 值 , 即 与 S 的 位 值 无 关 . 特 别 地 ， 
当 S 的 新 位 置 $” 变动 到 与 如 点 重合 吐 ， 则 视 S'B 为 圆 在 如 点 ( 亦 即 图 中 
S 点 ) 的 切线 。 


图 14-81 


【定理 }9， 同 圆 的 四 条 固定 切线 用 另 一 条 任意 的 切线 来 截 时 ， 所 得 点 到 S 
R、Q@、P 的 非 调和 比 与 任意 切线 的 位 置 无 关 ， 为 一 定 值 ， 

和 证明” 如 图 14-82， 加 O 的 四 条 固定 切线 与 男 一 条 任意 的 切线 分 别 交 于 5 
R、Q@、P 四 点 。 只 设 四 条 定 切 线 之 间 的 交点 分 别 为 4、B、E、D, 于 是 
H 2【 定 义 113【 系 】2 知 O 是 入 SDR 的 劳 心 ， 所 以 有 


Z SOR = ZR-5 AD: 
o 也 是 AQRB 的 旁 心 ， 所 以 


(844) ETAR ”初等 几何 学 


1 
LQOR= ; ZQBR. 
O 亦 是 APEO iiao, Prp 


1 
Z POQ= QEP. 


Qll D, ZOBR, 人 QEP 是 四 条 定 切线 
之 峡 相 区 而 成 的 三 个 华 , 所 以 是 一 定 的 ,从 
而 线束 O(SRQP) 各 射线 之 间 的 类 舟 一 定 ， 亦 即 该 线束 的 非 调 和 比 与 SP 的 


位 置 无 关 ， 即 为 一 定 值 。 从 而 (SRQP) 为 一 定 值 。 r 
【定义 ]13 ， 两 贺 的 交角 ” 当 两 圆 有 交点 4 时， 过 .4 分 别 作 两 圆 的 切线 间 
的 夹 角 叫做 该 二 圆 的 交角 。 


【定理 ]10， 设 二 圆 C、K 相交 。 若 它们 的 有 反 心 为 4 反 率 为 K 的 反 形 分 别 
JJ C, K”, MWC, K 的 交角 与 C、K 的 交角 相等 。 
证 明 如 图 14-83 ZF, X .4 为 反 心 ， 圆 0 的 反 形 为 O", O 圆周 上 的 点 Q 
50 圆周 上 的 点 PP 对 应 ， 设 AQ 与 圆 0 的 男 一 交点 为 22， 则 据 轨 迹 11 
有 Po” [q'o. 

^ LAPO’ =Z QR 0= /000° 


Z] 14-83 


JT, xw P ERAO KDR, xu Q 作 圆 0 的 切线 ， 则 它们 分 别 与 4P、40 
构成 等 角 ， 但 这 两 角 的 方位 是 相反 的 。 从 而 如 图 14-83 A, 4AA C, K 
ØRER CC., K RE, EIMA P. Q 处 ， 对 应 切线 T、T’ 分 别 与 4Q、 
AP 构成 等 角 ， 另 一 组 对 应 切线 t+、#t 分 别 与 AQ AP 也 构成 等 角 , 故 工 、 
T 所 成 的 角 与  、T “所 成 的 角 相 等 ， 从 而 C. K 的 交角 与 其 反 形 C*、K* 
的 交角 相等 。 但 角 的 方位 是 相反 的 。 

DEX. 对 偶 ” 芳 两 个 命题 间 具 有 下 述 对 应 关系 之 一 ， 则 叫 它 们 为 对 偶 
命题 ,点 ) 一 元 (直线 )( 共 直线 的 点 ) E GRAA R) CIE R 


| $ 6. 几 个 定理 (845) 
束 )。 即 若 把 一 个 命题 中 的 “点 ”( 或 " 共 直 线 的 点 "或 "点 列 ”") 换 为 "直线 (或 
“ 共 点 的 直线 "或 “线束 ”) 即 得 到 另 一 命题 ， 则 这 两 个 命 叫 做 对 偶 命 题 ， 
比如 【定理 】6.【 定 理 】 7 就 互 为 对 偶 . 若 对 侦 命 题 的 一 方 为 真 , 则 田 一 方 亦 
真 。 这 只 要 在 一 方 的 证 明 中 把 某 些 概念 换 为 与 之 相应 的 对 偶 概 念 即 可 。 再 
则 ,关于 对 偶 , 除 图 形 用 语 的 置换 外 ,还 有 射影 三 = 切断 这 样 的 手段 上 的 置 

换 ， 这 是 作为 近世 几何 学 的 射影 几何 学 的 一 大 特征 . 


62 与 三 角形 有 关 的 定理 
【定理 }11.( 塞 瓦 Ceva 1648-1737 定理 ) 在 A ABC 的 各 边 BC. CA. AB 
上 分 别 取 点 也 .BE.F， 若 4D.BE.CF 交 于 一 点 0, 则 BD* CE» AF=DC， 
EA FB, 
证 明 l BD:DC= 八 A408B: 八 40C; 

CE:EA= A BOC:A AOB; 

AF:FB=AA0C:ABOC; 

BD : CE - AF:DC - EA : FB=1, 

.. BD: CE: AF=DC : EA `: FB. = 
13E38J12. 在 A4BC 的 各 边 BC. C4. AB 上 分 别 取 点 D, E. F, # BD- 
CE - AF=DC + EA FB, W AD.BE.CF 必 交 于 一 m, (EZEN 的 逆 
定理 ,) 


B D D C 

图 14-84 Ë 14-85 
证 明 如 图 14-85， 设 BE. CF 交 于 点 0O，AO.BC 交 于 点 D° , 则 据 前 一 
定理 ， 有 BD’ CE. AF=D'C ' EA FB, 而 已 给 中 BD'CE' AF= 
DC .EA: FB, 所 以 有 BD::D’C 二 BD:DC， 从 而 D、D 重合. a 
【定理 115. (WE (Menelaus) 定理 ) 若 一 条 直线 与 A4Bc 的 各 边 pc 
C A. AB 或 其 延长 线 分 别 交 于 D、E、F， 则 BD,. CE. AF=-DcC . F 4. 
FB. 
证 明 ` BD:CD=ABED:ACFD: 


(846) Srn + 切 等 几何 学 


CE: FE A= -人 CFD: A AFD; 

A 

BD - CE - AF:CD - EA :FB=!1, 

BD .CE - AF=-DC : EA - FB,(CD 5 DC 方向 相反 ). O 
[定理 114 #A ABC 的 边 BC.CA、A4B 或 装 廷 长 线 上 分 别 取 点 D.E、F 使 
得 BD - CE - AF=-DC - EA - FB, WD. E.F 必 在 同一 直线 上 .《【 定 理 ) 
13 BUDE EE), 
证 明 设 FE 与 BC 交 于 DD ， 据 前 定理 有 

BD“ .CE . AF=-D’C - EA- FB. 

HA BD - CE - .iF=-DC :- EA : FB, .. BD’:D’C=BD:DC. 
从 页、D 和 了 D“ 是 下 合 的 。 O 
【定理 115.( 西 摩 松 (SimSon) 定 理 ) 人 A4BCc jhk F— 5 P *UZ 1 R 
延长 线 分 别 作 重 线 ， 其 垂 足 工 、M N 必 在 同一 吉 线 上 (直线 LNM 叫做 
点 了 的 西 摩 松 吉 线 ). 
证 明 如 图 14-87， 连 接 PA、PB8, 则 人 PLB= ZPNB= ZR, 


图 14—86 


门 PBLN jE[J. 

.. APNL+ Z PBL=2 ZR. 

X’ ZPNA= Z PMA= ZR, 

'. OPNAM HA. 

` ZPAM= Z PNM, 

又 “… 口 PBCA EIR, PUT Z PBL= Z PAM. 

. Z PNL+ Z PNM =2 Z R. 

~ L.M.N 在 同一 直线 上 . 四 可 
【定理 】 16. 过 圆 0 上 一 点 4 作 弦 BC WER, REEN D, B SJ; 
一 交点 为 E， 并 在 D.A ER DH ST DE, WJ H R.A.ABC s. X, H 

圆心 0 向 BOIER, REEN M, MUJ 20M=AH. 


S 6. 气 个 定理 (847) 


< CED — FD OE — Á —-— — 


证 明 ZHP 14-88, ` HD=DE, ij BDLHE, .. Z HBD= ZEBD, 
又 “人 B 二 LC. 若 连 BH 并 延长 后 与 AC 相交 于 F 点 ， 则 有 

ZFBC+ ZC= ZEBD+ ZE= ZR, 
因此 BF-LAC。 从 而 ，H 是 AABC 的 垂 心 。 

X Ë O [i] AE #E#š k, #3ER JN, W) AN=NE, J. AN+NH= 
NH+NE=2ND=20M. = 
【定理 ]17， 自 人 48c 的 外 接 贺 上 一 点 P 引 BC 的 垂 线 PL 交 圆 于 另 一 点 
P*, MUJ AP ° 是 平行 于 三 点 的 西 摩 松 巡 线 。 

证 明 如 图 14-39 … 人 人 PBN= 人 PLN(CODPPBLN 存在 外 接 圆 )， 
又 .人 PB4= 人 PP24， 
ZPLN= Z PP*A, HELM Į AP:. O 
【定理 118. 议和 4BC ñus H, M p 的 西 摩 松 直线 二 等 分 PH， 
证 明 如 图 14-90， 设 己 点 的 西 摩 松 站 线 交 五 4 的 延长 线 于 Q@， 则 
QA LP, 


14-88 图 14-89 14-90 


HRH — EE, 4 QLI AP2, AT OLP’ A 是 平行 四 边 形 ，.…。 QA= 
LP, 

XREN, PL=20M +LPt; H. `“ QH=QA+AH=LP” +2 
OM, : 
`. PL=QH, Bñ. PL Í QH, Nik PLHQ 是 平行 四 六 形 。 从 而 LQ 与 
PH 互 为 平分 。 O 
【定理 ]19. AABE 的 内 心 为 1， 人 4 的 旁 心 ( 即 人 4 的 平分 线 与 BR、 
LC 相 邻 外 和 角 的 王 分 线 的 交点 ) zJ, Biz Doler; BC. CA.AB 上 的 
PAF X, Y, Zr 为 圆心 的 各 切 加 分 别 切 BC、CA、AB 于 Xi、 
Yı, Zi1, XF EC=a，C A=b. AD=c R 2S=a+b+c, M 4AZ=Y A=s— 
t ZB=BX=s— —b,XC=CY=s—c, Y,A=S, Z,D= BX i==s—c, X,Ç 


(848) 第 十 四 章 ” 初 千 几 何 学 


——.n.>bx n  - - 一 一 一 一 一 > = 
-= 一 -一 -一 


=CY,:=s—b, 
证 明 WA 14-91, `" Az=YA, zB=BX,XC=CY, `. Az+ BX+XC:=s, 
. Az=s—a, 4 


X “` An=A4B+BX,, YiA=XiC+CA K Az,=Y, A, 
o Azi+Y,iA=AB+BC+CA=2S K Az =Y, A =S. 
余下 的 结论 就 不 难 导 出 了 。 [I 
【定理 120， 设 人 45c 的 外 接 图 和 一 FEDR 22 JF P ñ, WIPB=PI= 
PÉ (图 14-91), 
证 明 O BI、BE 分 别 是 入 B 的 内 角 和 外 角 平 分 线 ，.…. IBL =R, 


1 1 1 1 
Xl Bd EMP dB 


三 人 BIP， 从 而 是 直角 A1BE 的 余 边 于 的 中 点 ， 

“*. PB=PI=PL. 口 
【定理 ]21. 设 入 4BC 0J R UJ] r, ZA, Z B, ZC 内 的 旁 切 贺 半径 
AIH Fis Ta ra, 则 人 ABC Iñ PAS=rs=r(S—a)=7,(s—b)=vy,($—c) 
( 见 图 14-91). 


证 明 '* 作 BCI 人 CAI+ 八 ABI=S,.…. 


ya+rb+rc . a 
—— > —=S, `. S=rs, 


X v AABLE+ACAL ~ABCI =s, .tb Te ,so 
71(s—a), C 
[定理 ]22. A ABC 的 外 接 加 的 半径 为 R， 则 及 = So. 


图 14-91 图 14-92 
WEA 如 图 14-92， 过 4 作 BC RER, EXD, Wii 4 的 直径 之 另 一 


Š 6. 几 个 定理 (849) 
端点 为 A. RA AB. AADC (C LABA =Z ADC= ZR 人 人 涉 = 
LC). 

~ AB:AD=AA’:AC,， 从 而 AB: AC=AD : AA, JPEN 
cb= AD : 2R, `` AD .: a=2s, 
abc 
Bp H 
【定理 ]23. CA ABC 中 一 4 的 平分 线 与 BC 交 于 D 点 ， 则 AD 
~ 2./bcs(s—a) 
b+c ° 
证 明 如 图 14-93， 设 AD 的 延长 线 交 A4Bc 的 外 接 贺 于 E 点， 则 
AABE AADC.: ZE= ZC, ZBAE= ZDAC). 
AB: AE=AD:AÇ, Br AB: AC=AD : AE, 
X °“ AD- AE=AD (AD+DE) =AD°:+ AD : DE X AD : DE=BD 
"了 DC， 
这 里 BD:DC=4B:4AC, FEZI 


ac ab 
BD= pje’ DC= b+c ” 
a2bc 


=. 2 PE 
bc = AD + (b+c)° , 


2 
£p u Q OO __ 
AD = bc (b+c) , 


2w bcs(s 一 0 
° = 
【定理 ]24. 设 入 ABC 的 外 心 为 0， 垂 心 为 H, 边 BC. CA, AB 的 中 点 分 
AI A, B, C, HRAA BC 的 外 心 为 N， 则 0O、N、 五 在 一 条 直线 
有 ON=NH. 
MEB 如 图 14-94， 设 AH 的 中 点 为 L， 于 是 Ac:=C:B, 从 而 C*LY BH 
| SA | 


1: 
14-93 


(850) BA kU 


— —— —aA qar en 


EE, # AC AE BH AC, 

CLL P Pu Pe Co ed 
又 涩 所 【定理 116，0A =LH, HELIOA J LH l, OA HL 是 平行 四 边 
形 。 设 其 对 角 线 的 交点 为 N。 由 A’N=NL 知 ,C 在 以 NN ARAA A 
KBH. EE, B 也 在 以 N 为 贺 心 、 以 AN 为 半径 的 圆周 上 。 从 
m, N EAZ BC 的 外 接 加 的 国 心 ， 所 是 OH 的 中 点 。 O 


j D. 

证 明定 【定理 】24 的 证 明知 道 ，A.4 BC INEL N 是 直角 三 角形 
LIA D ESDH, MUAN=ND, AWARA D. D 
【定理 }26， 设 人 .4Bc 的 边 BC. CA. AB 的 中 点 分 别 为 4 、B*、Cs ,又 设 
分 别 自 A. B. CARX BC. CA, AB RRERIHEREJ D. E, F, ! 
FOH, AH. BH. CH HPADL, M. K, WX JL Eli — BJ 
周 上 ， 且 这 个 加 的 圆心 为 OH 的 中 点 N， 半 人 径 等 于 人 ABC 外 接 圆 半 径 的 一 
半 。 


证 明 BREEN, L, M, KEAZ B'O 的 外 接 国 上 上， 又 根据 【定理 】 
25, D. E. Fib# AA BC 的 外 被 加 周 上 、 改 A 、B’、C’、L、M.、K、 
D、E、F 九 点 共 贺 ， 又 对 AL FIEF FOS, #AQA L 是 平行 四 边 
~ QA=4A'L=2NA., 
AT. AAZ B*C* 的 外 接 贺 半 径 符 于 和 仿 ABC 外 接 四 半径 的 一 半 。 mn 


š; Xr ATRN DE 


Ç < w w w w = = < — 


14—95 


【定理 125. EEN PRAH BC’ 的 外 接 贺 必 过 由 .4 向 BC 所 引 垂 线 的 垂 


8 6. 几 个 定理 (851) ' 


=- -一 一 -一 


【定义 }5. AAN 通过 【定理 j26 中 九 个 点 的 圆 叫 做 三 角形 的 九 点 圆 、 
【定理 127. 〈 费 尔 巴 哈 定理 1822 E) 九 点 圈 必 与 三 角形 的 内 切 济 及 三 个 
z JIP t, 
WEBA 如 图 14-96， 设 A4BCc 的 内 切 圆 切 BC T X i. ANH, AÒ, 
旁 心 分 别 为 IT.I4， 又 , 旁 切 圆 切 BC + X, 点 ,BC 中 点 为 A* ,AH.AI 5 BC 
的 交点 分 别 为 D、R. AH 的 中 点 为 工 . 则 过 工 、 4 、D 的 加 是 九 点 图 . 3£ B. 
由 于 BI、BI4 各 是 人 B 的 内、 外 角 平 分 线 ， 所 以 Al:IR= Ala:1AR, AD f 
IX [14X TE DX:XR=DKXK::X R, 这 里 记 X1A’=A’X=X，A’=y， 
A*R=z, 则 有 
(y—<x):(x—z)=(y+x)š(x+z), 

HIE, x =y, . A LEAR A'D. 
XR, 把 内 切 圆 和 九 点 加 以 为 开心 ;4 和 为 反 率 作 反 演 , 则 内 切 阅 不 变 ， 
而 九 点 圆 ,由 于 是 对 它 自身 阅 周 上 的 点 4 作 反 转 , 所 以 据 轨 迹 10， 过 尺 而 
垂直 于 九 点 加 的 直径 AL 的 直线 即 是 该 九 点 圆 的 反 形 ， 

MLA LD= Z AC D= / BC”D— Z BC A” =:2 Z BAD— Z BAC 

=2( ZR— Z B)- Z A= ZC— ZB, 

又 过 R 引 内 切 贺 的 切 没 ， 切 点 为 $S,， 则 人 SIR= /RIX E 

2 ZRAD=2( ZRAC— /DAC)= Z A—2( Z R— ZXC)Y= Zc— Z B. 
AM Z RIX= LRAD, ..2/ RIX= Z ALD. 3B Z SIX=/ ALD, H 
IX fj LD 得 S11 A L. 

有 

从 而 SR 是 九 点 贺 的 反 形 ,内 按 圆 的 反 形 还 是 内 切 圆 , 它 与 九 点 图 的 F 
形 SR 相 切 于 3， 于 是 根据 [定理 】10, 这 个 内 切 税 与 九 点 圆 切 于 S°. = 3 
切 圆 的 结论 ， 同 理 可 证 . = 


63 与 多 边 形 有 关 的 宏 理 

【定理 】286. 〈 下 拉 英 古 他 《3rahmagupta) 定 理 ) 当 网 的 内 按 四 边 形 45CD 
的 对 角 线 AC. BD 互相 正 交 时 ,连接 4 有 的 中 点 M 与 村 的 线 的 交点 也 闻 
的 让 线 必 垂直 于 AB 的 对 边 CD. 

证 明 ”如 图 14-9? 延 长 MP 交 DC 边 于 N. 因 人 ABP tt MEARE. MEA 
边 中 点 ,AM 了 MB=MP, 人 LMBP= 人 LMPB=/TPPN 又 因 人 PR4P 
= L BDC, Z 3AP+ ZABP= ZR, -.ZBDC+ ZDPN= ZR. 亦 即 
PN LDC. ` 
【定理 ]29.( 托 勒 米 Ptolemy 定理 ) 羽 圆 和 内 接 四 边 形 为 4BCD. 则 4B:CD 十 


(852) sya EEL 


一 -一 一 一 一 一 一 -一 一 一 一 一 一 一 一 = am sm 一 -= =o -一 = EO atus wasi - -messy e  — Á. — 二 


AD.BC= AAC. BD. 
证 明 如 图 14-98 ,在 4C 上 取 一 点 ,使 得 人 EBC= 人 4BD, 于 是 A4BD 
eo /NEBC(' ZEBC= Z ABD, Z ECB= Z ADB), 


14-97 图 14-98 


BD: BC= AD:EC—>BC. 4D= BD'EC. © 
XHAABE”» ADBC( Z ABE= / DBC, Z BAE = Z BDC), 

<. AB:BD= AE:DC= AB: DC= BD: AE. @ 

人 十 @@ 即 得 AB:DC+ BC' AD= BD(EC+ AE)= BD: AC. g 


【定理 】50. 〈 托 勒 米 定理 的 道 定理 ) 在 四 边 形 ABCD 中 ,车 AB:CD+DA: 
BC 二 .AC BD, 则 该 四 边 形 内 接 于 一 -个 圆 ， 
证 明 ”如 图 14-99, 在 四 边 形 ABCD 内 引线 段 BB 使 人 ABD= ZEBC, 5. 
AB: BD= BE: BC, UZER AABEovADBC. KAE AB: BD=AE:CD 
=>AB:CD= BD.AE 

再 根据 A4BD-2AEBC, #í DA:EC= BD: BC=DA: BC=BD':EC @ 
HQ, @O 有  AB:CD+DA:BC=(AE+EC): pp. 
又 由 题 设 知 — AB:CD+DA:BC= RD: AC, `. AC= AE+EC. kE $ 
AC 的 点 ， 从 而 全 ADB= /BCE= / BCA. 

四 边 形 ABCD RTE. 

【定理 ]31.( 和 牛顿 (Newton) 定 理 ) 这 四 边 形 ABCD 外 切 于 圆 0， 且 设 对 和 角 
线 BD、AC 之 中 点 分 别 为 M,N, M.N. OR. 
证 明 如 图 14—100, Ro 的 外 切 四 边 形 为 ABCD, FS 4[EEE]13 3. AB 


$ 6, 几 个 定理 (853) 


+CD=D.A+ BC HUM O 的 半径 为 高 的 Ad4BO、 Acpo. Ap4o、 ABco 
面积 之 和 等 于 口 ABCD 的 面积 .因此 A. ABO+ ACD0= , DABCD. 


BM=MD, .. AABM+ACDM=30OABCD 


又 AN=NC, ~. AABN+ACDN=3 DABCD. 


取 AB, CD 为 二 定 线段 ， 由 轨迹 1234, EAABP+ACDP = 
口 4BCD 的 点 P HINE .AB.CDP I y; N ñ: 一 条 直线 上 ， 因而 M. N. O 
必 在 此 轨迹 上 .而 其 轨迹 是 一 条 直线 ， 所 以 M.N.O 闪 线 . [3 


【定理 132. 〈 姆 尔 古 (Mourgue) 定理 ) 在 外 切 干 加 0 的 四 边 形 ABCD 中 ， 
XA AD: AB:CD.CB=40?:C0;DA-DC: BA: BC=DO’: BO?. 
证 明 如 图 14 一 101， 首 Z, #APQR SAPO R, PEPR 
ZP+ ZP =2/ZR, HB Q. Q KILASI E£ QS 和 QSZ, 则 根据 
A PQS— AP*QS*°#IQ SiO S’ = PQ: P Q”, 

/NPOR:/AAP”QO R° 

SPR OSPR O S 

= PR . POPR . PQ”. G" 
而 在 四 边 形 4 BC D ih, |8Z Ao D+ Z B OC ui 

=2 ZR, WE 
A4A4A0D: A BOC = AO : DO: BO : CO, 
但 因 人 AO0D: 八 BOC= AD: BC, 


AD: BC= AO . DO: BO : CO, @ 
间 理 有 AB:CD=40 :BO:CO : DO, D R 14-101 
由 Q@@X@ 即 得 AD . ABCD . CB= AO:: CO. 
作 完 全 平行 的 叙述 ， 又 可 得 DA . DC: BA : Bc=Do*: BO? Fi 
【定义 】 6. 
完全 四 边 形 完全 四 角形 
没有 三 条 直线 共 点 的 四 条 直线 具有 没有 三 点 共 线 的 四 个 点 连接 成 六 条 直 


六 个 交点 , 此 四 条 直线 所 成 的 图 形 叫做 完 。” 线 ， 此 六 条 直线 构成 的 图 形 叫做 完全 四 
全 四 边 形 。 四 条 直线 叫做 边 。 六 个 交点 。 ”角形 。 这 四 点 叫做 顶点 ， 连 接 这 些 点 的 
叫做 顶点 。 不 在 同一 边 上 的 两 个 顶点 叫 “六: 守 直线 叫做 边 ， 不 过 同一 顶点 的 两 边 
做 对 项 点 。 MAA, HERAA) BAA E E 


B. f u Ë 
T: Ë: 


k ir 


(854) ` 


三 对 对 顶点 的 三 条 PST RJAR 

RA BR ERIZ AE EET A 
形 的 对 角 线 三 角形 。 如 图 14 一 102, g 
边 表 成 实 线 ， 三 条 对 角 线 表 成 虚线 ， 六 


AMARRA A POOTI AR: 
角形 。 
D pa ` 
⁄ w. 1 ` 
' 


图 14-102 


[定理 ] 


在 完全 四 边 形 中 ， 两 个 对 项 : 后 与 对 前 
线 三 角形 的 两 个 顶点 (与 这 两 个 村 顶点 共 
线 ) 构成 调和 点 列 . 

证 明 ”如 图 14 一 102 在 人 AFE 中 ， 
HF AP, FD. EB 3AA CREC 
理 ]11 . 


AB FP 


BF ` PE DAH © 
若 置 成 A AFE WE £ D BQ Pr t, IR Ha 
(定理 )13， 有 

.AB FQ ED __ 

BF ` OE ° DA Th ©® 

a AP . PQ: 
HOQ, 四 ; EP ° EQ 1 


“. (FEPQ)=-—I1,BJ F. E.P, Q 
成 调和 点 列 。 至 于 取 其 它 顶 点 的 情形 ， 
同 理 可 证 ， O 


【定理 】34. 连接 完全 四 边 形 的 对 顶点 所 得 的 三 站 


zerr Sy 全 人 
T-J ey: 几 L 可: H 


而 成 的 三 个 交点 叫做 对 角 点 。 连 接 对 角 


一 一 一 


点 所 成 的 三 角形 到 做 完全 四 角形 的 对 角 


点 于 角形 。 如 图 14 一 103, 四 个 点 天 成 黑 
点 ， 对 角 点 下 或 安心 贺 点 ， 六 条 边 天 成 


Kik, 


neb + 
Ni 过 


tk p.q.o 表 对 角 点 所 成 三 角形 


在 完全 四 角形 中 ， 两 条 对 边 与 对 
角 点 三 角形 的 二 边 构成 调和 线束 。 


证 明 MÆ 14 一 103， 直 线 FO Z AB 

于 P， 落 行 成 Ge f 三 边 作 成 的 AEA4B 

波 直 线 C 所 截 ， 则 根据 (定理 ]13 有 
ED _AF 


DA FB CE 一 LO 
RAEABDY3<, bd oii Z + Q A, 
十 是 根据 (定理 )11, 有 

ED AP BC 

DA ` PË ° CE 7L C 

HO, O4 fan A 1. 


(ABPF)= -1,BW ECABPF)=-—1, 
JPEN a.f p g 四 直线 构成 调和 彩 ; b w, £ 
于 了 到 其 它 边 的 情形 ， 同 理 可 证 。 、 口 


条 对 角 线 的 中 点 共 线 。 


证 明 如 图 14-104, ABECFD 是 完全 四 边 形 ,我 们 来 证 明 AC，BD,， EF,， 


的 中 点 共 线 ， 


8 6. 几 个 定理 (855) 
WP, QW AFCPRIDFBO bili 
是 平行 四 边 形 。 且 i PC 与 AB RIZE 
R, DO 与 4 的 交点 为 $。 
E EC ER 
于 是 有 PBa ECER (cB) 
DS, CR / AD), 


EB BS 图 14 一 104 
ER = y (CUABSQ-— ARAP), 


ATP Q. a b. 因此 FP. FQ. FE Zth 5 L. M.N ER, 
又 由 于 LM、 分 别 是 平行 四 边 形 AFCP 和 DFBQ 的 对 角 线 的 交 点 ， 所 以 


分 别 是 AC, BD 的 中 点 。 由 此 ， 完 全 四 边 形 的 三 条 对 角 线 AC. BD, EF 
HPAL, M. NER. 


[定理]35. 
( 巴 斯 卡 pascal 定 理 1623—1662) 
图 的 内 接 六 边 形 三 组 对 边 的 交点 共 


(R3EQqK(Blrianchon) F A, 1821% 
ER YFA 755, kak = H 
对 顶点 的 直线 必 共 点 。 


图 14-105 > 
证 明 Ww 14—105, ABCDEF 
是 贺 的 内 接 六 边 形 ， 记 4 与 DC 的 交 EN 


图 14-108 
证 明 HH 14--106, ABCDEF 
筷 刀 的 外 切 六 边 形 对 角 线 AD. B E> 


点 为 P . AB 与 ED 多 交点 为 Q， 有 2 与 已 FP 
严 的 交点 为 只 , 且 记 48 与 DC 的 交点 为 G 
开 4 与 C8 的 交点 为 妃 '. 则 P(4BCQ) 


P、 生 BC 与 4D、ED、 矿 A 分别 交 于 
G. H. K. X, ABS5EDZETL,AF3 


CD 交 于 41, 则 有 (APDG )=B(APDG ) 
=(ABGQXĦHAQER) =(LEDH)ĦLEŁR) 


=D(ABCE) (自己 引 射 线 ) 一 (AFMK ) (HE7) ) 
三 F(AB、.CEMX( 根 据 (定理 )8 =C(AFDG) 
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=(HBCR) =P( ABCR) 


`. B(CAPDG)=C( AFDG). 


'. P(ABCQ)= 从 而 ，BP 与 CF 的 交点 
P(ABCR). 从 和 而，PQ 在 AG 上， 因此 CF 过 P 点 . 
与 PR 重合 ， 因 此 P,Q,R 
共 线 。 
注意 在 上 面 两 个 定理 中 ， 把 圆 改 为 一 般 二 次 曲线 ， 结 论 也 成 立 ， 
【定理 ]36.( 巴 普 士 定理 ) 对 于 一 条 直线 上 的 三 点 A.B. C 与 男 一 条 直线 上 


的 三 点 也 .BE、 了 .三 个 四 边 形 ADEB. BEFC. ADFC 的 对 角 线 的 交点 R. P.Q 
HR. 

证 明 〈 若 把 这 里 的 两 条 直线 看 成 特殊 的 圆 ， 即 得 巴 斯 卡 定理 的 特殊 情 
3.) 

如 图 14-107,4C.DF 交 于 MM ,EA,FB 交 于 K, AF、BD 交 于 L. 则 (FQLA) 
=. D(FQL.A)= (MCBA) (用 AM kR R W), H (FPBK)=E (FPBK) = 
(MCBA AM 截 线 束 )，…(FOL 分 =(FPBK). 连接 这 两 个 点 列 的 对 
应 点 B.L K K.A 所 成 的 直线 交 十 RR。F 是 公共 点 ， 故 据 【 定 理 j6， 另 两 个 
对 应 点 P. Q 的 连 线 必 过 RR。 O 


图 14-107 图 14-108 
【定理 ]37. 〈 笛 沙 格 定理 ) 
在 A48BC 与 A4 BC 中， 若 4.4 ,BB*，CC* 共 点 ， 则 三 组 对 应 边 (A4B、 
:4B').《BC,B'C’).《CA.C’.4’) 的 交点 FD.E 必 共 线 .( 逆 定理 也 成 立 ) 
证 明 如 图 14-108， 设 AA‘、BB*、CC: 的 交点 为 0, 目 设 AA 5 BC. EF. 
BC 的 交点 分 别 为 L.K、M. 
WA ”A(FKED)==(BLCD)( 线 束 被 BD FRR) 

=Q(BLCD)=(B* MCDA ARR B° D 所 截 ) 


8 6. 几 个 定理 (857) 


这 时 ， 三 组 直线 (A4F, .AF)、(AK, 4A‘K).(A4E,A2E) 各 自 的 交点 F.K.E 在 
同一 条 直线 上 ， 故 (AD, ADHA D 也 在 该 直线 上 、 

道 定理 也 可 用 同样 的 方法 证 明 . O 
[ER]. 一 条 直线 (或 折线 ) 能 一 笔画 完 的 充分 必要 条 件 是 : 在 这 条 曲 
线 (或 折线 ) 的 全 部 交叉 点 处 ， 都 具有 偶数 条 分 枝 ， 洲 存在 具有 奇数 条 分 枝 
的 交叉 点 . 则 这 样 的 点 只 能 有 两 个 . 

证 明 设 交叉 点 都 具 偶 数 条 分 枝 . 这 时 ， 车 画笔 自 交 叉 点 X 出 发 后 不 起 笔 
XET X, WE X 点 处 显然 有 偶数 条 分 梳 , 且 所 有 其 它 交 又 点 处 也 具有 
偶数 条 分 校 ， 著 从 刁 出 发 后 ， 终 止 于 另 一 点 >?， 则 和 X 和 yy 两 点 必 上 共 AH 
数 条 分 校 ， 而 其 它 的 途中 交叉 点 都 具有 偶数 条 分 枝 。【 这 时 只 要 连接 买 、 
》 两 点 即 得 到 全 部 交叉 点 都 具有 偶数 条 分 枝 的 图 形 .) 故 充分 性 得 证 . 现在 
证 必要 性 .首先 ， 对 于 交叉 点 都 具有 偶数 条 分 枝 的 情形 ， 设 XX 是 交叉 点 ， 
则 存在 由 经 过 ? 再 加 到 XX 的 路 经 , 设 这 个 路 经 为 71, Bir 尚未 “完全 
通过 "( 即 还 有 分 枝 未 通过 ) 的 交叉 点 中 与 X 最 近 的 点 为 4 (4 也 可 以 就 是 
X). A 4 具有 偶数 条 分 枝 ,所 以 存在 自 -44 出 发 而 又 回 到 4 的 道路 rz. 于 是 ? 
由 XX 出 发 可 一 笔画 地 经 71.7;: 而 回 到 义 , 其 次 ， 设 71 十 7; 尚 未 “完全 通过 "的 
交叉 点 中 ， 与 X 最 近 的 点 为 B,B 具有 偶数 条 分 村, 所 以 存在 自 B 出 发 后 
XAA 的 道路 7,. 于 是 ， 由 关 出 发 可 一 笔画 地 经 71.7,.7;, 后 回 到 多. 但 
则 ， 设 Yi 十 72 十 ?3 尚未 “完全 通过 ”的 交叉 点 由 与 X 最 近 的 点 为 C, 由 于 @ ` 
具有 偶数 条 分 枝 ,所 以 存在 自 C 出 发 而 又 回 到 C 的 道路 74. 如 此 下 去 可 得 ， 
出 X 出 发 一 笔画 地 经 ri YT … 且 过 全 部 交叉 点 而 回 到 X. 

”其 次 ， 对 于 有 两 个 具有 奇数 条 分 枝 的 交叉 点 的 情形 ， 只 要 把 这 两 点 取 
为 关 ,y, 即 可 用 上 述 方法 同样 证 明 . 
《这 类 问题 一 般 认为 是 拓扑 学 的 发 源 性 问题 .) 


37. 作 图 题 


7*1 FARHA 

在 几何 学 中 ， 有 关 定 理 和 轨迹 的 问题 叫 证 明 问 题 ， 作 符合 事先 给 定 条 
件 的 图 形 的 问题 叫 作 图 问题 。 但 实际 上 ， 若 不 首先 掌握 定理 和 轨迹 ， 就 难 
以 解决 作 图 问题 .在 作 图 中 ,我 们 能 够 使 用 的 工具 和 手段 只 能 是 ， 
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. 用 下 尺 通过 两 定点 作 :直线 ， 

2. 用 贺 规 以 某 定点 为 立 心 、 定 长 为 半 经 作 轩 ( 或 弧 ). 

所 谓 不 能 三 等 分 二 个 任意 角 ， 是 指 只 用 圆规 和 直 尺 这 两 种 工具 和 相应 
手 毁 三 等 分 任意 角 的 不 可 能 人 性， 

要 完全 解决 -- 个 作 图 问题 ,必须 具有 分 析 , 作 图 、 证 明和 讨论 等 四 个 步 
多 . 分 析 是 解决 作 图 题 的 开端 ,也 是 解决 作 图 问题 的 关 健 .在 这 一 步 ,要求 找 
出 所 作 图 形 与 所 给 条 件 间 的 关系 ,从 而 明确 要 解决 该 问题 应 采用 那 种 方法 : 
作 贺 时 即 根据 已 知 条 件 和 已 确定 的 方法 ， 接 一 定 的 作 图 闫 序 作 出 所 要 求 的 
图 形 来 . 且 在 作 图 过 程 中 还 应 该 讲 出 每 一 步 作 图 的 理由 .对 所 作 的 图形 ， 需 
要 用 已 知 的 定理 从 理论 土 证 明 它 的 正确 性 ,这 就 是 第 三 步 要 作 的 工作 ,由 于 
作 图 过 程 中 某 些 线 (直线 、 殴 弧 ) 的 不 交 、 交 于 一 点 或 交 于 多 点 ， 往 往 决 定 
了 该 作 图 题 的 无 解 、 唯 一 解 或 多 解 ， 故 在 作 图 完成 后 尚 需 作 细致 地 论 讨 。 


72 基本 作 图 题 

这 里 所 要 氢 述 的 作 图 题 ， 是 其 它 所 有 作 图 问题 的 基础 ， 但 因为 它们 较 
简单 ， 所 以 我 们 只 用 图 示 说 明 作 医 的 方法 ， 而 略 去 分 析 ， 作 图 、 证 明 、 讨 
论 等 过 程 的 叙述 . 


$£ k 
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， 求 线段 和 弧 的 中 点 及 求 线段 的 垂直 平分 线 ( 图 14-109,1)、 


§ 6. 几 个 定理 (859) 


— — n P F Y O .?Á — -- a o e e 


z, 求 角 平分 线 (图 14-109， 

3。 出 直线 上 的 已 知 点 引 该 直线 的 垂 线 ， 或 由 直线 外 一 点 , 引 该 直线 的 
垂 线 ( 图 14-109,3)， 

4。 过 直线 外 .一 点 ， 引 该 直线 的 平行 线 ( 图 14-109， l; 

5. 已 知 三 边 作 三 角形 ;已 知 两 边 及 其 夹 角 ( 边 角 边 ) 作 三 角形 ;已 知 一 边 
及 夹 此 边 的 两 角 ( 角 边 角 ) 作 三 角形 ,图 形 省 上 略 . 实 际 上 ,只 要 移动 所 给 的 边 
和 角 即 可 ， 但 有 时 按 给 出 的 条 件 . 却 不 能 作出 三 角形 .) 

6. 过 不 共 线 三 点 作 圆 (只 更 求 出 三 角形 的 外 心 即 可， 图 略 ). 

7. 把 给 定 的 线段 等 分 成 车 于 分 ，(〈 用 作 平 行 线 的 方法 , 见 图 14-110,7.》 


图 14-110 
8 过 圆周 上 一 点 作 加 的 切线 (可 仿 3 作 图 )， 
9. 过 图 外 一 点 作 阅 的 切线 (以 连接 该 点 和 圆心 的 线段 为 真 径 作 图 ， 


(图 14-110，9). 
10。 作 已 知 三 角形 的 内 切 圆 和 贷 切 圆 (根据 2， 引 角 平 分 线 , 从 而 


求 出 内 心 . 傍 心 即 可 (图 赔 )). 
ii。 作 二 甘 的 公 切 线 (加 14-111,11)， 


2e $ 
Yie fi! 


#1 4-111 
12。 作 以 定 线段 为 弦 ， 并 含有 定 角 的 弓形 图 (把 定 角 移动 ， 使 角 的 顶点 
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与 线段 一 端 重合 ， 使 角 的 一 边 与 线段 重合 。 然 后 过 该 角 顶 点 作 角 的 另 一 边 
的 垂 线 ， 现 作 定 线段 的 垂直 平分 线 ， 以 二 者 的 交点 为 圆心 作 弧 即 可 (图 14- 
112; 15), 

13。 作 与 给 定 的 多 边 形 等 积 的 三 角形 (图 14-112, 13). 

14。 作 与 给 定 的 三 角形 等 积 的 长 方形 (图 14-112,14) . 

.15。 作 与 给 定 的 长 方形 等 积 的 正方 形 ( 图 14-112，15). 

16, Æaib=cix 中 ， 当 a、b、6c 是 定 线段 时 、 求 出 x 来 ( 困 14-112， 
16). 


图 14-112 


7-3 各 种 类 型 的 作 图 题 

Mht RFE 

例题 1. 作 一 圆 与 定 直线 1 切 于 定点 4, 同 时 与 半径 为 7? 的 定 四 0 相 切 . 
分 析 如 图 14-113, LA P REI I UJ A 点， 同时 与 圆 0 外 切 的 欧 。 则 
P 点 在 过 4 而 垂直 于 1 的 直线 上 . 若 在 PA 的 延长 线 上 取 点 使 得 4B= 
多 ， 则 有 OP 二 PB， 由 于 0、B 为 定点 ， 故 了 在 定 线段 08B MR EE 分 线 
上 .于 是 PP 是 两 个 轨迹 的 交点 .也 就 是 说 ,作出 过 4 而 垂直 1 的 直线 ,再 作出 
定 线段 0 中 的 垂直 平分 线 ,二 者 的 交点 即 为 所 求 的 P 点 .对 于 圆 P 与 加 0 内 
切 的 情形 ， 可 用 同样 的 方法 作 图 、 


$7. 作 图 对 (861) 


图 14-113 [村 14-114 
关于 作 图 、 证 明 、 讨 论 三 步 ， 以 下 都 从 路 . 
例题 2。 在 定 直线 1 上 作 一 点 P， 使 之 到 两 个 定 圆 的 两 对 切线 间 的 夹 f8 38 
等 . 
分 析 如 图 14-114， 设 已 给 二 圆 的 圆心 为 0.0;， 半 径 分 别 为 +,7“. 今 设 定 
直线 1. 上 的 P 点 是 所 要 求 的 点 .过 P 向 加 0、.0’ 各 作 一 条 切线 .其 切 点 分 别 为 
A、B， 则 因 要 求 过 P 向 贺 0,0: 分 别 作出 的 两 对 切线 之 间 的 夹 角 相等 , 应 有 
Z APO= Z BPO, Ë Z A= Z B= ZR. 
Hit, APOA—-— APO B. .. PO:PO’=0A:0:B=7:7’. 
# P 在 到 两 定点 0.0: 的 距离 比 等 于 定 比 7:7' 的 点 的 轨迹 ( 阿 普 尼 亚 斯 贺 》 
上 ， 从 而 了 能 由 这 一 轨迹 与 定 直线 1 的 交点 所 决定 ， 
用 作出 部 份 贸 的 方法 求解 作 图 题 的 例子 | 
例题 3 .过 已 知 角 A 的 平分 角 线 上 定点 P(CAP=m) , 作 与 角 4 的 两 边 交 于 
B.C 两 点 的 直线 使 得 BC 的 长 等 于 1 
分 析 在 本 题 中 ， 过 P 作 BC, 然 后 求 4 更 为 方便 .如 图 14-115, 若 人 A 是 
给 定 的 角 ， 过 PP HZ BC 为 弦 , 作 出 含 人 A 的 (确定 的 ) 贺 O, 再 延长 4P 与 网 ) 
周 交 于 M， 于 是 M 是 弧 BC 的 中 点 ， 即 有 
ZMBP= /WAC=/ M ABD, 
 AABM—=ABMP, JEN BM: AM =MP:BM, M A:MP= BM:'(E 
JE). BA MA-—MP= AP=m(E18), ¿í 4 的 位 置 即 可 确定 了 . 
例题 4. 已 知 三 角形 的 外 接 圆 半径 7 及 一 个 顶点 到 对 边 的 高 为 h、 中 线 为 
六 ,有 求 作 此 三 角形 ， 
HH ” 先 把 所 给 的 线段 集中 在 一 起 ， 再 作出 部 分 图 *, 由 此 米 完成 所 要 求 的 


o * ”这 种 部 分 图 往往 是 最 易 作 出 三 角形 , 它 一 旦 作出 , 便 商定 了 全 部 图 形 的 基础 
这 种 作 图 法 称 为 三 角形 匡 基 法 。 一 一 译注 | 


f 
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三 角形 ABC HEN. | 

如 图 14-116， 对 于 A4DM ,由 假设 已 知 两 条 边 及 人 D= ZR, 所 以 能 
作出 来 .其 次 ， 作 OM， 使 0ML BC， 再 以 4 WU r 为 半径 省 圆 交 OM 
于 OQ， 于 是 外 心 就 被 确定 了 ， 人 从 而 B.C 的 位 置 也 就 被 确定 了 . 


A 


R] 14-115 R 14-116 B] 14-117 
用 对 称 移动 的 方法 解 作 图 题 的 例子 a 
例题 5， 已 知 定 圆 劣 AB 上 二 点 C、D 及 弦 AB 上 的 定点 E, 试 在 优 AB 


上 作出 一 点 P， 当 PC .PD 分 别 与 弦 AB 交 于 F.G 时 使 FE=GE. 

分 析 ”如 图 14-117， 设 所 要 求 的 P 点 已 作出 ， 于 是 有 FE=GE. 作出 
C 关于 E 的 对 称 点 C ， 显 然 C’ 是 个 定点 ， 由 十 FE=GE, CE=EC°, PT 
以 FCGC” 是 平行 四 边 形 ， 即 有 CPH CG, IRI Z P= PGC’. … ZC'GD 
=2ZR— LP, XA Z PEL CD LUAM, PEZA, AL GD 也 
是 定 角 ,于 是 G 就 是 以 DC IIZ, AEHL GDH 323 SSK ABIJ22 A. 
故 G 确定 ，P 也 就 随 之 而 确定 了 . | | 
例题 6。 已 知 直线 XX RAAME NRE a A: AE XX 上 并 一 点 PP, 使 
得 由 了 向 圆 O 引 的 切线 PB K PA 分 别 与 XX 所 成 的 角 相 等 。 
分 析 设 忆 点 已 求 出 如 图 14-118, 则 有 BPX= 人 APX. 作 .4 关于 
XX 的 对 称 点 4 ， 旭 由 于 人 A PX = 二 人 人 APX ， 必 有 B P.a R, 从 
而 切线 PB ijeh 4° #j M O Br #E hj 9) 
线 ， 于 是 P 就 被 确定 了 ， 
用 平行 移动 的 方法 解 作 图 题 的 例子 
例题 7。 作 一 条 具有 给 定 方向 1 的 直线 沈 
之 与 已 知 AABC 的 AB. BC 边 分 别 交 于 
P,Q S, WE AP=Q0C. 
分 析 WR 14-119， 设 PO 是 所 求 的 直 


K ”图 14-118 线 , MJ f AP=QC, 1E ILAP. PQ 


$7. 作 图 题 (8635 


为 二 邻 边 的 平行 四 边 形 4PQR， 兴 连接 R 和 C, 由 于 AP=QR=QC， 
故人 QCR RSR fal, XN Z RQC= 8B8, 故 等 瑟 三 角形 的 顶点 是 一 定 
的 ， 从 而 亿 ECR= -2 人 R 一 全 号 为 定 值 , 故 可 作出 CR、 又 由 于 AR 平行 于 


题 设 方向 ， 因 此 定点 RIA. BE RC 的 垂直 平分 线 ， 与 BC 交 于 
Q, $Q 5| AR 的 平行 线 交 AB 于 P, WJ QP 即 为 所 求 . 
例题 8. 作 内 接 于 定 阅 O 的 三 角形 ABC, WRTH AB, AC 分 别 过 定点 EE 
F, E2 BC 平行 于 已 知 直线 1. 
分 析 ”如 图 14-120 之 右 ， 设 A4Bc 是 所 求 的 三 角形 ， 过 C fE EF 的 平行 
线 交 圆 O T G.E GB 2 EF 3 H, fE 

Z A= 人 G( 同 弧 BG 上 的 圆周 角 )， 

ZG= /EHB(GCH EF), 

Z A= Z BHE. 
AHE, A.B.H.F 32: B], `. EB:EA=EH:EF. 
但 因 BEB.E4=EK2(EK ÆR O 的 切线 )，.. EK2:=EH:EF, 


图 14-119 图 14-129 | 

又 因 EK, EF 都 有 确定 的 长 ， 所 以 EH 作为 第 三 比例 项 可 以 被 算出 ,从 
而 五 能 被 确定 . 又 因 ZGCB= 人 EFL， 而 人 EFL 是 EF 与 1 的 夹 角 ， 所 以 
LGCB 是 定 角 .这 时 在 (图 14-120) 之 左 图 由 设 作 XYZ 是 定 贺 0 的 贺 周 角 ， 
日 人 人 XYZ 二 人 EFL， 由 十 XZ 是 定 长 ， 所 以 自 贺 心 0 引出 的 XZ 的 屋 线 
OM 也 有 确定 的 长 .再 回 和 到 右 图 中 ， 以 OM 为 半径 ， 以 0 为 圆心 作 圆 oO 的 
同心 园 ， 它 必 与 HEG 相 切 .从 证 先 作 切 线 EK， 则 由 EK + =EH-EF,H 即 可 
确定 ， 再 自作 同心 圆 的 切线 ， 则 点 B 即 被 确定 ， 从 而 入 ABC 也 就 立即 
可 得 了 . 
注意 ”上 例 实际 上 是 同时 混用 平行 移动 法 和 轨迹 交点 法 的 作 图 题 ， 
例题 9. 求 作 已 知 加 的 内 接 三 角形 4BC， 使 其 三 边 4B、BC、C4 分 别 过 
已 知 点 已 .Q@.R 加 近 诗 伦 Castillon(1776 年 发 表 ) 作 图 问题 .) 


ma Á 
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分 析 如 图 14- -121, 设 入 4BC 是 所 以 Ay: 三 角形 ,过 C tE PR 的 平生 线 交 圆 D 
TG, K. GB 2 PR 于 H,MN Z A= ZG= Z BHP, A.B.H.R 是 共 圆 ， 
于 是 PB: PA= PH': PR. 委 PP 作为 的 切线 PK, H PK`:= PH: PR 及 PK. 

PR RETE, PHERI E, JRE H 波 确 定 .由 于 和 人 BGC 内 接 于 加 o， 二 
W BG, BC 分 别 过 定点 五 Q， 且 .GC 平行 于 已 知 方向 PR. 再 用 与 前 例 相 


同 的 步骤 , 即 可 求 得 B A, ATAB 即 可 作出. 《该 作 图 题 还 可 以 推广 到 
多 边 形 的 情形 ,这 是 Petersen iing.) 


用 相似 平行 移动 的 方法 解 作 图 题 的 例子 


例题 10， 作 已 知 三 角形 ABC 的 一 个 内 接 正方 形 ， 使 正方 形 的 一 条 边 落 在 
A ABC 的 一 条 边 上 . 


图 14~121 


图 14-122 


分 析 如 图 14-122， 设 PORS 是 所 求 的 A4BcC 的 内 接 正方 形 . 自 4 引 Bc 
的 垂 线 4BE ,再 以 AE 为 一 边 作 正方 形 4EFD,， 则 这 两 个 正方 形 为 位 似 形 ， 
于 是 连接 对 应 顶点 的 直线 必 交 于 同一 点 B. 从 而 B.S.D HR. 由 于 DD 是 可 
以 直接 作出 的 定点 ， 而 从 S 也 可 以 被 确定 ， 所 求 正方 形 即 可 作出 ， 

用 旋转 移动 的 方法 解 作 图 十 的 例子 

例 是 11， 已 知 一 个 定点 4 和 两 条 平行 XX, yy, REXX, yy k ¿y 
别 找 出 两 点 B.C 使 得 人 4BC 成 为 正三 角形 . 


分 析 如 图 14-123， 设 正三 角形 已 作出 ， 过 .4 引 y ERAD, HEA 
角 三 角形 ADC 沿 正 方向 旋转 60", EAC SABER, DEAD Bi 
Z DAD °=60°, AD= AD, 于 是 DENES, HALAD B= ZR, 所 
以 B 点 也 能 被 找到 |， 从 而 正三 角形 4BC 也 就 被 确定 了 

注意 ” 当 题 中 XX ?，yy“ 不 是 平行 线 时 也 可 用 同样 的 方法 作 图 ， 

用 方程 式 解 作 图 题 (代数 作 图 题 ) 的 例子 

例题 12. 在 已 知 线段 AB 或 其 延长 线 上 作 一 点 P, ## 得 AP*'A4B=BP 黄 
TR). 


$7. 作 图 题 (865) 
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分 析 如 图 14-124， 取 AB=a,  BP=x, 则 有 


图 14-123 和 14-124 


a(a— x)= xš, 
x“ +ax—a°'=0, 


Ens: . =. OM 
EE a 
(VG+) æ 
为 了 求 出 x， 分 别 以 二 各 为 下 加 边 ， 作 直 角 三 角形 O AB 这 时 由 @ 在 斜 


边 0B 上 减 去 0C 一 后 得 到 BC, 54 AB ŁR BP= BC. P 点 即 为 所 
六 ， 并 称 了 为 .4B 的 内 (黄金 ) 分 割 点 . 

或 者 ， 根 据 x 的 表达 式 @, ZL BO 上 加 以 上 后 得 到 BC, 再 在 AB 
ERRER BP“ = BC”,P' 也 为 所 式 , 并 称 为 .AB 的 外 (黄金 ) 分 割 点 (P: O 
位 于 P 相对 于 8B 的 反方 向 上 ， 这 与 @@ 的 符号 一 
致 ). 
例题 13. 求 作 已 知 圆 O 的 内 接 正 十 边 形 ， 

分 析 ”如 加 14-125， 设 AB EB] o 的 内 接 正 十 边 形 
之 一 边 , 则 人 40B=36"， 从 而 人 o4B=72". 作 
人 0AB 的 角 平 分 线 ， 与 0B 交 于 C,， 则 0C= 4C= 
4B 因 而 有 AL40BmABd4c 即 AO: AB= AB: BC, 
“…04*BC=AB*, 亦 即 0B.BC=0C’. 于 是 C 点 是 ”图 14 一 128 
OD 的 内 黄金 分 割 点 ， 从 而 作 GB 和 BC 的 比例 中 项 即 得 4B. 
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7-4 作 图 不 能 问题 

初等 几何 的 作 图 问题 ， 是 有 限 次 使 用 圆规 和 直 尺 来 完成 的 ， 对 于 这 种 
方法 是 否 总 能 完成 呢 ? 我 们 可 以 借助 解析 几何 来 讨论 它 。 比 如 ， 在 求 联 立 
方程 e ypo PR -BAHR abe A (x,y) 的 位 
轩 即 可 有 限 次 地 反复 运用 这 些 系数 间 的 四 则 运算 和 平方 根 的 作 图 来 或 出 
那 未 ， 在 这 些 系 数 之 间 进 行 有 限 次 四 则 运算 和 开平 方 运算 得 到 的 又 是 什 
人 么 形状 的 数 呢 ? 

可 作 力 的 数 ” 芳 给 定 一 个 单位 长 ， 则 所 有 整数 ( 倍 ) 长 也 就 可 以 作出 来 了 ， 
且 对 于 一 切 整数 间 四 则 运算 得 到 的 数 也 能 作出 图 来 了 .所 以 -- 般 对 于 有 理 
数 是 能 作出 图 来 的 . 设 有 理 数 为 c.b.c,… 再 添上 w c , 构造 出 形 如 ao 十 ?7 
wec 的 新 数 ， 由 于 w c 是 可 作 图 的 ， 故 a 十 bY c 也 可 作 图 。 设 此 型 新 数 记 
Habe, B 

Qi 一 0 十 bwW c ,bi=a* tbt c ci=a" Hb" c, » 

其 次 ， 又 在 qi,b1,c1… 中 引入 新 的 wci ， 构造 新 数 ai 十 blwci， H + 
ai,bi,ci, Re, 皆 可 作 图 ， 因 此 ao 十 biwci 也 可 作 图 ， 再 把 这 种 数 记 为 
G2,D2,Cc2…， 这 里 

5z 一 Ji 十 blw ci， b2 一 0i +b,” w cl ,cz 一 ai" 十 bi"w c, i 

以 此 类 推 , 每 次 都 产生 新 的 可 作 图 的 数 这 是 对 有 理 数 作 有 限 次 的 四 则 
运算 和 开平 方 所 得 到 的 数 ,因而 可 作 图 的 数 的 一 般 形式 为 a+ b,./ c.. 
[EX] 可 约 、 既 约 ” 若 x 的 有 理 系 数 多 项 式 能 分 解 成 具有 有 理 系数 的 两 
个 以 上 的 至 少 一 次 的 因 式 之 积 ， 则 把 这 个 多 项 式 叫做 是 可 约 的 ， 否 则 叫做 
是 既 约 的 ， 

[EAN]. 车 整 系数 多 项 式 1(x) 是 可 约 的 ， 则 该 多 项 式 可 分 解 成 具有 整 系 
数 的 尖 式 之 积 . | 

RA 该 定理 的 证 明 属 代数 学 范畴 ， 不 宜 在 此 多 占 篇 幅 ， 这 里 只 举 一 例 加 
以 说 明 ， 二 次 方程 式 6x? 一 19x 十 15=0 有 两 个 有 理 数 根 5/3, 3/2， 于 是 有 


E TT is=6(x- $ )(x- 3 )=62-5X2x-3). 


亦 即 可 约 的 整 系数 多 项 式 能 被 分 解 成 整 系数 的 因 式 之 积 . 
【定理 ]2、 若 整 系数 多 项 式 (x) 既 约 目 1(x)=0 RETER W) 
一 0. 的 次 数 是 2". 


S 7. k Fd š (867) - 


EJER. MBJ x=a 十 bw cc 型， 即 x 一 ae=bwz 型 ， 两 边 平 方 得 
x 一 20x 十 (G 一 bc) 一 0， 这 时 ， 洁 各 系 履 为 有 理 数 ， 通 梁 以 各 分 母 的 最 
小 公信 数 ， 即 得 整 系数 二 次 方程 ， 河 江 是 既 约 的 。 

其 次 , WIR Zx =a tbi c, , 辣 法 可 得 x? 一 2a1x 十 (of 一 bic1) = 
0, 它 的 系数 司 于 a 十 BV 型， 所 以 有 | 

x tlatbs c )x-r (a rb Ve ) => 

(x taxta ) 一 一 WwW c(bx+)5“), 

将 其 末端 平方 后 ， 经 整理 得 x 和 十 2ax 十 (a 十 2a“ 一 bc)x2 十 20aa“ 一 bb’c)x 
二 oa“? 一 cb =0， 再 通 乘 以 其 中 次 分 枉 鸭 最 小 公 倍 数 后 知 ， 这 是 不 可 能 分 解 
成 整 系数 因 式 乙 积 的 ( 既 约 ) 整 系数 四 次 方程 .以 此 类 推 可 知 ,一 般 的 既 约 整 
系数 多 项 式 只 能 是 2 次 ，4 次 ，…，2 次 ， 这 不 是 严格 的 证 明 , 仅 是 -- 禹 说 
明 而 已 . 
【 系 】 若 整 系数 三 次 多 项 式 拟 x) 是 既 约 的 ， 则 世 x)=0 的 根 不 可 作 久 . 
说 明 ”因为 它 是 【定理 】2 的 一 个 特殊 的 对 偶 定 理 ， 所 以 它 当 然 成 立 .至 二 
[定理 ]2 的 对 偶 定理 的 一 般 形 式 的 叙述 则 是 :“ 若 整 系 数 既 约 多 项 式 基 x) 的 
次 数 不 是 2" 砍 ， 那 么 f(x)=0 的 根 是 个 可 作 图 的 ”. 
例题 1. 若 某 立方 体 体 积 为 另 一 个 已 知 立 方 体 体积 的 两 倍 ， 则 作出 它 的 一 
边 是 不 可 能 的 (这 就 是 落 名 的 立方 倍 积 问题 ). 
解 ” 设 已 知 立 方 体 的 一 核 为 单位 长 1， 设 楼 作 的 立方 体 的 楼 长 为 x， 则 有 
%: 二 2， 旭 x 一 2 三 0， 这 是 一 个 既 约 的 三 次 方程 ， 由 【 系 】)， 和 所 的 根 是 个 可 
作 图 的 、 
例题 2 三 等 分 任意 角 是 不 可 作 图 的 . 
解 ” 设 已 知 的 住 意 角 为 6，， 由 部 知 的 恒等式 cosg=4cov Ý 一 3cos。， 令 


cos 9=a, cos% =x 则 有 4x’ — 3x =a, MRAR 2; 8x2—6x=2a, B 


2x=y, P y'—3y=2a,a REl LaS k ELKA, 
a 可 取得 无 穷 多 个 有 带 数 ,现在 先 来 考虑 如 下 的 一 种 特殊 情况 . 
一 般 地 ， 令 e= n m nE RORIS -y= my 一 


m 
3my=2n, PWR m my — 3m y =2mn, ES my =z, I z°—3mšz 
= 2m`n 或 2 一 312z 一 2m20==0。 此 为 整 系数 三 次 方程 . 当 它 为 既 约 特 ， 出 
【 系 】， 它 的 根 不 可 作 图 . 现 设 它 不 是 既 约 的 ， 则 由 于 首 项 系数 为 1， 该 方程 
必定 有 整数 根 ， 设 z=a 是 它 的 一 个 整数 根 , 则 回 到 关于 x 的 方程 就 有 x= 
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š k ' 1 UMA 
H a`—3m°:a —2m2n=0 8 a(a2—3m2)=2mš°n. 所 以 c 人 (人 ) -3) 


=2n。 此 式 右 端 为 整数 ， 所 以 左 端 也 必 为 整数 ， 从 市 a 是 m 的 倍数 ， 令 
a 二 mk(k 为 整数 ) 则 有 mk(k? 一 3)= 二 2n, 由 于 这 里 m, n EAER, RR 
生 了 了 矛盾 。 

所 以 上 述 三 次 多 项 式 是 既 约 的 ,因此 z 是 不 可 作 图 的 ， 从 而 x 也 是 不 可 
作 图 的 .由 此 得 知 ， 用 尺 规 三 等 分 任意 角 更 是 不 可 能 的 了 ， 


38.， 空 间 图 形 


8-1 直线 和 平面 的 位 置 关系 

【定义 1 .直线 间 的 位 置 关 系 ”在 同一 平面 上 的 两 条 不 相交 的 直线 叫做 平行 
线 ,不 在 周一 平面 上 的 两 条 直线 是 不 会 相交 的 , 故 说 它们 是 异 面 直线 .这 芷 ， 
过 其 中 一 条 直线 上 任 一 点 作 另 一 条 直线 的 平行 线 ， 把 所 得 的 锐角 (或 直角 ) 
叫做 二 异 硬 直线 所 成 的 角 ， 

【定义 ]2. 直 线 与 平面 的 位 置 关系 ” 当 一 直线 1 与 菜 平面 a 不 相交 时 ， 就 说 
它们 是 平行 的 ， 当 两 者 相交 时 , 若 过 交点 在 平面 c 上 引出 的 任 一 直线 都 与 
8 答 直 , 则 叫 直 线 ! 与 平面 C 是 垂直 的 .又 当 直 线 1 与 平面 c 相交 时 , B 1 上 
不 是 交点 的 任 一 点 向 a 51E, 髓 连接 垂 足 和 交点 , 把 这 样 得 到 的 直线 与 
l 的 夹 角 叫做 直线 1 与 平面 a 所 成 的 角 . 
(EXI. 约定 用 .4.B.C，… 来 表示 点 ， 
用 a、b、.c，… 来 表示 直线 ， 用 a、pB,y，… 来 
表示 平面 . 

(ZAN. 对 于 与 平面 相交 的 直线 ， 若 过 此 
交点 在 平面 内 作出 的 两 条 直线 都 与 原 直线 
图 14-126 牌 站， 则 原 直 线 与 平面 是 垂青 的 。 

证 明 如 图 14-126， 设 1 和 ac 224 BÄ, BE a 内 作 直线 pg. HB 11 
p, LLa. Fit BE a 上 男 作 任 一 直线 ， 再 在 a 上 引 一 条 分 别 与 p.qg.y 交 
于 P.Q.\R 的 直线 ， 并 作 1 上 一 点 4 的 关于 BB 的 对 称 点 A . 连 接 AP. 
A’ P., AQ. £Q, AR, A'R, 则 有 AP=A’P, AQ=. Q. `.A.APQS2 

人 A*PQ， 期 人 AQR= ZA QR, AAQRGA A QR. AR= A R. 
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BR AA”=1-.+. 
从 而 1 与 a EpB 0 fE BR E.T La, O 
【定理 12. (FHHEER) 满足 如 下 条 件 部 可 决定 一 个 平面 ， 
(i) 相 交 二 直线 ，(ii) 平 行 二 直线 ，(iii) 直 线 与 直线 外 一 -点 。 
证 明 ”根据 {公理 ] 了,) 和 [公理] 页 1) .结论 显然 . 口 
【定理 135 .(i) 自 平面 c 外 -一 点 4 TFE, HEEN B. 又 自 B 引 
平面 a 上 的 直线 了 的 牌 线 ， 设 其 垂 足 为 C. 则 AC LI. 

(ii) BEH a 外 一 点 4 向 平面 a 和 a 上 的 直线 1 分别 引 垂 线 ， 设 其 
垂 足 分 别 为 互 和 C. 则 BC Li. 

(iii) B Ala 上 的 直线 1 引 垂 线 ， 其 垂 足 为 C， 自 C 在 c 上 3 引 垂 直 
于 1 的 直线 CB， 又 自 ASICBIHER, EEX B, MWABLa. 

《这 三 个 定理 叫做 三 收 线 定理 及 其 逆 定 理 .) 
证 明 如 图 14-127 . 

Gi) ` ABLa, ` AB-+A1 BB BC 1, “. B+1(0 是 AC. BC 决定 
的 平面 )， 亦 即 ACLL 

(ü) ` ABLa, `. ABA1, BN ACLI .Bii 亦 即 BCL. 


(iii) `° ACL1, BCL1,..B11, 旭 有 ABLIR ABLBC...ABLa. 


一 ae ——. — . 


O 
【定理 ]4. PESTER, VITAR Ë 
交 于 一 直线 ， 
证 明 根据 [如 理 】] .so 两 相交 平面 不 可 
能 交 于 一 个 唯一 的 公共 点 ， 且 若 有 两 个 公 W 
共 点 ， 则 连接 这 两 点 的 直线 必 同 时 全 在 两 
个 平面 内 ， 于 是 该 二 平面 有 公共 直线 。 š 图 14-127 
八 共 真 线 外 还 有 一 个 公共 点 ,根据 “不 共 线 三 点 决定 一 "个 平面 ” ,这 时 两 平面 
必 有 重合 ， 与 题 设 矛 盾 ， 因 此 相交 平面 必 交 于 旦 只 交 于 一 直线 . O 


【定义 14， 过 四 置 的 位 置 关系 ”小 二 平 剖 无 公共 点 ， 则 称 它们 是 平行 的 .由 
一 条 直线 引出 的 两 个 半 平 面 组 成 的 图 形 叫 做 二 面 角 . 此 直线 叫 二 面 角 的 校 。 
过 楼 上 任意 一 点 在 两 个 半 平 面 内 分 别 作 垂 直 于 该 楼 的 两 射线 ， 这 两 射线 的 
来 角 叫 做 此 二 面 角 的 平面 角 . 平 面 角 是 直角 的 二 面 角 叫做 直 二 面 角 . 若 两 平 
面相 交 且 所 成 的 二 面 角 是 直 二 面 角 ， 则 称 这 两 个 平面 牌 直 . 

【定理 J5 设 aLa H 8 6& a, 则 fla. 

证 明 ” 如 图 14-128, Za piy XR Hb, 过 a 与 a 的 交点 A 在 a 上 
作 AB+b, Hata B a+Lb, A a 5 4B 间 的 夹 角 是 4a 与 6 同 的 夹 角 ， 
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【定理 16 .二 平行 直线 中 的 任意 一 条 直线 必 平 行 于 只 包含 另 一 条 直线 的 平 
面 . 


HEB 如 图 14-129, afb, a 包含 4. 这 时 设 与 a 相交 , 则 交点 必 在 0,b 决 
定 的 平面 上 .从 而 该 交点 又 在 - FAWR aE, 于 是 b 必 与 a 相交 ,这 与 
定理 的 条 件 了 矛盾 . BE 
【定理 ]7. kala, BHE atA B,? 分 别 与 a ZT b.c 两 条 直线 ， 
Mja be. 

证 明 如 图 14-130, zbe, H2Z Tp, W, 同时 以 直线 a 和 过 PP 点 
的 直线 p 为 其 公共 部 分 ， 从 而 By» 重合 ， 又 设 a fb， 是 其 交点 必 在 b 上 


E a 必 与 aX. AGRE atea, c 亦 必 交 于 a 上 上 各 种 情形 部 与 题 
RFE. .. afb]e. [1 


【定理 )8. 2;EZRalb. e S3LtIii, Hafb, afc, ub e. 

证 明 如 图 14-131， 设 a， 人 a, a.c kc EAJ 0. 并 设 
b 与 c 上 一 点 已 决 定 的 平面 为 ?与 有 的 交 线 为 4. 则 根据 [定理 ]6 有 al 
?从 而 又 根据 [定理 17 a/d, bfa FiK af cala. mcd 有 公共 点 P. 
所 以 c.d 必 重 合 ， 即 by ce. | 口 


214-128 图 14-129 图 14-130 图 14-131 


【定理 19. 2 ABI xY..4AC | xz i! Z BAC= ZYXxZ, H. AB. AC 决定 的 
平面 a 与 XY、XZ HENEN 8 Ei. 

证 明 WA 14-132， 取 J AB=XY, AC=XZ, Wj ABYX. 4XZC 是 平行 四 
边 形 ， 因 此 有 AXABY,AXLCZ, <. {y BY CZ. Ai BYZC 也 是 平行 四 
边 形 .所 以 BD=YZ. JN A 4BCSOAXYZ, WH Z BAC= 人 YXZ .根据 
[定理 16， A ABIB. AC Í p; A A a 村 8 J 2, 出 AB. AC RES 分 别 与 
XY .XZ 相交 ， 这 是 不 可 能 的 . …、 al B. LJ 
(a]l. # cVY 0,y 分别 与 a, p 相交 ， 则 交 线 平行 。 


IS WRZE. O 
【定理 }11. zel By,. 二 直线 1,m 5 a, by 的 交点 分 别 为 4.B.C 和 D、 
E.F, I] AB: BC=DE:EF. 
证 明 HB 14-133G£ D.C 55 BTG, Mei alB, 8 ADI BG.iH 8 Í 
Y, CF GE. 

AB:BC=DG:GC=DE:EF. LJ 


A 


qr z... 


P14-132 图 14-133 
【定理 】12 .过 有 乎 面 外 一 点 向 此 平面 作 乖 线 ， 只 能 作 一 条 . 
证 明 设 平 面 a 外 一 点 4 向 a ERRER, EEN BAC, 则 在 A4BC 
中 癌 叶 有 人 ABC= ZR, ZACB= 人 R. 这 是 不 可 能 的 .所 以 定理 得 证 . 
【定理 1]15. 设 < 上 B， 自 ce 上 一 点 4 引 交 线 工 的 牌 线 AB, MUJ ABLp. 


图 14-134 图 14-135 

证 明 如 图 14-134， 设 由 4 向 1 所 引 垂 线 的 垂 足 为 B, 在 8 上 过 8B 引 
BCLI, 则 ABC jè a, p 所 构成 二 向 角 的 平面 角 , H a 8 +í AB. BC, 
且 因 4B.LI，.… AB-+ 0. C 
【定理 114. aLa, bla, Rab. 

证 明 ”如 图 14-135, . 设 a 和 Bb 上 一 点 BENLE 0, M8La.X, 
自 8B 向 a 与 的 交 线 引 垂 线 c， 则 c/a. 所 以 根据 {定理 人 i3c 工 a. 久 因 b 
a. 则 根据 [定理 )12,b,c 重合 . J. afb. 口 
【定理 315. # II a] IL, Miale. 

证 明 因 ILz， 可 设 1 与 a 交 于 点 4， 又 因 ILB, 设 1 与 8 交 于 点 B,% 
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用 反 证 法 ， W a 与 6 相交 ， 取 交 交 线 上 任 一 点 工 ， 分 别 连接 LA MLB, x 
4$ AABL= ABAL= AR， 这 是 不 可 能 的 ， 口 
【定理 116. Way, By, a 5 B 的 交 线 为 I， 则 1Ly. 

证 明 设 a 与 3 的 交 线 为 a,， 与» 的 交 线 为 p, 自 I 上 一 点 IL 引 a 的 垂 
线 x， 根 据 【{ 定 理 113，x-Ly， 又 自 L 31b HER y, 则 yy. 从 而 根据 9 定 
FE]12, x 和 yy Pr RI, n ILy. 


82 多 面 角 


【定义 15. 多 面 角 ”由 一 点 引出 若干 条 不 上 共 面 的 射线 ， 每 相 邻 二 射线 构成 
一 个 角形 面 ,这些 角形 面 组 成 的 空间 图 形 叫做 多 面 角 . 这 些 射线 叫做 多 面 角 
的 棱 , 相 邻 两 棱 之 间 的 角形 面 叫 做 多 面 角 的 面 . 每 相 邻 两 个 面 构成 的 二 面 角 
册 做 多 面 角 的 二 面 角 。 相 邻 两 校 组 成 的 角 叫 做 多 面 角 的 面 角 ， 所 有 楼 的 交 
汇 点 叫做 多 面 角 的 顶点 .有 三 个 面 (或 三 条 棱 ) 的 多 面 角 叫 做 三 面 角 . 有 四 个 
面 (或 四 条 棱 ) 的 多 面 角 叫 做 四 面 角 .以 此 类 淮 . 

车 沿 任 一 面 延 展 后 都 不 可 能 进入 多 面 角 的 内 部 ,这 样 的 多 面 角 岂 做 凸 
多 面 角 ,用 字母 表示 一 个 多 面 角 ， 可 以 先 写 出 表示 顶点 的 字母 ， 在 其 后 
画 一 条 短 横 线 ， 再 依次 取 表 示 每 一 条 棱 的 一 个 字母 写 在 后 面 即 可 。 例 如 三 
画 角 表示 为 0 一 ABC. _ 
【 定 3817. 在 三 面 角 中 ， 两 个 面 角 之 和 大 于 第 三 个 面 角 . 
诈 明 如 图 14-136 ,在 三 面 角 0 一 4BC 中 , 若 人 40B= 人 Boc=CO4， 
结论 显然 成 立 , 若 人 4OC> Boc, 在 面 .40C Wq. RZ cop= Z BOC B. 
取 OD=0B, MNEABOCRADOC, Mf BC=DC. 这 时 ， 延 长 CD 与 04 


图 14-136 图 14-137 
交 于 4, 则 在 人 4BC 中 AB>AC— BC= AD, BAA0B. AA0D 有 公共 边 
OA 及 OD=0B. AB> AD. … Z AOB> Z AOD, B] Z AOB>Z A0C— 
Z BOC, JEP Z AO B+ Z Boc> Z AOC. A = 
U88118. 75 n H3 f8 n ATAR., 


$ 8. = |a) E] (873) 
证 明 如 图 14-137， 用 一 平面 去 截 基 多 面 角 ， 设 与 各 楼 的 交点 分 别 为 A. 
B.C.D,，…， 上 且 在 该 平面 上 取 一 点 0. 再 连接 0A4.0B.0C.0D,，…, 于 是 
在 三 面 角 B—V AC 中 有 人 人 ABC< ZV BA+ 人 AVBC, 在 三 面 角 C—v BD 中 
有 BCD< ZVCB+ 人 人 VCD,，…， 最 后 将 n 个 不等式 的 左右 两 端 分 别 相 
加 即 得 
(多边 形 4BCD… 内 角 和 )<(AVAB+ 人 LVBA+ 
. + ZVBc+ ZVCB+---) 
e 一 2n 人 R 一 (多 面 角 V 一 4BCD… 各 面 角 之 和 ). 

“(2n 一 4) 人 人 R<2nAR 一 (多 面 角 V 一 A4BCD… 面 角 之 和 ). 从 而 (多 面 

角 V 一 4BCD… 面 朋 和 )C4R， 


8-5 多 面体 
【定义 ]6。 多 面体 ”由 若干 个 多 边 形 面 围 成 的 封闭 立体 图 形 叫 做 多 面体 .这 
时 称 各 个 多 边 形 为 它 的 面 ， 相 邻 两 面 的 交 线 叫做 多 面体 的 楼， 棱 的 端点 叫 
顶点 。 若 延展 任何 一 面 都 不 可 能 进入 多 面体 的 内 部 ， 则 这 样 的 多 面体 叫 古 
多 面体 . 
【定理 1]19. (多 面体 的 欧 拉 定理 1750 年 发 表 ) 设 凸 多 面体 的 顶点 数 为 .楼 
SGE, MAAF, WJV+F=E+2?2. 
证明 在 nn 面体 中 ， 先 对 一 个 面 来 考虑 ,这 时 V=E. 若 把 该 面 再 加 在 一 个 
《 相 邻 ) 面 来 考虑 ， 这 对 顶点 数 是 原来 的 两 倍 减 2， 而 棱 数 只 减少 1. 所 以 这 
时 有 V=E 一 1 若 再 加 上 一 个 相 邻 面 而 考虑 三 个 面 的 情形 ， 由 于 增加 的 面 
与 原来 的 两 个 面 有 三 个 公共 顶点 ， 两 条 公共 棱 ， 所 以 这 时 有 TsE 一 2, 如 
此 下 去 ， 考 虚 n 一 1 个 面 时 , 则 有 Y= 瑟 一 (* 一 2). 然 而 在 加 上 第 ”个 面 后 ， 
顶点 数 和 棱 数 都 没有 增加 ， 只 是 面 数 增加 了 一 面 ， 所 以 这 时 仍 有 VV=E 一 
(n—2), MAX n=F, B V=E—F+2. E 
TE 欧 拉 多 面体 定理 与 8 6 的 一 笔画 定理 ， 都 是 关于 连接 方式 的 问 题 ， 
也 是 当代 拓扑 学 的 启蒙 问题 之 一 . 
【定义 ]7。 正 多 面体 若 多 面体 的 各 面 为 全 等 的 正 多 边 形 ， 且 交 于 每 个 顶 
点 的 楼 数 相 等 ， 则 叫做 正 多 面体 
【定理 ]20. 吓 正 多 面体 不 多 于 5 种. 
证 明 设 正 多 面体 的 各 面 为 正 n 边 形 ， 则 一 个 项 角 为 一 (2n 一 4) ZR E 设 
c 交 于 一 个 顶点 的 有 p 个 面 ， 则 对 于 这 p 个 面 的 多 面 角 ， 根 据 [ 定 理 j18 有 
全 (2 一 人 )p<4 所 以 p<2 二 一生 . 又 因为 p 字 3 所 以 3<p< 2 十 4. 


n=2 ` n=?’ 


w a 
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BE n23, n.p 是 正 整数 ， 所 以 不 可 能 多 于 下 面 的 五 种 情形 ，n=3，p= 
3 时 为 正四 面体 ;mr 一 3,p 一 4 时 为 正八 面体 ，n 王 3，p 一 5 时 为 正二 十 面体 ; 
n=4,p=3 时 为 正六 面体 ;=5，p=3 时 为 正 十 二 而 体 


Igege 


正六 而 体 正八 面体 Etoni ETR 


P314-138 

【定理 ]21. 《和 馈 沙 抬 空间 定理 ) 对 于 空间 中 入 4BC SAABE C, 连接 4 

5 A, B5 B, C5 WART AV, B.AB35 A 1 ZFX, BC 

1 BC” 32 Y, AC 与 AC 交 于 Z， 则 X.Y.Z 共 线 . MEALA. 
证 明 如 图 14-139, RA ABC 所 在 的 平面 为 a. 和 俯 A*B“C“ 所 在 的 平面 为 
a, REBR 4B ,4 五" 分 别 在 平面 K&，c2 上 , 且 民 交 于 X， 所 以 X 同 在 
Q 与 a 上 ， 同 理 BC，B’C’ 的 交点 Y 也 同 在 a, @ E. ACAL CHUZA 
Z 也 同 在 c.c“- 上， 于 是 根据 [定理 34X.Y.Z 和 同 在 a 与 a: 的 交 线 上 . 四则 ， 
H AB5 Æ BZF X, j| ABBA RET — A EM, [T| R BB CEC 
4A CC 也 分 寞 决定 了 一 个 平面 。 因 此 这 三 个 平面 交 于 一 点 ， 从 而 交 下 
AA*、BB*、CC’ 交 于 这 三 平面 的 交点 , 《在 平面 的 情形 ， 根 据 § E] 
37， 其 证 明 更 为 简单 .) O 

关于 初等 几何 方面 定理 的 证 明 ， 就 介 

组 到 这 里 ， 至 于 一 般 的 面积 、 表 面积 、 体 
积 等 (计算 ) 方 面 的 内 容 , 因 与 三 角 学 ,积分 
学 有 关内 容重 复 ， 这 里 不 再 蒙 述 ， 而 只 介 
绍 一 个 著名 的 体积 公理 一 一 卡 佛 来 利 公 理 
〈《 祖 小 定律 )， 利 用 这 个 公理 、 求 体积 的 问 
图 14-139 题 常 常 可 以 变 得 非常 简单 
卡 佛 来 利 公 理 (Cavalieri 1598—1647) (QANE ZAPT | 一 平面 上 


RL J TH 
的 两 个 立体 ,如 果 用 平行 于 这 个 平面 的 平面 去 截 割 它们 时 ,所 得 的 切口 面积 
总 是 相等 的 ， 则 该 二 立体 的 体积 必 相 等 . 


* 钥 狂 是 祖冲之 刁 儿 子 ， 他 发 现 此 定型 于 公元 五 世 乞 ， 比 卡 佛 来 利 早 一 2 
多 年 .一 译注 。. 
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S 1. 集合 与 逻辑 


11 集 合 
【定义 ]1. 集合 ”一 些 具 体 或 执 象 的 、 确 定 而 且 可 分 辨 的 事物 之 全 体 叫 做 
集合 ，( 这 个 定义 是 德国 数学 家 康 托 苔 出 的 ， 他 最 早 明 确 提 出 了 集合 这 一 
概念 .) 
注意 ”这 里 “确定 而 且 可 分 辨 ” 的 意思 是 指 ， 对 集合 中 任意 两 个 事物 ， 可 以 
判定 它们 是 相同 的 或 是 不 则 的 。 在 讨论 一 个 集合 的 时 候 ， 判 定 一 个 事物 是 
否 属 于 该 集合 ， 是 件 重要 的 事 稍 
【集合 的 记号 】 AAKT EG AB Oox, YRKER. 组 成 集 
合 的 各 个 事物 浏 做 集合 的 元 或 元 素 ， 藻 事物 a 是 集合 4 的 元 素 ， 则 记 为 
aC A 或 4a. 
读 作 a 1 A, A ËD a sika Gç 3 A F. 2, a RË AWTR, 则 记 为 
aC AREA, KES 4 由 元 素 a,b,c… 组 成 ， 则 记 为 
A= (a, b, c, +Y. 
这 叫做 4 的 外 延 记 法 。 同 样 的 ， 知 4 是 满足 某 条 件 P(x) 的 事物 % 的 全 
ík, 则 围 记号 . 
A={x jp(x)}. 
RUY 4 的 内 含 记 法 . 
H 若 集合 .4 是 自然 数 的 全 体 ， 则 记 为 
A={1,2,, ne} ={nln 是 自然 数 }， 
LEXI. HAR 仅 合 一 个 元 索 的 集合 岂 单 点 集 。 
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注意 a 和 {o} 是 不 同 的 概念 前 者 表示 一 个 元 素 ， a, 后 者 表示 的 是 由 一 个 
元 素 a 构成 的 集合 . 
【定义 ]， 空 集合 ”不 含 任何 元 素 的 集合 叫做 空 集 合 ， 记 为 g 或 { }， 
例 ”满足 方程 x*= 一 1 的 实数 x 的 集合 为 $. 
【定义 ]4. 子 集合 炮 URES 4 的 每 一 元 素 者 是 集合 B 的 元素， 则 称 4 是 
B 的 子 集合 . 记 为 AC B ik BƏ AA. I), WA AGB R BDA. 
【定义 15. A=B 集合 4 的 元 素 全 部 是 集合 B 的 元 素 , H. B 的 元 素 全 部 是 
.4 的 元 素 ， 则 称 4 和 召 相 等 ， 记 为 A= B 
【定理 ]1. 如 下 关系 式 是 成 立 的 ， 
(i) ATA; Gi) ACB, BC 4=> A= B; 
(iii) AC. B, BC C=.AC0C, (iv) ¿C A. 
这 里 记号 =>” EM R MBK HRE. 
证 明 据 上 述 有 关 定 义 ,(i)，(ii), (iii) 是 显然 的 ， 至 于 (ivy) 的 证 明 , 只 要 
证 明 它 的 道 否 命题 , 设 xC 4 则 xE 4 就 行 了 ， 而 这 一 点 是 明显 的 
PX. 口 
[EX]. MACHE) 设 有 两 个 集合 A, B. 由 至 少 属于 集合 A.B 之 一 
的 元 素 的 全 体 构成 的 集合 叫做 4,B 的 和 集 , 记 为 AUB REU 可 读 为 并 
Cup. 
例 {1,2,3,4} U {2,4,6,8} ={1, 2,3, 4,6, 8}. 
[DEX 7.888 (ZE) ” 设 有 两 个 集合 4,B. 由 所 有 了 既 属 于 A XE + B ñQ 
元 素 组 成 的 集合 叫做 A B 的 积 集 (或 叫做 4, B 的 交集 )， 记 为 4 作 B, 记号 
N 可 读 为 交 或 Cap. 
例 {1,2,3,4} N {2,4,6,8}={2,4}. | 
【定义 ]8. 全 集 : 补 集 ” 设 集合 避 有 一 个 子 集合 4， 把 U 中 不 属于 4 的 元 
素 的 全 体 叫做 .4 的 补 集 或 叫做 4 的 余 集 ， 1629 4°, A, A 2, XI U 
做 全 集 . 
A G) 设 U 是 全 体 整 数 的 集合 , 4 是 全 体 自然 数 的 集合 ， 则 有 At =10, 
一 1， 一 2，….》. 
Cii) ASAT A={x|x>1}, W) A ={x| x€}. 
(iii) U*°=%4, $°= 


【 文 氏 (venn) 图 】 PA EN 我 们 把 这 种 图 叫做 文 氏 
内 (图 15-1) 


不 相交 的 集合 ， 


4 ZL. 
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图 15-1 AUB Af1B 
【定理 】2 .对 于 全 集合 U， 下 列 等 式 成 立 ， 
(1) AUU=U, (1) A U = A; P 


(2) AU$ =A, 《2) ANg =; 
(3) AU A=.4, BGY Ar A=.4; 
(4) AU A‘=U, (4) ANA =. 
“ [R8]. 对 任意 集合 A B,C， 下 列 各 等 式 成 立 ， 
(1) AU B= BU A, (1)“ANB=BNMA( 交 换 律 )， 
(2) (4UB)UC=-4U(CBUc)， 
(2)s 《AB)Nc=.A4N(BNc)( 结 合 律 )， 
(3) AU (BNC)=(4U p) (AQ c), 
(3) ANCBUCO=(AN B)U( A C) (yB). 
ZRA 作为 例子 ， 我 们 用 文 氏 图 证 明 (3)， 其 法 如 图 15-2 所 示 ， 
Pi 


Á 


【定理 }4. 下 列 等 式 成 立 
(1) 4“=A, | P. 
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(2) U°=7¿g, (2): $°=U. 
【定理 】5. 德 、 摩 根 法 则 

(1) CAUBY =A QNB (1° (AB =.4 Ú B°. 
证 明 ¿2 x€ (AU B) IIJ xC (AU B) 
x€ AH. z€ B. 

JPB xC 4° H. xG B°. 
Ti xC A] 2 CU py CeSta' (YB; @ 
BR, yEANB, WARK yC J: yC B°. 
因此 有 ?>E.4 玉 ?CEB，… yCAUD. 


FÆ yE CaU B) 亦 即 ANB CAUBY @ 
HO, OHE (AUB) =4A NB. 
— ARMEO). 
AEN 【定理 16， 下 列 等 式 成 立 
ja (1) ACB<=>AUB=B, 
-B 


(2) 42B<— AN B=B. 
图 15-3 证 明 ”证 (1)， 

BAC B, 3 xC AUBHWHW, # x€ B, #%.AU BC B. 

# xC B, N xC AUB, ik BC AUB, WERNA. "44 
AUB=B, BPP 3EPEQSTE, EFENI, AF3SCGAKRAJCHEBS). 
同 理 可 证 2) 成立. C 
【定义 ]10. 差 集 对 于 .4, 8B 两 个 集合 ， 由 所 有 属于 .4 但 不 属于 B 的 元 素 
所 构成 的 集合 叫做 4 减 去 B 的 差 集 ， 记 为 A 一 B 

由 此 定义 有 .A 一 8 二 .A 一 (4 站 B). EERE U 的 子 集合 为 4， 则 U— 
A= A°. 
[ER]. Z 4, 五 都 是 全 集合 UTER, WHER A— B= ARD E:. 
证 明 设 x€A 一 B, WJ xC À ll x€ B.ik xC A, xC B°, BJxC ( Ar) B°), 
w (A—B)C(ANB). K Z, #¿xC€C (AD B°), WE xC A, xC B°, K 
xC À, xG B, 0e, xE4— B, (BC 4— B.K 8 5: 

A— B= An B:. g 
【定理 ]8. 4N4=4, AU A=AC RFE). 
【定理 ]9. 下 列 等 式 成 立 ， 
ANCU) =A, AUE NABE ACRE). 

WA xcCAQAUB), WE xC. BxC(AUB), 因而 xE4， 
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AñCAU BITA. 

FZ, HH xC€G A# x. C(AUB), AH xC (A(1C4U D)), 
ZAñCAUB)=.A. 

同 理 可 证 1NA B)SA. 

【定义 ]11. 立信 ” 设 有 两 个 集合 4, B， 将 4 中 的 任意 元 素 a 与 互 中 元 素 

b 重新 组 成 一 个 白 的 二 元 对 (a,b)， 出 所 有 这 样 的 二 元 对 (a, 5) 构 成 的 集合 

MM 做 A 和 8B 的 直 积 ， 记 作 .A4x8B. 

例 平面 上 点 的 坐标 是 两 个 实数 的 (有 有 序 ) 二 元 对 .所 有 这 些 坐 标的 集合 就 

是 两 个 实数 集 和 X，Y 的 直 积 ， 

注意 由 此 倒 还 可 以 得 出 ， 由 于 (ab) 和 (bao) 一 般 是 两 个 不 同 的 元 素 ， 所 

以 ，AXB 与 Bx.4 一 般 也 是 不 同 的 集合 ， 


12 命 题 

【定义 ]12. 命题 “任何 一 个 表示 判断 的 语句 称 为 一 个 命题 ,命题 表 示 的 判 
MENEER ABETARE, BAKIEN A B,C, … 表 示 命 而 
(EX3. 命题 命题 k Spam 事物 表示 肯定 或 否定 判断 的 语句 。 

例 “人 总 是 要 死 的 ”,“ 云 是 四 的 “5 是 素数 "等 是 命题 ; 而 “编辑 先生 ， 
请 准 子 发 表 我 这 篇 文章 也 ， ”，“ 你 是 谁 ?” SEL A Au), 

【定义 】14:1 原始 命题 (初等 命 是 ) 不 能 分 解 为 任何 其 他 命题 的 命题 叫 做 
原始 命题 (或 初等 命题 ) . 

【定义 314.2 合成 命题 ”由 车 干 合 题 组 合 起 来 的 命题 叫做 合成 命 

例 ERF, HER”, “2 比 3 小 ， 比 1 大 ”都 是 合成 命题 . 

【定义 】15:1 命题 逻辑 研究 合成 命题 之 间 的 逻辑 关系 而 不 涉及 每 个 初 等 
命题 内 的 主语 和 谓词 之 间 的 关系 ， 这 样 的 推理 过 程 叫 命题 逻辑 . 

【定义 】15- 2 谓词 逻辑 ”对 初等 命题 的 内 部 结构 (主语 和 谓词 ) 或 对 合成 命 
题 的 逻辑 形式 进行 研究 的 推理 过 程 叫 谓词 逻辑 . 

注意 ”一 个 合成 命题 的 真 假 仅 仅 依赖 于 包含 于 其 中 的 命题 的 真 假 ， 而 与 这 
些 命题 的 内 容 无 头 


13 逻辑 演算 及 符号 | 
用 一 ee 八 命 十 组 成 新 命题 ， 叫 做 命题 的 逻辑 演算 ， 也 简称 为 命题 
演算 . 它 A SA P PA. 个 题 的 否定 、 命 题 的 乘法 、 命 题 的 JH 
法 、 命 是 的 蕴涵 、 命题 的 等 价 ， 依次 用 符号 "一"、 "A". V", —” 
“e "32% `F 面 用 大 写 拉丁 字母 A, B, C, e, X,Y,Z 等 表示 命题 


(880) 第 十 五 章 ”近世 数学 . 
(1) 命题 的 # 定 ，F= 卫 若 命题 4 真 ， 则 命题 F AE; BARA, 
则 命题 F 真 , 由 命题 4 得 到 4 的 逻辑 演算 ， 叫 做 命题 的 否 实 出 嘱 命题 4 
RZE, YAE A. | 
(2) 命题 的 乘法 ，P=.4 八 B，P 是 由 命题 4，B 构成 i 一 个 新 命题 ， 
车 4, B 同时 真 ， 则 忆 真 ， 否 则 PP 不 真 .那么 由 .4,B 得 到 忆 的 逐 辑 演算 
吗 做 两 个 命题 的 合 取 ， 也 叫 命 题 的 乘法 (简称 逻辑 乘 ) 或 命题 的 与 。 己 叫做 
A BIBER, FSA RRR”, W, “ABB sk EK 4 又 B" 这 样 的 合 
成 命题 就 是 合 取 命题 的 倪 子 . 
(3) 命题 的 加 法 ，5 ==.A4V B.S 是 由 命题 A B 构成 的 一 个 新 命题 ， 若 
AK B z, 或 A,B 同 时 真 ， 刘 命题 S 真 ， 否则 5 不 真 .那么 由 .4,B 得 
到 S 的 逻辑 演算 叫做 两 个 命题 的 析 职 ， 也 叫做 命题 的 辑 法 (简称 逻辑 加 )， 
命题 5 时 做 .4, B 的 逻辑 和 ， 符 号 "VY " 污 做 “加 ”， 如 “A 或 B” 这 样 的 合成 
命题 就 是 析 取 命题 的 例子 . 
(4) MEAE: I=A>BI 是 由 命题 A, BB 构成 的 一 个 新 命题 . 若 A 
真 、B 真 ， 或 4 不 真 ，B 不 真 ， 或 4 不 真 ，B 真 ， 则 命题 1 真 . 邯 ， 只 有 
要 真 昌 不 真 时 I 为 不 真 .由 .4,B 得 到 I 的 逻辑 演算 叫做 两 个 命题 的 蕴 活 ， 
用 符号 "一 "表示 .如 用 逻辑 连词 "车 … 则 …" 把 命题 .4, B 联结 起 来 的 合成 命 
题 " 若 4 则 B, SEL A.B 03886, “3 AN 中 又 称 条 件 命题 . A, B 


分 别称 为 这 命题 的 前 件 和 后 件 . 
(5) 命题 的 等 价 ，E=.4~B.E 是 由 命题 4A, B 构成 的 新 命题 . 当 A, B 


都 真 ， 或 A.B 都 不 真 时 ，E 为 真 ， 否 则 巨 为 不 真 .4 与 B 等 价 用 符号 A 和 ~ 
BCR A——ə BX AEB R A= B, ) 表 示 . 由 命题 A, B 作出 的 命题 “4 当 


且 仅 当 B” 称 为 双 条 件 命 冲 . 


1.:4 还 辑 法 则 和 布尔 代数 
【定义 116 Nf ”命题 的 真 或 假 ， 可 以 用 数值 来 表示 . 当 命 题 4 为 真 时 , 说 
A 的 值 为 1， 当 -4 为 假 时 ， 说 了 4 的 值 为 0, 这 时 ，0 或 1 都 称 为 命题 的 真 
值 ， 如 下 图 所 示 . I 

A| Á 

1 | 0 

0 1 ' 
【定义 117. 真 值 表 ”把 命题 六 及 命题 相互 闻 的 真 假 关 系 用 真 值 表 示 出 来 而 
写成 的 表格 叫做 真 值 表 .这 时 远 辑 演算 可 用 真 值 窒 表 示 出 来 . 


-> 


$1 1. ATI (881) 


一 一 -一 一 一 一 一 一 -一 -一 一 一 


A| B FPS: vs 人 A=B) Ash 


Esr 


1 
1 
0 


O O O m 


1 
1 
0 
0 


eg 
I 

æ O m — 
m O O m 


— — —- n oo — 


【定义 】18. dsp de 如 果 一 个 命题 的 真 假 由 组 成 它 的 命 


HJ 
题 变 项 的 真 或 假 完全 确定 上 命题 变 基 电 做 组 成 它 的 命题 自 变 量 的 真 值 
K, 
【定义 119 .等 价 。 两 个 真 值 泗 数 ， 对 所 变量 命题 的 任意 一 组 值 ， 取 相同 的 
' 真 值 ， 则 称 此 二 真 值 画 数 等 价 ， 用 记号 "三 "或 "< 扼 > 表示 。 
【定理 ]10. (关于 0, 1, V, 人 的 定理 ) 

(1) 0 人 0 三 0，0 人 1 三 0，1 人 0 三 0，1 人 1 三 1 

(2) 0V0=20, 0V1=1, 1V0=1, 1V!=1. 
【定理 ]11. 《关于 等 价 的 定理 ) 

(1) ASA: (2) A=.A; 

(3) A=B 必 B=A; (4) 4=B, B=C, Ú A=CG; 

(5) A=B 必 AEB: 

(6) 把 命题 的 一 部 分 命题 换 成 一 个 等 价 的 命题 . 则 得 到 与 原 命题 等 价 
HDR, 
【定理 】12. 

《1) AAB=BA4: (1) AV B8 圭 BV A( 交 换 律 )， 

(2) `AA(BAC)= 三 (A 和 八 B) 八 C( 结 合 律 ); 

(2): AV(BVC) 三 (A4VB)VC( 结 合 律 ); 

(3) AV(BAC)=(AV B)A(AVO EHE); 

(3) AA(EVC)=(AAB)V(AAC)(Zy RE). 

KEVLAR, AMARTA B C 以 0，1 值 ， 并 对 所 有 可 能 的 
组 合 ， 证 明 “ 三 "两 端 ， 具 有 相同 的 真 值 即 可 、 

例如 ， 可 用 如 下 的 真 值 表 来 证 明 (3)。 
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| 
| 
| 
| 
F 


— —y[m  .O——n.Tn 3 


ww 


erris 


A B C| ANC | ANB ANC) AV(BAC) (AVB)A(AVO) 
k O 3 1 | 1 x l 1 l 
1 1 0o) o | 1 | 1 1 1 
1 0 1| O | 1 | 1 | 1 
ó ił ij] i L iij 1 | 1 
1 0 o| 0 i Í 1 l 1 
0 1 0| o x 1 | O 0 0 
0 0 1 o | O | 1 0 0 

° | 0 0 0 0 

相同 


注意 ”在 通常 的 数 的 运算 中 ， 溢 法 对 于 加 法 的 分 配 律 ( 亦 称 第 一 分 配 律 》 
A:(B+C)= A: B+ A: C 
成 立 ， 但 加 法 对 于 乘法 的 分 配 律 ( 又 称 第 二 分 配 律 ) 
A+(B:C)=(A+B)(A+C) 
不 成 立 . 
【定理 }15. MAAZA, 
INERI, 3— SHE 4 PBO EAr, 34F— G EZ 1 
出 现时 ， 这 个 | eB 次 就 可 以 了 ， 
[EW]. HAA TARAH F 开 出 的 下 列 务 式 成 立 
AAT=A, AAF=F, AA 4=rF, 
AVT=T, AVFEA, AV 4 三 T。 
证 明 由 [定理 10， 各 等 式 显 然 . 
例 (1) xy 是 实数 ,车 x 十 六 =0 成 立 ， 则 必 同 时 有 x 二 0 及 y= 二 0 或 y=0， 
及 x 二 0 这 可 Pl 表 成 (x=0) 入 (y=0) 三 (y==0) 信 (x=0). 
同样 ， 若 xy=0 li, DA x= 或 y=0 也 可 以 说 成 y=0 或 x 二 0， 由 
此 可 以 表 成 (x=0)V (y=0) 三 (y==0)V (x 二 0)( 交 换 律 成 立 ). 

(2) 设 x,y,z 是 实数 ， 若 有 x 十 Zz 十 z= 二 0， 则 必 有 
(x:+y2=0)A(z:=0)=(x°=0)A(xy*'+z*=0), 
((x=0)A(y=0))A(z=0)=(x=0)A((y=0)A(z=0);, 

阅 样 地 ，(x 一 a)(x 一 8B)(x 一 »)==9 等 价 于 {(x 一 a)(x 一 8)=0}V (x 

一 y 二 0) 或 (x 一 a 二 0)V ((x-- 0)Xx—y)=0) 


_ Š 1.35 E 38 (883) 


Aü, ((x=a)V(x=8))VG=y)=(x=a)V(x=0)V(x=y)) 
(结合 律 成 立 ).， 
(3) 在 解 联 立 方程 


5 

2X2-~-6xXy 十 572 一 0 

时 ， 完 对 第 二 式 作 轩 式 分 解 ， 得 (x 一 5y)(x 一 )=0, 由 此 得 (x 一 5y=0)V 

(x 一 y= 二 0)， 于 是 联 立方 程 变 成 
(x<+2y—6=0)A((x—5y=0)V(x—y=0)). 

和 桂 用 分 配 律 并 变形 得 

(x+2y=8)A ((x—5y=0)V (x—y=0)> | 

= ((x+2y=6)A(x—5y=0);V ((x +2y=6)AÁA (x—y=0);>- 

=E +S EA Wa BI 2: | 
usa, eq 
x—5y=0, x—y=0, 


LÈMS. ZAB=3VB,. AVB = AAB GE BIREN) 


A| B AAB|AAB A | 5 aVa| A | B |AVB|AVB| A 
11 1 l 9 0 | 0 0 1 | ! 0 0 0 
1| 0 0 1 o Í 1 1 1 0 0 0 
x ol 1 0 i 1 í 0 | 0 1 0 
9| 0 0 1 t i 0 1 1 
E 1 
相 Ej 相同 


Ü y= 的 否定 即 xy2e0, 这 时 有 
xy=0)=(x=0V(y=0) =(x=0)A(y=0)= G=s0) AG 0), 
因此 yt 5 (xae0) A(y2e0) 4. 
飞 定 理 ]16. AV(AAB)=A, AA(AV B)=A(WI fB). 


A BI AAB|AVB|I AV(AAB)| AA(4V B) 


— — ———— 


1 1| 1 1 ! 1 
t ol 0 1 1 i 
jo 1j o 1 0 è 
lo oj o 0 0 0 
t 


【定理 ]】18. 4— p= 4V B 
证 了 明 由 【定理 ]15，17 知 ， 该 定理 成 立 ， 口 
【定理 ]19. 4— B= AV B 
证 明 ”在 [定理]18 中 把 A4 换 成 4， 由 于 4 二 A， 则 得 4 一 B 三 4V B=A 
VB. = 
【定理 ]20，.4 一 有 三 万 一 才 


证 明 B- 3=BAA=BAA=A4AB=A4_B. 口 
【定理 ]21. 4- B=( A—B)A(B— A). 

证 明 因 4 为 真 B 为 假 或 者 B 为 真 4 为 假 都 是 不 可 能 的 ， 故 (4 一 B) 
八 (B 一 4) 和 .AB 取 相同 真 假 值 ， 于 是 ， 定 理 得 证 ， 

【定理 ]22. Ae B= B— A. 

【定理 ]23. 4 B= 4 万 . 


【定理 ]24. 4 人 B= AV B, AVB=AVB = ANB. 

证 明 AAB=EAAB=AVB, AVB=AVB=ANB. 

【定义 ]20， 布 尔 代数 ”如 果 在 一 个 集合 中 引入 了 “和 ”.“ 积 "“ 否 定 " 运 算 ， 
它们 满足 【定理 10-15, 则 把 这 个 集合 和 这 些 运 算 构 成 的 代数 系统 叫做 布尔 
代数 ， 


例 在 集合 M 的 子 集 族 {Mi} 中 定义 通常 的 并 UD 为 VY， 交 门 为 入, 补 C 为 
一 ， 则 {Mi} 是 -- 个 布尔 代数 。 在 此 ， 全 集合 M 和 空 集合 8 分 别 起 着 了 和 
的 作用 . 

15 命题 逻辑 

【定义 】]21， 命 题 变量 .命题 函数 ”一 个 变量 ， 如 果 在 命题 集合 中 取 值 ， 则 


$ 1. 集合 与 还 辑 (885) 
称 为 命题 变量 ,通常 用 大 写 英 语 字母 表示 .由 几 个 原始 命题 (4, B, C... 38) 
作为 变量 而 构成 的 合成 命题 (可 记 为 A B,C…))， 叫做 这 些 命题 变 量 的 
命题 函数 。 
【定义 ]22， 人 逻辑 变量 :逻辑 式 ” 一 个 命题 ， 它 的 真 值 可 用 0、1 表示 , 因此 ， 
不 管 命题 的 具体 意义 ， 只 讨论 真 假 性 时 , 命题 变量 是 取 值 为 0、!1 的 变量 ， 
此 即 逐 辑 变量 ,由 丈 辑 变量 经 过 有 限 次 迎 辑 演算 ~@ 而 得 到 的 式 子 ， 称 
为 逻辑 式 。 
例 设 A 表 命题 ， 其 否 EHA Wmi A, Arei 别 对 应 于 4, Av 
… 时 ， 若 用 逻辑 昭 数 f 了 来 表示 这 个 对 应 关系 ， 则 有 命题 逻辑 式 
lAn À> =)= Ap e). 
【定义 125 。 永 真 式 与 永 假 式 ”一 个 逻 往 式 ， 如 果 对 于 逻辑 变量 ，A，B,… 
的 任 一 组 取 值 ， 都 恒 取 真 值 1(0)， 则 它 丈 为 永 真 式 ( 永 假 式 ). 
永 真 ( 永 假 ) 的 命题 叫做 永 真 ( 永 假 ) 命 题 . 
【定义 1]24， 标 准 形 ”把 康 辑 式 中 的 各 个 合 取 演算 、 析 取 演 算 相应 地 表 成 代 
数 运 算 的 积 、 和 的 形式 ， 所 得 到 的 人 敢 辑 式 叫 做 标准 形 ， 比 如 把 AA B 表 作 
A'B, G AAB E A+B. 
一 般 地 ， 对 于 f(A4, B,C,…)， 用 A, B,C 表示 肯定 ， 用 有 4, B. c, 
… 表 示 否 定 ， 这 些 统称 为 原子 , 原子 的 R ( 合 取 ) 3: ABC, ABC, 
4 万 C…， 也 万 C… 等 等 , 称 为 合 取 分 子 .把 命题 函数 表 成 合 取 分 子 之 和 的 
形式 时 , 称 这 样 的 形式 为 析 取 标准 形 .同样 ,把 命题 函数 表 成 原子 的 和 (也 就 
是 析 取 分 子 ) 之 积 的 形式 时 ， 称 此 形式 为 合 取 标准 形 . 
例 1。 求 x(x 一 y) 的 合 取 标准 形 和 析 取 标准 形 . 
首先 把 一 消去 ， 得 到 x(x 十 >)， 这 就 是 所 求 的 合 取 标 准 形 。 
其 次 ， 该 式 满足 分 配 法 则 ， 所 以 有 x x 十 xy， 这 就 是 所 求 的 析 取 标准 
形 . 
BD. R xVy exy 的 析 取 ， 合 取 标 准 形 ， 
ME, A— p=(A—B)A(B—A)=( AV PDA (B VA) 
=((AVB)ABIV (( AVB)A AA) 
=((AAB )V (BAB)}V {CANA)V (BAA)} 
=( AN\B )V (AAN\B). 
在 该 式 中 ， 用 xVy ERE A, H xy 来 代替 B， 即 得 


xVy ~ xy= x Vy xyV xVyxy=(xVy)xyV xVy xy 
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=(xVy) (x V y) VxyxyExXx 十 xy 十 ?yxX 二 ~ 
+yyV x y xy, 
此 即 所 求 之 析 取 标准 形 . 
其 次 ， 为 求 合 取 标 准 形 ， 只 须 弛 所 给 形式 表 成 两 个 和 之 积 的 形式 ， 
xVy xy=((xVy) Vxy) A( xV y V xy) 
=((x+y)+xy xy 十 (x + y))) 
=(x+y+x)(x+y+y) (x +y -+ x)(x + y+ y). 
【定义 }25， 对 偶 式 ”对 于 公式 a 和 a*， 车 其 中 一 个 是 把 另 一 个 中 的 演算 VY 
或 信 分 别 换 为 八 或 VY 后 得 到 的 公式 ， 则 称 此 二 公式 为 对 偶 式 ， 
例 (xV y)Az 和 (x 人 入 y)Vz 是 对 偶 式 ， 
【定理 ]25。 若 公式 a 和 b 是 等 价 的 ， 列 它们 的 对 偶 式 ax*，b* 是 等 价 的 ， 
【定义 ]26。 推理 首先 定义 真 式 ,然后 ， 由 已 得 到 的 真 式 推演 出 新 的 公式 
过 程 叫 做 推理 ， 这 时 所 用 到 的 定型 叫做 推理 法 则 . 
【定义 ]27. 公理 ”把 作为 推理 依据 的 真 隐 辑 式 叫做 公理 。 
【定义 】}28。 证 明 ”把 从 公理 出 发 ， 使 用 推理 法 则 而 得 到 真 逻 辑 式 的 过 程 叫 
做 证 明 ， 
{ 定 更 】)26。 一 个 逻辑 式 是 永 真 式 的 充分 必要 条 件 是 ， 它 的 合 取 标准 形 的 各 
会 取 项 中 至 少 含有 两 个 析 取 项 ， 其 中 之 一 是 某 个 变量 , 男 一 个 是 它 的 否定 

本 定理 的 对 偶 定 理 如 下 ; ° 
【定理 1]27， 一 个 逻辑 式 为 永 假 式 的 充分 必要 条 件 是 ， 它 的 析 取 标准 形 之 各 
个 析 取 项 都 至 少 含有 两 个 合 取 项 ， 其 中 之 一 是 变量 ， 另 一 个 是 这 变量 的 在 
Æ. 
例题 1. 证 明 yV xy Vx y 是 永 真 式 ， 

证 设 所 给 式 为 P, 把 PP 表 成 合 取 标准 形 , 得 P=yV y (Vx) = (y 
Vy) GVxVx) 三 (yy)(y 十 x 十 x), 出 于 后 一 个 式 子 的 各 合 到 项 中 合 
有 一 个 变量 和 它 的 否定 ， 所 以 是 永 真 式 ， 

例题 2， 证 明 (x 八 yz)V〈 x Ay 人 Z)V (x 作 y 信 Z) 不 是 永 真 式 ， 

证 为 把 所 给 逻辑 式 表 成 台 取 标准 形 ， 利 用 分 取 律 ， 可 得 到 一 串 由 符号 人 
连接 起 来 的 和 式 ， 

(xV xVx)AGV xV y)A' A(xV yVz)A-- A GVzV z) £ 
取 项 (例如 (xV y VZ )) 中 任意 一 芝 呈 和 它 的 否定 者 不 同时 由 现 , 因而 不 
是 永 真 的 故 所 给 表达 式 不 是 永 真 式 ， 

【命题 远 辑 的 公理 系统 】 
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【公理 } GD A A—(B— A), (2) (4=(B=0))=((4>B)=(4>C)). 
I(1) AAB=A, (2) AAB>B, 
(3) (A—B)— ((A—C)—( 4— BAO). 
(1) A—AVB, (2) B— AV P, 
(3) (A—-c)—> ((B—c)—(CAV B—c)). 
NG) (4>B)>(B =A), (2) 4— A, G) A-A. 
(HI EM] 
1. 代入 法 则 ” 设 真 式 a 中 含有 文字 4， 则 将 @ 中 出 现 的 4 全 都 换 成 
任意 的 逻辑 式 b， 所 得 到 的 逻辑 式 也 是 丰 式 ， 
2, 结论 法 则 ”车 逻 辑 式 a 和 a 一 b 为 真 ， 则 b 也 为 真 . 
在 命题 演算 中 ， 有 了 上 述 公 理 和 推理 法 则 ， 新 的 真 式 都 可 以 求 出 ， 
例题 1. (A4 一 B) 一 (A4 一 A) 真 ， 
证 在 公理 1(2) 中 将 C 换 或 A4， 则 有 
(A—(B— A))—> (A—B)— ( A— A). 
再 由 公理 1(1) 知 ， 前 提 A 一 (B 一 A) 是 真 ， 
从 而 据 结论 法 则 ，(.A4 一 B) 一 《A 一 .4) 亦 为 真 . 
例题 2， .4 人 了 一 有 人 4 真 . 
证 在 公理 1(3) 中 把 .4 k AA B BESAR 
(AAB=B)=((4AB)>C)>(4AB>BAC)). 
宇 上 式 中 把 C 换 成 4， 即 得 真 式 
(AAB—B)—((AM\B—.A)— (ANB—BAA)). 
该 式 的 前 提 是 公理 了 (2)， 从 而 利用 结论 法 则 即 得 到 真 式 : 
(AAB—-A)—(AAB—-BA4A. 
而 这 里 的 前 提 就 是 公理 T(1)， 故 再 次 用 结论 法 则 即 得  AAB—-BA4A. 
【定理 128. EUT 表 任 意 的 真 式 ， 则 式 BT IRF, 
EB ”在 公理 I(1) 中 以 T 代 4， 则 有 T 一 (B 一 T) 由 假设 知 T 真 故 可 
对 T 和 T 一 (B 一 T) 使 用 结论 法 则 ， 得 
B-T 为 真 ËJ 
[838129. 4— A 为 真 . 
证 明 在 公理 I (2) 中 ,将 C 换 成 .4， 得 
(4>(B—4A))>((4>B)>(4A>A)). 
前 提 是 公理 TI (1)， 据 结论 法 则 ，(.4 一 B) 一 (4 一 4) 为 真 。 落 在 此 代 B 5 
T， 则 (A 一 T) 一 (A 一 4), 据 [定理 ]28， 这 里 前 提 为 真 ， 再 次 使 用 结论 法 
则 ， 得 A 一 A 为 真 D 
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【定理 130. HERA b 可 以 由 地 各 W a As °, GQ. „an 证 明 (演绎 )， 则 逻辑 式 

qi 一 (gs 一 (…(an 一 b…)) 为 真 ( 演 经 定理 ). 

证 明 对 n ARIE, 印 可 待 证 . 口 
常常 用 不 E5 dis G>, +, Oa D RRAZ S SN Oir Agr `+ Ga 证 得 还 辑 

式 5. 当 n==0 时 ， 只 用 符号 Fb， 它 表示 NIZA. 

【定理 ]31. H (4>B)>((B—>C)>(4>C)). 

证 明 使 用 归纳 法 ， 由 .4 一 8B，B 一 C 及 A 即 可 推出 C, 于 是 据 【 定 理 】 


0, 
üdy (A>B)=((B>0)> (4-0) 27355, D) 

在 此 式 中 ， 代 4.8.C 为 ab.c， 得 

(a—b)—((b—c)—(a—c)). 
若 已 知 a 一 0 和 2 一 c 为 真 ， 则 对 访 式 用 归纳 法 知 ，a 一 c 也 真 。 这 关系 可 用 
下 图 表 出 ， | 
4 一 2 一 8。 (推理 图 ) ， 
象 上 面 那样 的 演绎 推理 方法 叫做 三 段 论 法 
0238322. 上 (4 一 (B=0)) 一 (B 一 (4 一 0)) 
证 明 对 A 一 (B 一 C)，B，A 用 归纳 法 ， 可 得 
A—(B—C).B.AFC. ' 

成 立 ， 再 用 演绎 [定理 130 EIT, = 

由 于 该 式 为 真 ， 同 【定理 】29 一 样 ， 可 导出 推理 法 则 (推理 图 ) 一 

_a—(b—e) 
b—(a—c) ` 

我 们 称 此 推理 法 则 叫做 前 提交 换 的 法 则 ， 
【定理 ]】35,. F C4-(B—-C))—>CAAB—ƏC) 
证 明 首先 有 .A 一 (B 一 C)，A 八 BFC 或 立 .由 公理 了 (1)，(2)， ANB> 
A, ANB>B, HILHA B 可 由.1 一 (B 一 C) 和 .A 入 B 证 明 为 真 . ku 

其 次 ， 对 Am A=B, EA B ü BeH HAH hE 


得 
A—(B—C), ANBF-C, 
这 时 ， 再 用 演绎 定理 ， 即 得 本 定理 ， 其 推理 图 为 
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我 们 把 这 个 推理 法 则 叫做 前 提 结 合 的 法 则 ， 
H1,  a=b>a—b=b--b, 
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a—b=b—b—a—b=0, 
a 二 pa 一 b 二 0( 二 段 论 法 ). 
例 2. 若 A-B E. B>A, WAB UZIA. 

如 果 把 这 个 命题 用 逐 辑 符号 表示 ， 则 得 

(A—B)A(B—.A4)=.A4<—>B. 

HE, Rabce 为 实数 ， 命 题 P 为 二 次 方程 ax? 十 bx 十 c==0 BREL 
实 根 ,命题 Q 为 ac<0. 洲 能 证 明 PP 一 0 ”0 一 P， 则 Pe Q, TE # (P— 
QJ 入 (0—P) 三 P<—>09., 

证 明 ZE P=, EP, Haslt+bxs+e=0 有 异 号 二 实 根 ，a, 0. 由 
根 与 系数 的 关系 得 a 于 =-93 -iB<0， 故 ac<0， 此 即 命题 8. 

其 次 ,再 证 QP, 设 0 真 , 即 ac<<0. 二 是 二 次 方程 ax2? 十 ax 十 c 一 0 的 判 

别 式 b 一 4ac>0， 故 它 有 二 实 棋 .a, p, Hap= = <0, 即 PX, 


16 ”谓词 逻辑 

【定义 ]29、 个 体 变 元 :单元 命题 函数 . n 元 命题 函数 ”表示 对 象 集 合 m( 弄 
做 场 ) 中 的 不 定 元 (对 象 ) , 岂 做 个 体 变 元 ,只 含 一 个 个 体 变 元 的 命题 函数 , 叫 
做 单元 命题 弹 数 , 含 n 个 变 元 的 函数 ， 则 做 nn 元 命题 函数 ,个 体 变 元 常用 拉 
丁 文 小 写字 母 x, y, 8g，… 等 表示 . 

LELI. Aika Eam 中 使 合 题 函数 4(x) 为 真 的 元 素 x 的 集合 ， 
叫做 A(x) 的 真 值 集合 ， 常 用 希腊 文 小 写字 母 a, by FKEA. 

【定义 ]31， 命 题 变 元 ”以 真人 GT) 或 以 候 (F) 为 取 值 的 变 元 叫做 命题 变 元 ， 
常用 拉丁 文大 写字 母 A, B, …X, Y, An A> … 等 来 表示 ， 

【定义 132， 谓 词 . 一 元 谓词 .二 元 谓词 ， .谓词 变 元 设 对 象 集合 为 m, m 中 元 
到 的 某 个 人 性质 或 关系 可 以 用 符号 来 卖 示 ， 称 为 谓词， 以 FE(x)，G(Cx'?)， 
PLx Xor tt'e xs) 等 表示 之 .如 EIRIO, è e a A A 表示 二 
元 关系 的 ， 如 “小 于 ”,， “整除 ?等 吗 做 二 元 训 词 ,一 般 地 ， 不 考虑 哪个 领域 
中 的 哪个 具体 关系 时 ， 把 谓词 叫做 谓词 变 元 . 
【定义 ]55， 基 本 式 ”含有 命题 变 元 ， 确 定 的 个 体 或 个 体 变 元 的 谓词 叫做 基 
本 式 .基本 式 中 的 演算 符号 ， 与 命题 逻辑 的 演算 符号 一 样 ， 也 用 入,，V， 
一 ， 一 等 表示 ， 
{定义 ]34. 量词 设 R(x) 是 在 场 m 上 处 处 有 定义 的 谓词 ,命题 “R(x) 对 
m 的 所 有 元 x 都 成 立 ” 可 用 命题 “对 所 有 有 的 x，R(x) 为 真 " 来 代替 ， 并 记 为 
V xR(x), 0E V 称 为 全 称 置 词 ， 它 是 英文 Any 的 第 一 个 字母 4 的 倒 写 ， 
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同时 ， 把 ” # m , h 2 EN, ERORI- - 命 : 是 用 命题 " 假 NALNE FRY 
Xx， 则 RCx) 为 真 "或 "使 I H x 存在” 代替， 并 以 记号 H xR (x) 表 
示 。 记 号 扣 是 Exist 的 第 一 字母 E 的 反 写 .记号 可 叫做 存在 量词 
【定义 135. 自由 变 最 :约束 变 景 不 属于 全 称 量词 和 存在 量词 的 变量 叫 做 
自由 变量 ， 属 于 这 两 个 量词 的 变量 叫做 约束 变量 . 
BL 1，YxEF(x,y) 中 ，x 是 约束 变量 ，? 是 自由 变量 , 它 可 以 看 作 是 一 个 变 
E y 的 谓词 g(?) .命题 VYyg(>)， 了 Ty8g(y) 可 分 别 用 VyV xF(x, y), 9ydxF 
(x,y) 表 示 . 
例 2. 设 F(x,y,z) 是 三 个 变量 x, Y: Z 的 谓词 在 TET MX E ZIR 
FTR, myz 是 自由 变量 . 故 VxF(x,》% EDER y, z 的 谓词 

又 ,在 qyVxEF(x, 罗 切中 ，xy 是 约束 变量 ，z hay, ` ZAE 
一 个 变量 z 的 谓词 . 
【定义 1356。 等 式 ARN, 人 ERR., BE m 上 的 
两 个 表达 式 a, b 的 谓词 变 元 , 命题 变 元 和 自由 变量 分 别 用 定义 在 m 上 的 确 
定 的 谓词 ， 确 定 的 命题 和 属于 m 的 确定 的 个 体 去 置换 两 者 同 真 或 癌 伪 ， 
则 称 这 样 的 两 个 表达 式 在 m 上 上 等 价 .如 果 wb 在 内 土 是 等 价 的 ， 则 简单 地 
称 o, b 等 价 ， 记 为 aeb 或 a=b, 
注意 ”在 各 变 元 进行 置换 时 ，c,b 中 相应 的 变量 必须 进行 相同 的 置换 。 
例 (1) a—b= a Vb. 

(2) +Ix(a(x)—Vyb(y))=* x(a (x)V Vyb(y)). 

(8) Vxa(x)—(b(y)— V xce(x))ZV xa (x) V (#(y)V Vxc(x)) 
【定理 ]54，Vx4(x) 一 本 x4(x)， 
证 明 因 对 所 有 x, .4(x) 真 ， 故 对 其 个 xl，-4(xi) 真 . 故 定理 得 证 ， 
【定理 ]】35. Yxa (x) 三 dya(y), 

Exa(x) =Vya(y). 

证 明 V xa (x) 表 示 VYxal(x) 为 候 ， 与 “存在 y 使 a(y) 为 假 ”, R5 “48 aly) 
为 真 的 > 存在 “这 一 命题 等 价 ， 故 @ 成 立 . 

FIOR xalx) 表示 “了 xa(x) 为 假 "， 它 等 价 于 "对 一 切 y，a(y) 都 
假 "， 即 等 价 于 “对 于 一 切 y, a(y) 都 真 "， 故 @ 得 证 . 口 

HOQ, @@ 可 见 ， 可 以 把 否定 号 “一 "下 的 V， 拭 分 别 换 成 于 ，V， 同 时 
使 否定 号 向 后 移动 . 
例 9xC(A(x)—VyB(y)) =4x(F x)VVyB(Y)) 

EV x(A(x)V VyB(y)) =Vx(A(x) AVyBG) 
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=Yx(A(x) Ry B (y) ). 
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【定理 】36. V<(a(x)Ab(x))=(Vxa(x)) A(Vxb(x)), @ 
| sIx(a(x)Vb(x))= (GIxa(x))V (Hxb (x)), @ 
(Vxa(x))V (Vxb(x))— Vx(a(x)Vb(x)), @ 

Hxlalx) Ab(x))—((xa(x)) A GC[xb(x)). © 


证 明 设 c(x)，b(x) 的 真 值 集合 分 别 为 a 8， 全 体 集合 是 m. 

由 于 (a(x) 信 b(x)) 的 真 值 傈 合 显 人 然 是 a[1p， a Vela ABC 为 
真 等 价 于 a 由 8 二 m， 节 等 价 于 a=m 和 B=m， 亦 即 等 价 于 (Vxa(x)) 信 
(Vxb(x)) 为 真 . 故 @ 成 立 . 

又 ， 由 于 有 ，(a==m)V (B=m) 一 2U B=m， 故 @ 式 成 立 ， 

再 由 

(aZ$)V (8#$)—a Ú Bç. 
可 见 @ 式 成 立 、 由 于 有 

af1|8=e$— (a$) A=). 
所 以 人 @ 成 立 ， 
【定理 }37, V<x(a(x)—b(x)) (a 0), 

V x(a(x) S—>b(x)) <—> (a = p) 

证 明 ita p,m 的 定义 与 {定理 136 相同 ,因此 有 

(ašsm)V (8B=m)—(a=4))V (B=m)~aU B=$U L =B. 
“ep 
BORS. 

. X Vx(a(x) ——b(x))= V x((a(x)—b(x)) A(b6(x)—a(x))) 

=V x(a(x)—b(x)) AV x(b(x)—a(x)). 
将 上 式 ( ===) 8 Iñ EG KRK, (aC 0) A(8Sa), CE 
然 与 a=p 等 价 , 由 此 ， 人 @ 已 得 证 ， 
【谓词 进 辑 的 公理 体系 】 这 一 体系 由 命题 逻辑 的 公理 体系 一 玉 再 加 上 
下 的 公理 V 得 到 . 
【公理 】 V (1) VxF(xz)—F(y), 


» (2) F(y)—IxF(x).: 
[RAN] 


1. 本 在 谓词 逻辑 中 , 右 一 个 把 命 
题 变 元 和 谓词 变 元 用 逻辑 式 来 置换 生 由 | 
命题 变 元 的 置换 议 式 a(4) 含 有 命题 变 元 4 nj A 可 用 满足 下 列 条 件 的 
式 b 置换 它 ) 


@ @ DJ 
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O b 中 所 合 自由 变量 不 是 a HME 约束 变量 , Hb 中 所 含 约束 变量 
不 是 a 中 所 含 自由 变量 . 

© 若 4 在 a 中 任何 字母 所 表示 的 量词 的 作用 范围 内 , 则 bb 不 含 这 个 
FẸ. 

把 这 祥 的 置换 叫做 式 b 代 入 变 元 A. 

请 词 变 元 的 置换 设 式 acCP) 含 有 谓词 变 元 F, F 含 有 nn 个 个 体 变 元 , 且 给 定 
了 售 n 个 自由 变量 t to e, ta 的 逻辑 式 blti, ta +, ta) Pto t, 
e, tn SAF a 的 任何 一 个 个 体 ， 变 元 都 不 同 . E b 满足 条 件 @ 各 下列 条 
件 @@， 则 可 以 把 5b 代入 F。， 

© 在 a 中 ,车 F 在 约束 所 有 字母 的 其 词 的 作用 范围 内 ， 则 b 不 含 这 
个 字母 ， i 
例 在 AVVxF(y) 中 ， 把 U(x) 代 答 .A4， 得 U(x)V YxF(x).U 所 含 的 自由 
变 晤 与 FE 所 含 的 约束 变 盟 相同， 改 条 件 @ 不 满足 , 从 而 这 个 式 子 不 成 立 。 

2, 结论 法 财 车 a 和 a 一 b 式 为 真 ， 则 2 式 也 真 ， 

3。 关 于 自由 变量 的 置换 法 则 这 式 a 关于 谓词 演算 为 真 ， 则 将 a 的 
任意 自由 变量 用 其 它 的 自由 变量 求 加 换 而 得 到 的 新 的 式 子 o bA. 

例 ER VEG) AFO xG(x)) 中 ， 以 z 代 替 y， 得 

Vx(F(x)—G(z))A(F(z)—3xG(x)) 

4， 关 于 约束 变量 的 改名 法 则 设 式 a 关于 谓词 演算 为 真 , 则 把 a 的 约 
束 变量 用 与 其 任 一 自由 变量 都 不 同和 的 让 他 约束 变量 求 代 赫 而 得 到 的 新 式 a* 
”也 真 .这 时 ，a 中 某 变 元 的 置换 应 涡 历 约束 这 个 变 元 的 量词 的 作用 范围 ， 即 
使 在 这 个 量词 之 中 也 必须 置换 ， 

5, 关于 由 量词 来 约束 的 法 则 

$ P, balx) JIL, Hb o t x 则 b> V xa(x)15 Pt. 

第 法则， 若 a(x)—b HH, Lb 不 含 变量 x, 则 sI xa(x)—btb R. 
【关于 对 候 的 法 则 】 由 于 记号 A 5 y K V, JERNIA 的 ,在 式 a 中 ， 
把 记号 4，V; Feo s, 分 别 换 成 它们 的 对 偶 记 号 ， 得 到 式 b5， 则 b 与 a 是 
对 偶 的 。 

例 V.CAV(B(x) AB(y)V B (x)))jIxlLAA CBV BO)AB (x)) 是 对 
偶 的 ， 
【定理 】 38. 1—V, Fo —dxFeo, 
证 明 据 公 理 V (1) 和 (2) 有 
VxF(x)—PF(y), Fl(y)— TxF(x). 
再 用 三 段 论 法 即 可 得 证 ，。 
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LEEN. Vx yF(x, OS E, y), 
证 明 两 次 使 用 公理 Vy G), í 

WxVyF(x, y)—F(u, v), 
在 该 式 中 ， 使 用 最 词 约 束 的 第 一 法 则 ， 先 约束 tw， 再 约束 v， 便 得 

VxV yF(x, y)—FyF uF(u, v). 
在 此 ， 进行 变量 的 改名 ， 将 忒 改 为 x，v 改 为 y, K193 

FxV yF(x, y)>V yF xF(x, y), 
同 理 可 证 反方 向 的 结论 。 最 后 ， 根 所 法 则 “ 若 a, b jt, a Ab 也 真 ”， 可 
以 得 到 所 求证 的 等 价 式 。 
【定理 】 40, axy yF(x, y)— F y3xF(x, y), 
证 明 在 公理 V(1) Th, HRH, HVF, y)—>F(x, y); 
同样 由 公理 V(2) 可 堆 得 FC, v)—wF(w, v), 

在 这 些 式 中 ， 用 三 段 论 法 ， 又 得 1 一 FyF (x, v)—3wF (w, v), BE 

该 式 中 ， 运 用 关于 量词 约束 的 第 工法 则 后 ， 再 用 第 下 法 则 ， 即 得 

axy yF(x, y) —Vvy3dwF(w, v), 
JER F£ e urka: u, SW KJ x, va Ay 即 得 证 。 
【定理 ]41. Hr x(F(x) >G(x) — (FxF(x)>VxG(z), © 

—Vx(F(x)—G(x))—(SxF(x)—ExG(x), © 
证 明 这 里 只 证 明 @。 
HAR: Hr xlt) 一 G(x) 一 (F(x) 一 G(x)) ,用 结论 法 则 ， 式 F(x) 一 

G(x) 可 由 矿 x(F(O) 一 G(x)) 导 出 ,由 该 式 又 导出 式 G(y) 一 89xG(x) 和 F(y) 
一 G(y)， 再 用 三 段 论 法 、 可 得 式 F(y) 一 9xG(x) ,该 式 还 可 以 由 六 x(F(x) 
一 G(x) 导 出 、 最 后 用 关于 生词 约束 的 第 下 法 则 ， 把 约束 变量 改名 ， 即 得 式 


- 


dxF(x)—3xG(x), 
AAETH FEl) T), EQ FX 3, C] 
【定理 342，3xF (x)< 一 > jxF(x)， © 
HxF(x)<——.VxF(x) ， @ 
IPG) N 


ax TEREA F xF(x). © 
证 明 ZERIO, HATEN, E 
由 公理 VO， 有 上 VxF(x) 一 F(y)， 取 其 对 B, WARNA 


| H- F(y)->V xF(x) 。 由 此 式 及 —F(y)— FG), FAA = Et itk, 4 


(894) 第 十 五 和 近世 数学 


———— 


FO) xF. FG). RXTE 约束 的 第 政法 则 ， 把 约束 变量 改名 ， 即 得 
—#sxF (X) >V x F(x) 

到 之， 在 公理 ea 利用 对 便 注 则 ， 有 1! 一 3xF (x) 一 F(y), 再 用 
关于 量词 约束 的 第 I 法 划 ,把 约束 变量 改名 ， 该 式 就 成 为 H HxF(X)—V x 


F(x) 在 此 , 取 对 偶 ， 即 得 ”六 x F(x) 一 83xF(x)。 又 在 该 式 与 真 式 
HxF (x) 一 49xF(x) 中 ， 用 三 段 论 法 得 
VxF(x)— IxF(x) | 
， 在 (a) , (5) 中 使 用 法 则 -2- MERO. 口 


92. 集合 与 运算 
2.1 半 群 


在 高 中 代数 学 的 对 象 是 ， 实 数 ， 复数 ， 二 维 向 量 ， 三 维 向 量 ， 而 进行 
的 演算 是 四 则 运算 ， 即 加 、 减 、 乘 、 除 ， 以 及 开平 方 ， 开 立方 ， 求 n 次 方 
根 等 。 现 在 ， 代 数学 的 对 象 变 成 任意 集合 了 。 此 时 ， 当 如 何 规定 它 EMRE 
算 呢 ?为 此 ， 对 集合 及 其 运算 ， 叙述 规定 运算 的 过 程 。 

现 设 S 为 茶 一 非 空 集合 ，S 不 必 是 数 的 集合 。 设 a, b 是 5 的 任意 二 
元 。 如 果 有 序 元 形 对 (c，b) 按 一 定 的 规划 ， 与 S 中 的 元 c 对 应 ， 则 称 这 
样 的 对 应 关系 为 8 的 运算 。 我 们 用 记号 。 表 示 该 运算 ， 故 c=a*b， 了 叫做 
a, b 经 运算 得 c, | | 

比如 ， 在 自然 数 集中 ，a 加 2 得 c， 这 一 运算 叫 加 法 ,用 记号 十 表 =, 
E 为 ca 十 b。 同 样 ， 对 二 维 向 量 a, b 可 定义 加 法 运算 ， 得 到 和 向 量 。 
例 设 R 是 全 体 实数 的 集合 (以 后 也 这 样 假设 )。 使 两 个 实数 a，b 的 有 序 
数 对 (a，b) 对 应 于 a,，b 之 较 大 者 ， 就 得 到 R 上 的 一 种 运算 ， 记 为 

a *b=max(a, b) 

RERE S 的 元 素 中 已 定义 了 运算 , 而 a, b, c E. S 的 任意 三 个 元 ， 
这 时 ，a。b 是 S 的 一 个 元 ， 它 再 与 oraa “D)。c， 今 改变 这 一 结合 
的 先后 顺序 ， 即 先 作 〈b*c)， 再 由 a 与 (bc) Ee, Balb), BA, 
(a'b)-c 与 av(bvc) 一 般 是 不 等 的 。 OA TENTES úa, b, c # a° 
(a+b)=(ab)°c, RES S 关于 运算 满足 结 

不 难 举 出 不 满足 结合 律 的 例子 .在 尺 rae a'b=a—b. 显然 ， 有 


a $ 2. 集 合 合 与 运 : 算 (895) 
Oi (ed —c. 
[EX] ER AISEA S 中 定义 的 运算 。 恒 满足 结合 律 , 则 称 S 关 
于 这 个 运算 构成 半 群 。 
例 1 R 关于 加 法 运算 构成 半 群 。 
例 ?， 全 体 整 数 的 集合 Z， 关 于 运算 acb=atb 构成 半 群 ， 且 关于 运算 as 
b 一 ab 也 构成 半 群 .。 
例 3. 设 CL0，1] 是 闭 区 间 [0，1] 上 连续 函数 的 全 体 .。 对 于 CL0,1] 的 任 
意 二 元 f(x)，g(x)， 定 义 运算 (fg) (x) =f(x) 十 glx)， 则 CL[o，1] 关于 
此 运算 构成 半 群 。 此 外 ， 它 关于 运算 (f-g)(x)= max {f(x)，g(x)} 也 构 
成 半 群 。 f 
证 明 ”前 半 部 分 是 明显 的 ， 只 证 后 半 部 分 。 


首先 ， 由 maxt{f(x)， g(x)}= FIE) 十 g《x)} 知 ， 


Me (%) 是 连续 函数 ， 所 以 (fg)(Cx) 是 CLO0，1!] 的 元 素 。 
其 次 ， 设 f(x)，g(x)，h(x) 是 CL0，11] 的 任意 三 个 元 ， 则 
(f(g°h)) (x) =max{f(x), (g*h) (x)}=max{f(x), 
max(g(x), h(x))}=max{f(x), g(x), h(x)}, 
 ((f-g)-h)(x)=max((f-g)(x), h(x))=max(max (f(x), g(x)), 
h(x)} =max{f(x), g(x), h(x)} 
-因此 得 ~ 了 (gk) 二 (f*8) h. 
故 CL0，1] 关 于 这 个 运算 成 半 群 。 
ERSE, WFS HERIT, b, E 
a°b=be*a 


一 > 一 一 一 一 


”成 立 ， 则 称 5 为 可 换 半 群 ， 


例 4，Z，R 关于 加 法 都 构成 可 换 半 群 ， 关于 要 法 也 构成 可 换 半 洛 。 

例 5、 把 自然 数 a, b 的 最 大 公约 数 表 作 aeb。 则 全 体 自然 数 的 集合 ， 关 于 
这 个 运算 ， 构 成 可 换 半 群 。 若 取 ab 为 a, b 的 最 小 公 倍数 ， UAHA A 
数 关于 这 一 运算 构成 可 换 半 群 。 

例 6， 设 集合 M 的 所 有 子 集 构成 的 集合 为 S， 对 8 的 两 个 元 4，B， 定 义 
运算 A B=AUB, 1 s 关于 这 个 运算 是 可 换 半 群 . i “B=AND, 
则 S 对 该 运算 也 构成 可 换 半 群 。 

【定义 ]2， 左 ( 右 ) 单 位 元 ， 单 位 元 A SAER, 对 于 S$ 的 任意 元 a， 有 
S 中 的 元 e 存在 ， 使 ea=a ERX, Wike ES 的 左 单位 元 ， 同 样 ， 若 这 
时 有 S 中 的 元 存在， 使 ove =a 成 立 ， 则 称 e: 为 S 的 右 单位 元 。 老 。 
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既是 S 的 左 单位 元 ， NE Shi tapia) 就 把 e 叫做 S 的 单位 元 。 
例 在 Z 上 车 取 asb=a+b, 关于 ; -这 个 运算 ， Z 的 单位 元 为 0。 又 ， 若 取 
as|b=ab, Jil| Z 的 单位 元 为 1, 
【定理 】1。 若 半 群 S 既 有 左 单位 元 又 方 右 单 位 元 ， 则 这 时 sS 的 左 、 右 单位 
元 是 同一 个 元 ， 而 过 唯一 .。 
证 明 设 e* 是 S 的 左 单位 元 ，e 是 S 的 右 单位 元 ， 显然 有 
ex 一 Eye- 一 6 。 | 

即 e* 一 6?， 故 S 的 左 、 右 单位 元 相 问 。 

其 次 ， 证 明 左 单位 元 只 是 一 个 ， 为 此 ， 设 e* 也 是 S 的 左 单位 元 ， 则 

6 和 86" 一 6 ee*=e"’, 

故 e"? 一 e2， 又 因 ev 一 2， 故 e" 一 ce*， 即 左 单位 元 存在 唯一 。 同 理 ， 右 单 
位 元 也 存在 唯一 U] 
【定理 }2. 2#FEPEES 有 单位 元 ， 则 它 是 唯一 的 。 
证 明 单位 元 既是 左 单位 元 又 是 右 单位 元 因而 是 唯一 的 。 即 若 单 位 元 存 
在 ， 必 唯一 。 O 
【定义 ]3. EAT AT 设 S 是 有 单位 元 e 的 半 群 。 若 o bE S 的 
两 个 元 ， 旦 ca"b=e 成 立 ， 则 称 a 是 b BJ, b 是 a 的 右 逆 元 ， 当 2 Fl 
时 是 a 的 左 逆 元 和 右 逆 元 时 ，b 叫做 a 的 六 元 ， 即 当 asb=b+sa=e ký, b m 
做 a 的 逆 元 。 
【定理 }3。 设 S$ 是 有 单位 元 e 的 半 群 ， 对 于 8 的 元 c 有 左 逆 元 b 存 在 ， 则 
仅 当 cic 时 asci 一 aocy 成 立 。 
证 明 在 aecl==aecs HWER b, 
得 b. (arci) =b. (a.c). 
或 (bea) °c1= (b-a) °c3, 
因 b'o=e, WX C1 三 Cz。 口 
【定理 ]4。 设 S 是 有 单位 元 e n YE a, cE $ 的 元 。 如 果 a BDE Eb 
存在 ， 则 满足 asx=c 的 解 存 在 而 且 纹 一 。 
证 明 在 aex=c 的 两 端 同时 左 乘 以 b， 
得 b°s(asx)=b->°c 
BE x=b:c, 
又 由 【定理 17， 车 有 asxi=asx,i, í o A t 
故 解 x=b+c 是 唯一 的 。 E! 
【定理 15. 设 S 是 有 单位 元 e 的 半 群 ， 当 S 的 元 a BEN G 
了 时， 这 样 的 左 、 右 逆 元 是 同一 个 而 且 是 唯一 的 。 
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证 明 itb, b’ 分 别 是 a BJ C NIfISMOUU, 

则 D 一 be 一 b (a.b?) =(b-a}-b’ =e+b” =b”, 

即 有 5b=5，b，b 是 a 的 六 元 ， 又 设 左 首 元 不 唯一 ， 且 bi，bz 同 是 a 
的 左 逆 元 ， 则 有 

i bi =b; e =b; e (a°b:) = (bi +a) *b;=e*b;=b;, 

即  bi=b,, KENE, NAE, ALEE, KALTE —, 
[R] WS 是 有 单位 元 的 半 群 ， 若 S 的 元 a 有 逆 元 ， 则 它 难 一 。 

=m H a ñ93yCIEJE AZE Easy, MALEH Anue 


(Zm). 若 a ATHE, HARKE, Wa w (a-1) GA 
在 且 为 a。 
、 证 明 ” 因 a™! 既是 左 逆 元 ， 又 是 右 逆 元 ， 故 

a lbam=adaq Ee, 
Hik, (al) 1=a, g 
【定理 ]7 设 a,b 是 半 群 5S 的 元 . 若 o-5b5-1 存 在 ， 则 ab 的 逆 元 也 存在 , 且 
有 (a*b)-!=b-!*a- 
证 明 (6b-i*a-!)*(a*b)=b-!e(a -oa) -b 

=b-!l°*eb=b-!'.b=e, 
(a+b)*(b-lsa-1l) =aes(bsb-l)sall=asesa-l=a*a"lt=e, 
故 (a:b)-1=b-l.a- 1, = 


2.2 群 

在 半 群 中 仅 假 设 了 运算 的 结合 律 对 其 所 有 的 元 皆 成 立 ， 而 未 涉及 单位 
元 和 逆 元 的 存在 性 。 芳 在 半 群 中 假定 单位 元 存在 ， 各 元 的 逆 元 也 存在 ， 那 
么 在 实数 中 进行 的 四 则 运算 或 许 也 能 污 利 进行 。 这 就 草 含 了 群 的 概念 ， 下 
面 ， 首 先 给 群 下 个 定义 。 
【定义 134， 人 群 ” 设 在 集合 G 中 定义 了 运算 o, FIRAR ER MERG 
关于 这 个 运算 成 群 。 

G) G 是 关于 这 个 运算 的 半 群 ， 

Gi) G 有 单位 元 ; 

(iii) 对 G 中 的 任意 元 a， 其 逆 元 也 在 G rh, 

因 半 群 的 单位 元 唯一 ， 故 G 的 单位 元 也 唯一 .把 它 记 为 e, 把 a 的 唯一 
HATA o-!. 若 在 半 群 中 ， 运 算 不 能 交换 ， 则 对 相应 的 群 而 言 ， 运 算 也 
不 能 交换 ,假若 在 群 中 运算 可 交换 , 则 得 如 下 定义 
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【定义 15， 可 换 群 ( 阿 贝尔 群 ) 对 于 群 G 中 的 任意 二 元 a,b, 当 asb=b+a 
成 立时 ，G 称 为 可 换 群 或 阿 贝尔 群 ， 
群 G@ 的 元 素 个 数 有 限时 ， 称 为 有 限 群 . 当 其 元 素 个 数 无 限时 ， 称 为 无 
限 属 ， 对 于 有 限 群 ， 把 群 中 元 案 的 个 数 嘎 做 该 群 的 阶 数 
群 的 运算 ， 一 般 都 采用 乘法 记号 表示 。 用 秽 法 记号 表示 的 群 叫 要 群 ， 
ARRP, EE a 的 逆 元 记 为 ac-1， 冯 时 用 1 表示 单位 元 .显然 ， 
(aiaz as) =ar! 
特别 地 ，ae RERA CI E SE N 
(a) =(a-1)",. 
这 有 时， 车 定义 at=1, a= la) la HERS), MUM m n 是 任意 整数 
时 ， 


-1 
` 


+ 
ga = ", 


(a")"=a"" 
成 立 . 若 ab=ba, MEK 
、 (ab)” -= a"b" 
成 立 。 
阿 贝 尔 群 中 运算 符号 用 加 号 “-F”, 元 a 和 元 b 运算 的 结果 表示 为 atb. 
当 使 用 "+ "号 时 ， 把 该 运算 形式 二 叫做 识 法 ， 把 运算 的 结果 叫做 和 ， 把 用 
“二 "号 表示 运算 的 ( 阿 贝 尔 ) 群 叫做 加 法 群 或 加 群 . 
在 加 群 中 ， 群 的 单位 元 叫 震 元 ， 用 0 表示 ， 这 里 的 0 是 由 ao 十 0 一 a 唯 
一 确定 的 元 ， 同 时 ，a 的 逆 元 ， 即 是 满足 a 十 a =0 的 元 a: 用 一 g 表示 ， 
a+(—a)=0, (—a)+a=0, 
把 a+( 一 b) 写 成 a 一 b, 岂 做 由 a 减 去 b 的 差 .a 一 b 是 x 二 b=a 的 解 .作为 道 
元 的 性 质 ， 以 下 各 式 成 立 ， 
—(—a)=a, —(a+b)=—a—b, —(a—b)=—a+b. 
在 乘 群 中 的 乘 宕 ca…a 表 作 a". 在 阿 贝 尔 群 中 ， 把 & 个 a £ %3E BBN 
得 的 和 a 十 a 十 … 十 a 表 作 na. 特别 地 ， 有 lasa 
义 因 一 (qi 二 as 十 … 十 qn) 二 (一 gi) 十 (一 gq2) 十 … 十 (一 x)， 故 有 
—(na)=n(—a)( HES). 
KRAE 0a=0,(—n)a=—(na), WA n 为 任意 整数 时 ,下 列 各 式 
成 立 ， 
mat+na= (m+n)a, 
m(na) = (mm), 
m(a--b)=ma-+mb. 


$ 2. 集合 与 运算 (899) 


下 面 列举 群 的 一 . 些 例 子 . 
例 1.Z，R 关于 加 法 成 群 ， 单 位 元 是 0， 元 a 的 道 元 是 一 a. 
例 2?。 二 维 向 量 空间 ， 关 于 向 量 的 加 法 成 群 ,单位 元 是 零 向 量 ， 向 量 a 的 遂 
元 是 问 量 一 a. 
例 3。 设 行列 式 值 为 1 的 所 有 二 阶 和 矩阵 的 集合 为 G， 则 G X: FESBEDBU3E 法 
成 群 。 
i e 0 O 


: a2 b; .A : — Pb F. =1. = 
A=(0 a). Blea) dem 12 
— {41 bi b; Š al G2 十 bl C2 a,b,+b,d, 
AB= C e a c aa +C: d, a: 
AB 的 行列 式 为 
| ADB] = (aia: 十 bic?) (cibs+ d,d;) ¿si (a,b;+b,d;) (c;a;+ dic;) 
=a,d,(a,d;—b;c;) —bic,(a;,d;—b;c;) 
=(aidi—b,ici) (asds—b2cs) =1. 
故 .4 有 也 是 G 的 元 ， 通 过 计算 易 证 ， 在 G 中 结合 律 是 成 立 的 
= 1 O Tü by u a Pd: s 
G 的 单位 元 为 矩阵 (8 o) a(g mtra a(t 0). Wa 
关于 乘法 成 群 
例 4， 设 G 为 1(x) = EEEE (ad 一 bcs0) 的 全 体 , 对 于 G 的 二 元 1(x), (x) 
定义 x) 和 g(x) 的 积 为 felx) 二 f(g(x))， 则 G 关于 此 运算 成 群 . 
4 . = lb b +b . 
ERB ¿G 中 -二 元 p) EEA, g(x) = (aidi—biciE0, i= 
1,2), i 


` 


(x) a x +b "FD 
ý —_ g(x)+b! _ |! SETA 
Ahi 
I C1 C2X 十 da 
(9102+ bics)x + obat bd 
{ciqs+czdi)x+cibs+ d,d; 
车 让 了 (x)，g(《x) 分 别 对 寂 于 例 3 中 的 和 矩阵 A B， 则 fg(x) 对 应 于 AB， 故 
运算 结合 律 显然 成 立 ， 这 时 ， 群 的 单位 元 为 
Le SP 
0.x 十 1 “7 
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对 于 元 人 3 容易 求 得 其 着 元 为 ， 故 G 关于 乘法 成 群 


例 5， 设 G 是 1 的 n 次 方 根 ， Ë 


Qa"=1, a, @, +, a (a= cos -到 二 isin 2 的 全 体 则 


G 关于 复数 乘法 构成 阶 数 为 nn 的 有 限 群 ， 单 位 元 是 1，a 的 Anka, 
例 6. 设 G 是 集合 四 ={1,2,3} 到 其 自身 的 映射 0 的 全 体 。 例 如 ， 若 0(1】 
=2, O(2)=1, ó(3)=3, W ò 可 表 成 下 形 ， 


1 2 3 
ə=( ) 
s s: 


易 知 G 由 如 下 6 个 映射 所 构成 ; 


1 2 3 , 1 2 3 pres 
oa 人 1 ) ə,=( ) Wt ) 


E S T s I 2 e a e S 
1 2 3 | í 2 3 1 2 3 
/ 
Ó ,= Ó == Oo |, = 
R ( 1 3 2 ) : ( 3 2 1 J ` o 1 3 1 
定义 90; 与 o;G, j=}, 2, PA AS , 6) 的 积 óG, j=1, 2 aiaa , 6) 为 先 
作 置 换 6i 再 作 置 换 Si 所 得 到 的 置换 。 例 如 ， | 
¿ 1 2 3 2 3 ` 
òd; = ði ”0340 一 =ò 
g ( 1 2 3 让 ( ， 1 3: 2 ) ý 
于 是 ， 可 以 证 明 G 关于 以 上 运算 成 群 。 


证 oi=( | iz APO a A š: 站 5 h h. a) 


pass (cjzx)o(m)=o(o (o (m))). 
(cici)oi(m)=o(oiocií(m))=o,(oc (c (m))), 
(m=1 ,2,3). 
因此 ， 结 合 律 成 立 ，G 的 六 个 元 素 中 ， 两 两 相 乘 的 积 ， 可 列表 如 下 、 由 表 
看 出 ， G 的 单位 元 为 gu au O> Oz Oy Gs ce 的 首 元 分 别 为 Gp O2 Gs, 
ouw gas at， 故 G 关 于 上 面 定 义 的 乘法 运算 成 群 ( 它 叫 做 置换 群 ) 


Š 2, 集合 与 运算 (901) 


FEl | | | Í 
| Oi | O2 | O3 Gi 05 | Oe 
[二 
I | 


一 一 一 一 一- p—— a 


Og os | o | os os o| o 


例 7、 若 两 个 整数 a,b 的 差 a-b EREE 32 nana, MU cb 叫做 模 m 
. 同 余 ， 记 为 


ab( modn), 
这 时 ， 下 列 等 价 关 系 成 也 ， 
a=za(modn), 
车 a 三 b(modn)， 则 pen 
A a=b, b=oco(modn), ssc( modn). 


Re We dep 记 为 C(a)， ah no A 
=C(b) 成 立 .事实 上 ,车 xECCa), 则 -* 二 ”一 -一 2 +e 为 整数 ， 故 
x€ C(b), RÈ, 由 >Ec(b) 易 得 >Ec(c)， 因此 ， Aaaa coa 
(a), PRVI C(a)=C(b). 

反之 ， 若 C(a)=C(b)， 则 因 aE (a), 得 oEC(b) 故 -2 一 > — 为 整数 ， 妈 
a 尘 b( modn). 

若 a 亲 bl(modn)， 则 Cl(a) 太 CC(b)， 且 CCa) 介 C6)==$ 成 立 , 因 为 ,若是 
C(a)f1C(b)=e g, 则 存在 公共 元 c, c 是 与 ab 都 同 余 的 , 从 而 4 与 b 也 同 
余 ， 因 此 C(a)=C(b)， 这 与 假设 相 了 矛盾 ， 

对 于 任意 的 整数 a 和 正 整 数 n， 总 有 整数 a, r 满足 等 式 

a=ng +r, 0<r<n. 
故 有 a 诗 rY(modn) 有 上 且 aE€C(7), 对 于 ?=0,1,2,…,hn 一 1， 可 得 jn 个 两 两 不 
. 含 公 共 元 的 集合 C(0)，C(1)，C(2)，…,C(n 一 1). 因 此 , 全 体 整 数 可 分 为 
多 个 类 C(0),C(1)，…，C(n 一 1). 凡 属 同 一 类 的 数 都 同 余 , 属 不 同类 的 数 
都 不 同 余 ， 我 们 把 这 样 的 类 CC7) 叫 做 模 n 的 同 余 类 。 
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比如 , W n=2 时 ， 有 两 个 同 余 类 CC0)， ca), UREM, 它 把 所 有 整 
数 分 成 了 奇数 类 和 偶数 类 . 3 n= 3 时， 有 C(0),C(1), C(2), 二 是 全 体 整 
数 被 分 成 了 {3m}。{3m 十 1}》，{3m 十 2} 二 类 ， 整 数 的 同 余 问 K, PAAR 
用 到 的 . 

对 于 整数 的 问 余 ， 如 下 关系 成 立 . 

# aga", b= o 则 a+b=a +b (modn). 

若 a 宇 a’, bE (modn), N) abŒa b (modn). 

因 Ik, 4# Cla) =Cla), C(b)=C(b7”), 则 CCla+b)=C(a’ +b”), 

(ab) =C(a° 5 ) ,如果 在 同 余 类 中 ， 加 法 和 乘法 按 如 下 方式 定义 ， 
C(a)+C(b)=C(a-+b), C(a)C(b)=C(ab), 

则 同 余 类 的 全 体 关 于 上 述 加 法 构成 可 换 群 ， 它 显然 满足 结合 律 ， 
C(a)+(C(b)+C(c))=C(a)+C(b+c)=C(a+b++), 
(C(a)+C(b))+C(c)=C(a+b)+C(c)=C(a+b+ce), 

单位 元 是 C(0), C(a)W0iXJuE: —C(a)=C(—a). 

又 同 余 类 的 全 体 ， 关 于 乘法 构成 可 换 半 群 , 该 半 群 的 单位 元 是 cü). 

下 面 我 们 对 子 群 作 一 简要 介绍 
【定义 ]6. FE ” 若 群 G 0 TE H 对 于 群 G 的 运算 也 成 群 , 则 称 H 为 @ 的 
子 群 ， 也 就 是 说 ， 群 G 的 子 集 瑟 满足 如 下 条 件 时 ， 构 成 子 群 ， 

(i) #a,bCH, WJ cbER; 

(ii) #aCH, Ma lC H, 

例 1 MEZ 是 加 群 R 的 子 群 . 

例 2 6 个 分 式 线性 变换 


fo(x)=x, fi(x)= 


— 


1 
EEE J (x)=- P 


f(x)=—x+1, f(x)=— f(x)= 一 二 


是 分 式 线性 变换 群 [ 2 十” ] (oa 一 bcse0) 的 子 群 


2.3 半 群 的 同 访 ， 群 的 同 态 


LEXI. ABR x YENA EMNER, 0, f E X Zl YJ Bi 
射 .如 果 对 于 XX 的 任意 二 元 xi x 有 
f(x1°xs)=If(x1)°* f( x+) 
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OC 


g. Y 


成 也 ， NE Hig g J X #| Y U|] SB 91. 

W1. XCR 为 加 法 半 群 ，YCR 为 溢 法 半 群 ., 若 fx)=e<s， 则 
f(x tx) =e =C) Cx), 

故 它 是 加 法 半 群 入 到 乘法 半 群 了 的 问 态 映射 . 

例 2. 设 X=C[0, 1], Y=R, EX X 到 Y 的 映射 F 为 


F((x)= | ox GECE) 


Mj F 是 由 加 法 半 群 C[0, 1] 到 加 法 六 群 R 的 同 态 映射 
例 3， 设 X 是 可 微 函数 的 全 体 .Y 是 单位 函数 全 体 的 集合 , 定义 六 到 了 的 映 
HDH.: X XARA), H 


DJ(x)= 4—I(a), 


则 D 是 由 加 法 半 群 X 到 加 法 半 群 了 的 同 态 映射 

下 面谈 谈 同 构 映 射 ， 
{定义 J)8， 单 一 同 态 映 射 、 同 构 映 射 ” 劳 由 半 群 X 到 半 群 了 的 网 态 映射 是 
一 对 一 的 ， 则 此 映射 叫做 单一 同 态 映 射 ， 如 果 X 到 Y 的 单一 同 态 映射 是 X 
到 Y 上 的 满 映射 , 则 叫做 同 构 上 映射， 
M f(x)=e* 是 由 加 法 半 群 R 到 乘法 半 群 R+= {x | x>0 的 实 数 ;y 上 的 同 
构 映 射 . 

关于 半 群 的 同 态 及 同 构 的 概念 对 群 也 完全 适用， 

要 对 群 进行 深入 地 了 解 ，i ESZEBE, TERMAR RA 
介绍 . 


24 环 i 
至 此 ， 我 们 在 一 个 集合 上 只 定义 了 一 种 运算 ， 但 是 ， 正 如 在 作 数 的 计 
算 时 ， 使 用 加 法 和 乘法 一 样 ， 在 很 多 情形 ， 对 于 一 个 集合 需要 同时 定义 它 
的 元 素 间 的 两 种 运算 ， 这 样 ， 环 的 概念 就 产生 了 ， 
【定义 ]9， 环 ,可 换 环 ”假设 在 集合 S 中 定义 了 两 种 运算 , 一 种 叫做 加 法 , 另 
一 种 叫做 乘法 ， 把 S$ 的 元 a,b 的 加 法 运算 写成 a +b, RREA 写 Rab. 
当 S$ 关于 加 法 和 乘法 满足 下 列 条 件 对 ， 就 叫做 环 ， 
(i) S 关 于 加 法 是 可 换 群 ， 该 加 法 群 的 单位 元 叫做 零 元 ， 记 为 0. 
Gi) s 关 于 乘法 是 半 群 
(iii) 设 a,b,c 是 5 的 任意 三 个 元 素 , 则 乘法 对 于 加 法 的 分 配 律 成 立 ， 
(a+b):c=a:c:tb:c, c(a-+b)=c'a-Fc:b, 
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若 环 S 关 于 乘法 可 换 ， 则 则 称 $ ; HERIR, 
@ 1。Z 关 于 通常 意义 下 的 加 法 和 池 法 成 环 ,这 | 时 ，Z 时 做 有 理 整 数 环 . 
Z 是 可 换 环 , 
例 “2. 在 c[o, 1] 中 定义 黄 个 元 索 x)，g(x) 的 和 为 (f+g)(x)=f(x) 士 
g(x)， 积 为 了 g(x) 二 f(g《x))， 则 按 上 述 定 义 CL0, 1] 成 环 ， 
下 面倒 述 环 的 性 质 . 
【定理 ]8。 设 S 是 环 ， 其 关于 加 法 的 单位 元 ( 零 元 ) 是 0. 则 对 于 5 的 任意 
Ta, XL. 
a-6-0=0-a=0 
证 明 ac:0=a'(0 十 0)=a:0 十 a.0， 
在 其 两 端 加 上 c :0 关于 加 法 的 逆 元 一 (a*0)， 得 
0=a:0, 
又 在  O0O:a=(0+0):a=0:a+O0:a 
两 端 加 上 一 (0.a)， 得 
0=0:a, 
.. a:0=0:a=0, E 
【定理 9. 设 S EI, ab 是 S 的 元 ， 则 下 式 成 立 ， 
(—a):b=a:(—b)= —(a:b). 


一 JU .— —-. — G 


证 明 (—a)+a=0, 
0=0:b=((—a)+a)-b=(—a) b+a'b, 
(—a)-b=-—(a-b), 
0=a:0=a:(b+(—b))=a'b+a:(—b). 
a(—b)=— (a'b), 


. (—a):b=a:(—b)=—(a:b). 
【定理 ]10， 设 SÆR, ab 是 SHT, N% m n 是 任意 整数 时 ， 有 
(1) ma+na=(m+n)a; 
(2) ma+mb=m(a-+b); 
(3) a”'a"=a"*",; 
(4) (ma):(nb)=(mn)(a:b) 
成 立 。 
证 明 〈1)，(2)，(3) 显 然 成 立 ， 至 于 (4)， 使 用 分 配 律 即 可 得 证 . 口 
现在 给 出 子 环 的 定义 ， 我 们 象 在 群 的 情况 一 人 样 ， 自 然 地 引入 。 
【定义 】〗10， 子 环 设 S 是 环 且 4 是 $ 的 非 空子 集合 ， 当 4 满足 如 下 条 件 
了 时， 叫做 8 的 子 环 ， 


8 2. 集合 与 运算 (905) 

(i) S 作 为 加 群 时 ，A 是 SiTi. 

Cii) 8S 作 为 乘法 半 群 时 ，4 ES OTAR. 
例 1. & 5 是 环 时 ， 则 {0} 是 5 TH. 证 明 从 略 。 
例 2.. 设 n 是 2Q 的 任意 元 ， 则 Z-n 是 环 2 的 子 环 。 
证 明 Hitan, bn 为 Zn 的 任意 二 元 ， 则 

an+bn=(a+b)nC Z:n, 

2 如 的 单位 元 万 0 一 0， 

an 的 逆 元 取 作 (一 a)n， 

又 由 于  (an)(bn)=(abn) n€ :Zn, 

AZn 是 2Z 的 子 环 . 

94. de KTEREM, RERA X 
时 工 关于 乘法 的 单位 元 是 ( 0 


若 取 工 的 子 集 台 4 为 


4=- 长 3。 0 站 e 寺 


NA ÈLA F S£, 这 时 4 的 单位 元 为 (0 0 小 它 5L 的 单位 元 不 同 , 但 


是 关于 加 法 的 堆 元 都 是 ( 0， ). 
例 4， 定 义 在 [0, 1] 上 的 多 项 式 的 全 体 P[o, 1]， 其 加 法 ， 乘 法 按 C[0,1] 的 
ME, REZ 


(#+g)Xx)=](x)+8(x), (f'g)Xx)=]|(x):'8g( x), 
则 PLO, 1J 构 成 CL0, 1] 的 可 换 子 环 ， 


— —— ——— O O  -  . — 


0 1 


2-5 域 

在 环 的 定义 中 ， 关 于 商 法 是 可 换 群 ， 关 于 乘法 是 半 群 ， 而 在 本 节 我 们 
节 望 关于 乘法 也 成 群 ， 在 这 种 情形 下 ， 当 考虑 乘法 的 逆 元 时 ， 就 在 商法 的 
单位 元 ， 即 等 元 的 逆 元 的 存在 问题 上 产生 了 困难 ， 为 此 ， 我 们 假定 去 掉 零 
元 也 就 关于 乘法 成 群 了 .这 就 导致 了 所 谓 域 的 概念 。 
《定义 111。 域 ” 若 在 非 空 集合 F 中 定义 了 两 种 运算 ， 加 法 和 乘法 ， 且 满足 
如 下 的 条 件 ， 则 称 F 为 域 . 

(i) F RFI, RERA. 

(ii) 设 0 ÆHF HEL, S R-{0)=F*, N F* 关 于 乘法 成 群 ( 令 Fs 
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的 单位 元 为 了 则 它 也 是 FF 的 单位 元 )， 

【定义 }12。 可 换 域 ” 非 可 换 域 ER F 作为 环 是 可 换 的 (也 就 是 F* 是 可 

换 群 )， 则 F 叫做 可 换 域 ;F 作为 环 趟 可 换 时 ， 叫 做 不 可 换 域 。 

例 1。Q( 有 理 数 的 全 体 )，R，C( 复 数 的 全 体 )， 分 别 是 可 换 域 。 

例 2. 把 {x 十 ?w 2| x, iyEQ) ROHOV 2。 这 时 Q+Q@ V2 对 于 通 

常 的 加 法 和 和 导 法 构成 可 换 域 ， 

证 明 kety 2，%; 十 ya V2 是 0 十 QV 2 的 任意 二 元 . 

ll] (>x: 十 jw : 2 ) 十 (xs 十 yzwW 2 ) 一 (xi 十 xz:) 十 (yi 十 ?2) V 2 C€ Q+Q2 
(xi 十 yiW 2 )(x2 +y: V2 )=-(xix;+ 2y1y2) + (xy + xy) 2 
€ +Q0/ 2. 

关于 加 法 和 乘法 的 单位 元 分 别 是 0+0V 2 和 1--0V 2， 

关于 加 法 ，x 十 yw 2 的 道 元 是 —x+(-y) 2. 

关于 乘法 x 十 ?w 2 (%0) 的 逆 元 是 


O uea — 
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.。 Q+Q. 2 是 可 换 域 
【定理 ]11， 设 了 是 域 ，a，b 是 了 的 元 素 NRZ, bš3e0 ME ab 
%0, 
证 明 ” 据 域 的 定义 ，F*=F 一 {0} 关 于 乘法 成 群 ， 故 a.b 夺 0， 
【定义 }15， 子 域 扩张 域 设 k 是 域 ，k 是 的 子 集 合 ， 若 满足 下 列 
条 件 ， 则 称 为 的 子 域 ， 同时 称 & 为 & 的 扩张 域 

(i) 把 作为 环 来 考虑 时 ，& JE h 的 子 环 。 

Ci) kt=k-— {0È kh* 二 kh 一 40) 的 子 群 。 
例 Q 是 R 的 子 域 ,，R 是 C 的 于 域 , 

2.6 有 序 域 

我 们 先 讲 有 序 集合 。 若 在 集合 M 的 元 素 闻 确 定 了 一 个 关系 委 ， 且 当 
下 列 三 个 条 件 

(1) x<<x  《〔 自 反 性 ) 

(2) x<y, y<x, M| x=y 《对 称 性 ) 

(3) x=<y, yz WJ xz (传递 性 ) 
AMER, JESUM YI) BRR3EB8, WE M 岂 做 关 二 这 个 序 的 (于 ) 
序 集 ， 又 把 同时 满足 xy A y ER, Wy. BE xy xy 
也 可 以 分 别 写成 y 宇 x，y>x。 i 


$2. 集合 : 与 运算 (907) 


-一 一 -~ = 一 -一 一 


对 于 六 序 集 的 任 二 元 ，: YK ra zat *<y 和 ?<x 中 于 少 有 一 一 个 成 立 
时 ， 称 委 为 全 序 ， 称 M 3 YUF < E 8 6 

若 把 半 序 集 M WPR i 4 的 元 素 回 的 半 序 用 M 上 P 来 定义 ， 
如 AREFE, AUKT) FE, 
例 1，Z，Q，R 对 于 大 小 关系 和 分 别 构成 全 序 集 。 
例 2， 设 非 空 集 M 的 全 体 子 集合 组 成 的 集合 为 BF， 对 于 了 的 两 元 Á, B, 
车 4CB， 则 定义 为 4 和 有 8， 那 末 F 关于 该 序 构 成 半 序 集 。 

34 a fia pk K RAFE, IMER ETTR, Hitam 

22 x>y, z2>0 H xz>yz 
Bf, K 叫做 有 序 域 
[定理 J12. 有 序 城 色 为 全 订 案 疝 充 分 必 妥 条 件 是 ， 当 天 的 一 切 正 元 的 集 
€ PW, # K= PU UCP). 
证 明 设 K 是 全 序 集 ， 疏 村 于 K 中 的 任意 二 元 x，y， 必 然 以 下 关系 之 一 
成 立 ， 


一 二 一 一 一 -一 一 一 一 一 一 一 一 一 -一 —- - 


x2>y, x=y, x<y. 
当 x>y 时 ， 有 x 一 y>0， 从 而 x 一 yEp; 34 x=yWF, # x—y=0; 3 
x<y 时 ， 则 x 一 yE-p。 故 必 有 有 K=pU {0} UC-p). 

RZ, 设 太 ==pU {0} UU(-p)， 则 对 于 KK 的 任意 二 元 x,y， 由 于 x 一 y€ 

K， 必 有 x—yCp, x—y=0, x—y&-p, ZZR, W 

x2>y, x=y, x<y 
中 也 必 有 一 个 成 立 ， 即 K 是 全 FR - = 
o [8638113. RAF KELER, N K 含有 和 Q 同 构 的 有 序 域 。 
证 明 据 【[ 定 理 112， k= PU {0} UCP), 设 1€- P 则 -1€ P, Al-t- 
=1C P, JA, 故 1EP。 由 于 对 于 PEN, nI=I+I-+:--+IECP, 
(n )Gm I) 1=1, ##G 1) 1€C P, iZ Q ZJ K 的 同 构 映 射 为 p; p 


(=)= mez, nEN). 于 是 ,党 xEQ@, 则 有 g(x)>0。 反 之， 


也 成 立 ， 因 此 p 是 把 8 决 入 KK 的 有 语 同 构 映 射 。 

PERI. ZATA K 是 全 序 的 ， 且 天 二 0 二 Z， 若 对 任意 的 xC K, 存在 

n Ë x<n, WP K 为 阿 基 米 德 有 序 域 。 对 于 阿 基 米 德 有 序 域 K 总 有 关 Z. 

A QCKCR RZ. CI 

证 明 SEH: HEX a, bEK, Z;¿a<b, MATEO a<r<b, EE 

w, Am, nCZi m<a<b<n, W—  ICN #E(b—a) 1<I, Xit, 记 
#(m+khI Uhk=0,1,.. (n-m) mtk 1<byrhik KG m+ I", 
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A m+ R ` 'Co, 4 a[lm+k I t<, FÉ somt kd F 这 就 是 所 要 求 的 
7。 — W7, SEQ 使 Wi Fis s Y. Sis 
S, MeH, BR no sa C QE max Cyn x+ 


t hogi Sual v, xz 十 -1 ) 成 立 , 显 见 ,数列 仔 ,} 是 单调 增 


加 有 上 界 的 ,fs,) 是 单调 减少 下 有 界 的 , Pi 一 元 < 三 ,天 m R= Him 


n— oc 
SGR 存 在 ， 设 这 个 极限 值 为 y 它 与 有 理 数 列 的 选取 方式 无 关 ， 只 随 x 而 
E, W K Dx<——>yC R ZE: K š] R 中 的 保 序 的 同 构 映 射 FE KCR. 
由 于 QCK 是 已 知 条 件 ，.. 定理 完全 得 证 。 = 


2.7 格 

对 于 集合 M 的 两 个 子 集合 4，B， 和 集 记 为 AUB, 交集 记 为 ANB, 
M 的 子 集 全 体 就 包含 关系 刁 构 成 有 序 集 ， 丰 这样 的 序 的 意义 下 AVB 为 
{A,B} 的 上 限 , 4NnB 为 {A4,B} 之 下 限 .将 此 概念 推广 , 即 可 得 格 的 定义 
【定义 ]14. # ” 设 工 为 有 序 集 ， 对 于 工 的 任意 二 元 a, b, Æ (a, b+ 的 上 
下 限 存 在 ， 且 属于 了 ， 则 称 工 为 格 

W L KF, HHF a, bEL, (a, bH ER Supla, b) FR infla, 
bA ENGA aUb 和 anb, WUJ4Q K09 (1) ~ CARS 

(1) Pa aUa=a, afla=a: 

(2) 结合 律 《aUb) Uc=al Uc), 

(ab) Nc=afl Nc): 

(3) ZR aUb=ba, cNb=bNa; 

(4) WK (aUb)fla=a, CAD Ua=a. 

0, N 作为 工 上 的 运算 时 ， 随 便 对 哪 一 种 运算 ， 结 合 律 ， 交 换 律 
都 成 立 ; 故 工 关于 这 些 运算 构成 可 换 半 和 群 ; 而 且 关 于 此 二 运算 的 两 个 吸收 律 
此 成 立 。 能 不 能 把 格 认为 是 满足 上 述 (1)、(2), (3), (4) 等 运算 的 有 序 集 
合 呢 ?对 此 ， 有 下 面 的 定理 
【定理 1]15。 设 在 集合 工 上， 定义 了 丙种 运算 U, 有 , 且 工 关于 每 一 种 运算 构 
成 可 换 半 群 ,两 个 算法 润 的 宪 等 律 (t) 和 了 吸收 律 (4) 也 成 立 。 则 当 2 L E E 
义 了 顺序 关系 和 时 ，( 工 ， 委 ) 成 为 格 ， 且 aUb, anb 分 别 与 (L, <) 上 
a， 的 上 、 下 限 一 致 ， 

MEB 设 对 工 的 任意 两 个 变 元 a,b， 定 义 序 的 关系 为 a 志 b cUb=b， 
afüb=a, FÆ, 可 以 证 明 工 关于 这 个 顺序 满足 如 下 序 公 理 (1), (2) , Ge), 


8 2. Jari jis ph (909) 


—  _ w—5<sQa5x 


(1) ac, 
(2) a&b, be aoe, 
(3) a<b, ba, H a=b, 
HKE, METIE, (1)392RpR SZ, MUFERORAZ. 
6 委 b，b< 委 c， 改 写 出 来 便 是 acUb=b，bUc=c， 利 用 结合 律 有 
aUc=aU(bUc)=(aUb)Uc=bUc=c, 故 aUc=c。 
XF, aNb=a, bNc=b 有 
aNc=(a Nb) Nc=aN bN) =aNb=a, wac =a, 
所 以 as<c 成 立 
至 于 (3)， 由 aUb=b,，bUa=a， 及 aUb=bUa， 即 得 a=b。 
剩 下 要 证 明 ， 在 此 顺序 下 ，{a，zb} 的 上 ， 下 限 分 别 与 coUb 和 ofb 一 


致 。 
由 吸收 律 ， 交 换 律 有 
f afl(aUb)=a, bY (a Üb)=b. 
a<aUb, b<aUb, R! sup{a，b} SaUb, X, 据 结合 律 oUc= 
c, bUc=c, Hla Ub) Uc=c. Kit, H asc, b <c abc, BMaUb5 
ta，b} 的 上 限 一 致 。 a 
通过 交换 U， 有 的 位 置 同 理 可 订 ，{ae，z)》 的 下 限 与 af 人 b 一 致 。 = 
REDER, STP X JW r rE, LRE, W WJ T 
运算 U, ( 所 确定 的 集合 ， 这 三 个 定律 也 叫做 格 的 公理 。 运 算 Ü. NA 
别 叫 做 并 运算 和 交 运 算 。 
A ZR 上， 对 于 两 个 实数 a,，b， 定 义 aUJb=max (a, b), aflb=min 
(a, b), M 
关于 这 个 运算 ，R 成 格 。 
证 明 ac=c 这 一 条 ， 由 Max(a, a)=a 而 得 证 。afhc=a 这 一 条 ， 由 
Min(c，ac)=a 得 证 ， 所 以 戎 等 律 成 立 。 又 对 三 个 数 G，b，c 有 
max(a, max(b, c))=max(a, b, c), 
max(max(a, b), c)=max(a, b,c), 
故 结合 律 成 立 。 
因为 可 用 min 来 代替 max, W 
af (fe) = (a b) Ac. 
也 成 立 。 
METRAR. MEAN azb 吸收 律 也 成 立 ， 此 即 
Cao) Na=min{maxla, b), a) =min(a, a)=a, 
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(aflb)Ua=max{min(a, b), Stara sU aS =a, 
故 R 成 格 
下 面 就 布尔 代数 作 一 简要 的 介绍 ， 洲 某 集 合 M 的 全 体 子 集合 L， 关 
于 包含 关系 成 格 、 则 这 个 格 满足 如 下 三 个 条 件 : 
(1) 对 于 工 的 任意 元 x，y，z， 分 配 律 
xN GUz)= (xf1ly) U (x (12), 
xU(yñflz2)=(xf1y)UGx Uz). 


成 立 。 
(2) 对 工 的 任意 元 x， 有 工 的 元 II 和 "0 存在， 使 
I Z>=x>0 
成 立 ， 即 是 说 1, 0 分 别 是 工 的 琉 大 元 和 最 小 元 。 
(3) 对 工 的 任意 元 x， 有 工 的 元 x° 存在 ， 满 足 
xUx°= I, xf1x =o, 
事实 上 ， 由 集合 的 运算 ，(1) PARZ, F2), RAR I =M, 
0= 即 可 ， 对 于 (3)， 只 要 取 x 的 补 集合 为 x° 即 可 ， 一 般 地 有 : 
LEXIS 布尔 代数 : 布尔 格 : 相 补 格 : 补 元 ” 当 一 个 非 空格 满足 上 述 三 
个 条 件 时 ， 我 们 把 它 叫 做 布尔 代数 或 布尔 格 ， 把 〈2)，(3) 一 起 叫做 相 补 
律 ， 把 x“ 叫做 x 的 补 元 。 
若 不 考 虚 相 补 律 ， 则 把 只 满足 分 配 律 的 格 叫 做 分 配 烙 。 若 不 考虑 分 配 
律 ， 则 把 只 满足 相 补 律 的 格 叫做 相 补 格 ， 
在 条 件 (3) 中 只 说 及 补 元 的 存 革 ， 而 实际 上 在 布尔 代数 中 ， 补 元 还 是 唯 
一 的 ， 若 不 是 这 样 ， 假 们 相应 x 有 天 个 补 元 x° , x", WHF 
xUx =xUx" =I, xx =0, xflx"=o, 
有 x =x NI=x’ NCU Sl NUC fx’)=0U(x’ NN x’) 
二 x Nx", AMER x" =x" 站 I=x’ 人 (xUx’)=(x’ NAUC fx’) =oU 
C(x" Nx =x Ux. 
根据 x Nx =N, 
则 得 x =x", 
EHR, EARR, EAMA, yE. RREN, 
(xUy)’=x’ Ny’, (xNy)’ = Uy. 
事实 上 办 (xUy)U(x’ Ny’)=((xUy)Ux’ ACCU 
=((xUx')Uy) (a U(yUy)) 
s =N=, 
KUVAN Ny D= N NAUC ny my) 


8$ 2. 集合 与 运算 (911) 
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人 
所 以 (xUy)’ =x Ny. 
又 因 G Uy )U(xfly)>*( Uy ULNC Uy’ Uy) 
I [I=1, 


Cx Uy nxny)=(xnxny)U (x y)=SUo=o, 
所 以 (Nyy =x Uy., 


2°8 数 
数 是 数学 中 最 基本 的 概念 之 一 ， 在 各 种 数 当 中 最 基本 的 又 是 自然 数 ， 
我 们 所 关心 的 不 是 个 别 数 的 问题 ， 而 是 数 的 集合 ， 数 的 集合 ， 也 不 仅仅 是 
个 单纯 的 集合 ， 而 是 在 其 中 定义 了 一 些 运算 和 关系 以 及 有 关 的 数学 结构 的 
集合 ， 象 这 样 的 数 集 ， 亲 做 数 系 。 型 在 从 自然 数 讨论 起 ， 
所 谓 自 然 数 系 N 是 由 无 定义 谓词 1， 后 继 元 以 及 下 述 的 五 条 公理 ( 称 
之 为 皮 亚 诺 公 理 ) 所 构成 ， 
AW]. CN 
2， 对 于 N 的 任意 元 素 x， 叫 做 x 的 后 继 元 的 自然 数 x* 是 唯一 
的 . | 
3, 在 N 中 不 存在 以 1 为 后 继 元 的 元 素 . 
4、 若 x 二 y*”， 则 x=y. 
5, 设 M 是 N 中 具有 如 下 两 个 性 质 的 子 集 ， 
(i) 16 M, 
(ii) #xC€ M, W)x*C M. 
那么 M=N， 
在 自然 数 系 N H, ai 做 加 法 的 运算 按 如 下 方式 来 定义 ， 
(i) 对 于 xEN， 有 x 十 1 一 x”. | 
Gi) 对 于 x,yEN， 有 x 十 y =(x+y). 
这 时 N 关于 省 法 构成 半 群 ， 实 际 上 上， 可 以 证 明 对 于 任 意 x,y, (EN), 
合 律 
xt(ytz)=(xty)+z 
RY. 
证 明 对 z 使 用 归纳 法 
z=1 有 时 ， 左 边 二 x 十 (7 十 1)= 二 x 十 y “二 (x 十 y)” =(x+y)+1=4⁄, 
设 z 二 hh 时 结合 律 成 六 ,x 十 (y 十 kh) 二 (x 十 y) +k. 
M]233z=R* BF, EH =x ly tk) =x Hk) 
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=(x+(y+h))° =((x+y)+k)“ 

=(x+y)+R”°, 
这 就 证 明了 ， 对 所 有 自然 数 ， 结 合 律 均 成 立 . 由 此 ，N 关于 加 法 构成 烤 
H. 

TH, EN 中 按 如 下 方式 来 定义 乘法 运算 。 

(i) 对 于 xEGEN， 则 x'1 一 x. 

Cii) 对 x,yEN, 则 x'y 一 xy 十 x 

在 N 中 ， 加 法 和 乘法 这 画 个 运算 法 则 被 定义 后 ， 有 次 之 定律 成 立 

(1) x+y=y+x, xy=yx. (ZARR) | 

(2) x+(y+z)=(x+y)+y, x-(y:z)=(x'y)'z, 《结合 律 》 
(3) x:'(y+z)=x-y+x-z, (ORR) 
证 明 ERER) ARAA z iiH, 
z=1 了 时 x (y+1)=x yt 一 X y =y tx, 
故 (3) 式 为 真 。 
设 z 一 za 时 (3) 式 正确 ， 即 x-(y+z )=x'y+x'z, 
则 在 z=z/ 时 ， 有 
x'(y+z)=x(y+z)*=x:'(y+z/ )+x 
=( x yx zo) +x=x: y +(x z Tx) 
=x`y+<x-z . 
故 对 于 所 有 的 自然 数 , 《3) 式 成 立 ， 

下 面 来 定义 顺序 关系 .对 于 两 个 自然 数 oy, FARR AuR 在 ,使 
x=y+u 成 立 ， 则 称 x 比 ? 大 ， 记 为 x>?. 同 样 的 ， 若 有 自然 数 v 存 在 ， 
使 得 ?一 X 十 y 成 立 ， 则 称 x 比 ? 小 ， 记 为 x<y, 由 这 个 定义 知道 ，x>y 和 
y<x 是 等 价 的 ， 

对 于 两 个 自然 数 x y, 下 面 三 个 关系 

x2>y, X=Y, x<y 
中 ， 必 有 一 个 且 只 有 一 个 成 立 . 这 个 顺序 是 满足 顺序 公理 的 ， 所 以 N 是 全 
FR. | 

N 关于 加 法 成 半 群 . 故 可 引入 一 个 新 数 0， 使 得 对 所 有 xEN， 等 式 

x+0=0-+x=x 

成 立 。 这 个 0 为 半 群 N 中 加 法 运算 的 单位 元 。 由 于 0 的 引入 ， 就 有 
条 件 考 虑 N 的 元 x 关于 加 法 的 遂 元 了 ,也 就 是 说 , 可 以 引入 负 整 数 的 概念 . 
我 们 把 包含 自然 数 、 堆 和 负 整 数 的 全 体 叫 做 整数 系 ， 用 工 来 表示 。 这 时 自 
Ra N 叫做 正 整数 ， 用 三 来 表示 , 负 整 数 的 全 体 表 成 二 ,于 是 有 


S 2?. 集 合 与 运算 (913) 
_ I= Urii. 
下 面 为 了 定义 顺序 关系 , 先 定义 绝对 值 , 设 a 是 正 整 数 ,a 是 整 数 ， 则 


有 
a 三 a 时 la | =a, 
Qa 二 0 时 la| =0, 
一 一 0 时 [aj =a, 


象 这 样 定义 的 数 |cj|， 叫 做 整数 a 的 绝对 值 . 
对 于 两 个 整数 a, po 若 
a: 8 KER, E laj>l2l; 
a 为 负 时 ， 有 | a| 之) el; 
a=0 时 ， 有 为 负 ; 
a HER, 8 为 负 ; 
a KEW, 8=0; 
对 其 中 每 一 种 情况 ， 都 说 a 比 6 大 , 表 成 gc>B。 同 理 可 定义 gc 比 6 小， 
亦 即 可 以 定义 c<p8，c>8 和 HK<ca 是 等 价 的 。 
由 这 个 定义 ， 对 于 两 个 整数 a，B。 下 述 三 个 关系 式 ， 
| a> B, a= g, a<), 
中 有 一 个 且 仅 有 一 个 成 立 . 
据 定 义 ， 正 整数 c 大 于 0， 负 整数 小 于 0 ， 这 个 大 小 关系 满足 顺序 公 
理 ， 所 以 I 构成 全 序 集合 。 下 面 对 整 数 系 ， 给 出 加 法 和 乘法 的 定义 。 
加 法 | 
对 于 两 个 整数 a，B， 定 义 它们 的 和 a 十 8 如 下 ， 
a<0, B<0 时 , at+B=-(lal+|Al); 
a>0, P<0 时 ， 若 lal=1Bl， 则 a 二 B=lal 一 |Bl; 
a>0。pB<0 时 ， 若 lal= 8, N) a+8=0; 
a>0,，pB<0 时 ， 若 la|l<16， 则 a+p=-(Ip8l 一 lal); 
a<0, B>0 时 , a+ B=p+a; 
a=0 时 ， a+B=p; 
B=0 时 ， C 十 有 一 C; 
象 这 样 定 义 的 加 法 ， 交 换 律 、 结 合 律 显然 成 立 。 
RÈ 
对 两 个 整数 a, p, ENCIM a. 8 如 下 
a>0,， p>0 或 a<0, p>0 时 a: B=lal :|Al; 
a>0, 0<0 sk a<0, p>0 时 a :p=-a) .1pl; 


$ 
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这 样 定义 的 乘法 ， 交 换 律 、 结 合 律 及 分 配 律 都 成 立 。 所 以 ， 对 于 这 样 定义 
芍 两 个 运算 (加 ， 乘 )， 整 数 系 构成 可 换 环 。 
整数 系 工 关于 加 法 尸 群 ， 关 于 乘法 构成 可 换 半 群 。 如 果 要 使 得 对 于 乘 
法 也 成 群 ， 就 得 将 整 妆 系 加 以 扩张 。 
Xa, b 是 整数 时 ， 引 入 满足 
x ` a=b, c>e0 


Ex, Ende, TI., WFDBIC2ECP n w ad=be 时 叫做 


ESMI, RE ~T. 对 于 这 种 等 价 关系 ， 次 之 等 价 律 成 立 。 
(反射 律 ) “全 了。 
(对 称 律 ) tytn, 


(传递 律 ) Eni, E L, pènd 


c'o a? e’ l 
它 的 证 明 是 容易 的 ， 故 省 略 。 利 用 分 数 的 等 价 关 系 ， 可 将 分 数 分 类 ， 把 钴 
价 分 数 的 集合 ， 叫 做 分 数 类 。 分 数 全 体 的 集合 可 被 分 成 分 数 类 。 把 分 数 类 


则 做 有 理 数 ， 例 如 与 等 价 的 分 数 关 ， 用 六 来 代表 ， 记 为 { 支 }， 一 般 地 
0 
把 与 人 等 价 的 分 数 类 表 作 [全 |， 或 fo} ， 与 工 等 价 的 分 数 类 表 成 {上}, 或 


{0}， 或 者 就 以 o 来 表示 。 
在 直线 上 来 表示 整数 系 时 ， 等 价 分 数 表示 同 一点. 故 对 有 理 数 
[位 }， 凡 属于 这 一 类 的 分 数 ， 都 把 它 视 为 同一 分 数 。 总 之 ， 属 于 同 一 类 


的 分 数 ， 都 当 作 是 相等 的 ， 
现在 定义 有 理 数 的 加 法 和 乘法 、 
加 法 


对 两 个 有 理 数 a= [名]，B 一 8}，a，8 的 和 a+ 定义 为 


A jii an ui ` Á. 
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ua... Co 一 一 一 一 


e bas 人 | 
对 于 加 法 ， 下 刚 各 式 成 这: 
(1) (交换 律 ) a+ B= 8+a,. 
(2) (结合 律 ) (a+ 0)+y=a+(B8-+'+). 
(3) 对 所 有 有 理 数 a，a 十 0=a。 
(4) 对 所 有 的 a， 使 a 十 a=0 的 有 理 数 a? 存 在 且 唯 一 ， 这 一 a* 
写作 -a. 


本 法 
5 8= 人 | a Ba BEX 
| 
L 


对 于 这 样 定义 的 乘法 ， 下 列 法 则 成 六 

(1) (ZIRE) a p=B :a。 

(2) (E) la: 6)  y=a (f : >), 

(3) 对 所 有 有 理 数 a, a =a, 

(4) 对 非 零 有 理 数 a， 满足 ea“*c=! 的 有 理 数 at 存在 且 唯 一 。 再 则 ， 
有 如 下 的 分 配 律 成 立 

(5) 对 任意 的 三 个 有 理 数 a, B, y 

a ` (B+y)= a: B +a ° y. 

由 上 所 述 易 知 有 理 数 关于 加 法 构成 可 换 群 ， 除 0 Uih, EFE 

成 可 换 群 。 因 此 有 理 数 的 全 体 ， 关 于 这 两 个 运算 构成 域 。 


现在 我 们 米 定义 有 理 数 系 的 顺序 关系 ， 对 任意 非 零 有理 数 一 | 


作 如 下 定义 : 
当 ab>0 HJ, a>0, 这 时 称 a 为 正 ， 


当 ab<0 时 ，ac<0， 这 时 称 a 为 负 。 
对 于 两 个 有 理 数 ag，p。 
当 a 一 B>0 时 ， 称 a 比 B K, EK a> p. 
当 a 一 6B<0 时 ， atki hD, 表 成 a<ph。a<p 与 b>a 是 等 


价 的 ， | 
这 时 ， 我 们 对 任意 两 个 有 理 数 c，B， 三 个 关系 


a>p, a=p, a<p 
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道 ， 有 理 数 系 是 满足 顺序 公理 和 六。 所 以 有 理 数 域 是 有 序 域 ， 
下 面 介绍 怎样 把 有 理 数 系 扩张 成 实数 系 ， | 
若 把 有 理 数 的 全 体 分 成 两 个 了 集合 .A1，.A;， 且 满足 
(i) Al$， A:=ġ. 
Gi) A.(\l.4,=9, .41U .= 二 有 理 数 的 全 体 。 
(iii) ”对 任意 的 x EAs xC À xXx MZR Air Az 组 成 的 
一 对 集合 (.41，A;) 为 有 理 数 的 分 割 ， 这 时 有 如 下 的 四 种 情形 ， 
(1) A 有 最 大 数 ， A 没有 了 慑 小 下 ， 
(2) AW Kak, Ate NPC, 
(3) ARERR G Antti hix 
(4) AER 3k, AARDIG 
在 (4) 的 情形 ， 因 两 个 有 理 数 之 各 :由 EREA, MAER 
能 发 生 。 在 (1)，(2) 的 情形 ， 是 以 一 个 属于 .41 或 4; 的 有 理 数 为 边界 的 
分 割 ， 这 叫做 有 理 分 割 。 这 时 ， 芳 41 中 的 最 大 数 为 a, 或 设 A 中 的 最 小 
数 为 a， 就 把 分 割 (A41，.A;) 视 为 有 理 数 a， 表 作 4a=《.A1:，A:)， 把 这 个 分 
割 (4,，.4;) 叫做 有 理 数 .对 (3) 的 情形 , 称 之 为 无 理 分 割 ,这 样 的 分 割 叫做 
无 理 数 。 把 有 理 数 ， 无 理 数 总 称 为 实数 。 把 实数 全 体 的 集合 叫做 实数 系 . 
在 实数 系 中 ， 可 以 通过 定义 加 法 、 乘 法 两 个 运算 而 构 或 实数 域 ， 也 可 以 
定义 顺序 关系 而 构成 有 序 域 ， 详 情 从 略 。 
现在 我 们 给 出 复数 的 概念 。 设 两 个 实数 x, y 的 有 序 对 (x，?) 的 集合 
为 C，C 中 的 加 法 和 乘法 定义 如 下 : 
加 法 ， (xi，y71) 十 (xz，?》2) 一 (xi 十 xz，3?1 十 92)， 
F: (xi, y:)(x;, V= YY Xiy:T xay), 
这 时 ，C 关于 加 法 形成 可 换 群 ， 且 容易 证 明 ， 除 去 关于 加 法 的 单位 元 (0， 
0) 以 外 ， 关 于 乘法 也 形成 可 换 群 ， 所 以 C 是 可 换 域 ， 这 时 称 C 为 复数 域 。 


83. 集合 与 拓扑 


3.1 拓扑 的 概念 

数学 研究 的 对 象 ， 在 经 典 意义 上 来 讲 ， 就 是 数 和 图 形 。 直 到 二 十 世纪 
才 把 它 推广 到 一 般 事物 的 “集合 ”上 。 数 可 以 当 作 图 形 而 图 形 可 以 当 作 
由 数 构成 的 空间 内 的 特殊 部 分 ， 而 经 典 的 数学 对 象 ， 却 只 是 用 文字 来 表示 
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示 的 数值 . 布尔 巴 基 学 派 将 数 的 名 种 性 质 大 致 加 以 区 别 ， 分 为 代数 、 序 、 
拓扑 三 类 结构 。 这 里 说 的 代数 ， 即 前 节 介 绍 的 运算 .至 于 序 ， 简 单 地 说 就 
是 大 小 的 关系 、 有 关 集 合 论 更 深入 的 问题 ， 本 书 不 打算 作 详细 介绍 。 要 想 
作 更 多 了 解 ,可 参考 一 般 的 集合 论 书 ， MMR Rak 过 的 k Sr. GB A TT 
〈 岩 波 书店 ) 等 .所谓 拓扑 ,是 指 集合 的 元 素 闻 的 邻近 关系 拓扑 概念 的 叙述 
方式 有 多 种 ， 常 常 办 书 而 异 ， 这 里 介绍 有 代表 性 的 说 法 。 最近 流行 的 拓扑 
入 门 书 (前 述 松 板 氏 的 书 先后 出 得 不 少 ) 中 ,以 “什么 是 拓扑 学 "为 题 的 章 
节 可 以 说 是 必定 要 写 的 . 门 斯 非 尔 德 的 “Introduction to Topo logy "中 说 ， 
拓扑 学 研究 的 是 , 一 个 橡皮 做 的 物体 , 只 要 不 撕 破 它 , 将 其 任意 拉 伸 或 压缩 
变形 时 它 所 具有 的 种 种 构造 中 的 不 变性 质 . | 

15 一 6 中 是 一 个 物 Ik, a, b.c 是 
它 的 三 点 ， 只 把 X 作为 一 个 一 般 集合 来 看 
时 ' ,ap.c 只 是 作为 三 个 抓 立 元 素 属于 X, 并 
不 考虑 诸如 o 和 是 否 比 a 和 更 邻近 的 关 
系 ,现在 若 把 X 视 为 橡皮 物体 ， 则 X 的 各 点 
闻 就 有 了 某 种 关系 、 即 邻近 关系 ， 这 时 
它 已 经 不 是 一 个 简单 的 集合 了 , 象 这 样 的 X 图 15-6 
具有 拉 伸 和 压缩 时 的 不 变 关 系 ， 叫 做 拓扑 空间 ， 而 把 这 种 关系 叫做 X 的 拓 
扑 . 当 X 不 仅 是 一 个 集合 ， 而 且 还 存在 拓扑 了 时 ， 可 表 成 (X, T), MUM 
RE XAKI. EN 同一 个 X， 取 不 同 的 T,， 比 如 得 到 (X,Tai) 和 (ZX， 
Ts)， 则 它们 是 不 同 的 空间 . 

事实 上 ， 所 谓 " 时 而 拉 伸 时 而 压缩 而 不 撕 破 "是 怎么 回 事 ， 这 里 都 不 去 
过 问 ， 只 把 具有 拉 伸 或 压缩 而 不 破 的 作用 叫做 研究 这 个 拓扑 映射 的 不 变 
性 ， 就 是 所 谓 拓扑 学 . 

为 了 了 解 拓 朴 学 ， 象 上 面 所 述 ， 需 要 对 母体 集 的 性 质 和 关于 集合 与 集 
合 闻 的 殴 射 的 基础 知识 ， 作 必要 的 准备 .关于 集合 ，8 1 BETIE, 这 里 
只 对 鼎 射 的 性 质 ， 先 作 一 些 介绍 . 


3.2 映射 的 基本 性 质 
【定义 11. 映射 , 像 ” 所谓 由 义 到 集合 了 中 的 映射 (mapping)f， 是 指 
对 于 六 的 任 一 元 有 YY 的 唯一 一 个 元 与 之 对 应 的 关系 . AER S A RA 


射 (或 函数 ) . 设 xEX， 对 应 着 yEY， 则 写成 ?=Xx)，? 叫做 由 了 得 到 的 
x 的 像 (image】). | 
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之 对 应 ， 从 全 局 来 看 ， 可 自 X 的 每 一 个 元 各 引出 一 条 映射 线 , 再 从 Y 来 看， 
Y 的 各 元 可 有 映射 线 穿 入 ， 也 可 能 有 XX 的 两 条 线 或 三 条 线 等 等 穿 入 y 的 一 
个 元 ， 这 种 情况 叫做 多 对 一 (many to one), 

【定义 12 .定义 域 、 值 域 当 f 是 由 XX 到 YY 的 映射 时 ,把 集合 X 叫做 了 的 定 
义 域 ， 而 集合 {fx) 1xEXy 作 为 了 的 子 集合 叫做 了 的 值 域 . 车 记 XX)= 
f(x)|xEX}, m f(X)CY. 

例 1。 当 X,Y 是 实数 的 全 体 时 ， 把 了 =x 二 1 所 表示 的 函数 写成 Y= 二 1(x)， 
则 了 是 把 X 映 到 YY 中 的 映 射 ， 其 定义 域 、 值 域 皆 为 实数 的 全 体 . 
例 2. 4 X, Y 是 实数 的 全 体 时 ， 拒 函数 Y=f(x) 取 作 Y=sinx， 则 了 是 把 
X 映 到 YY 中 的 映射 ， 其 定义 域 为 实数 的 全 体 ， 值 域 是 闭 区 间 [ 一 1 1]. 
例 5， 设 自然 数 的 全 体 是 X， 实 数 的 全 体 是 Y, W x 到 Y 中 的 映射 了 被 给 定 
后 ， 也 就 同时 决定 了 一 个 数列 ， 

【定义 13。 常 值 映射 、 当 多 到 YY 中 的 映射 是 1(X)={c}，cEY 时 ， 把 这 种 
映射 叫做 常 值 映 射 (Constant mapping). (E 15-7) 


图 15-7 

【定义 j4. WEAS TH X 2#| X 的 映射 ， 若 对 于 XX 的 所 有 元 x, 有 f(x)= 
x, MU f m] 8 X 上 的 恒 等 映射 (identity mapping). ECER IR he 
【定义 】5。 复 合 喘 射 ” 给 定 X 到 Y 中 的 一 个 映射 为 fj,Y 到 2Z 中 的 映射 为 g， 
若 用 z 的 元 (f(x)) 来 对 应 X 的 元 x, 则 得 出 了 X 到 2Z 的 一 个 映射 .把 这 个 
映射 写成 gf， 叫做 了 和 g 的 复合 (Composition). 一 般 地 还 可 以 沽 虑 有 
限 个 映射 复合 . 
例 对 于 因数 Z=sin?2x, MX 为 实数 的 全 体 ， yy 一 [一 1 1]; 2 一 [0， 1] 时 ， 
A XH) YAIRI fiy=f(x)=sinx; YZ] z K 3 hiz=g(y)=yx', FE 
z= sinx ERRARE, HU 

z=h(x)=(g:f)Xx)=g(f(x))=(sinx)'= sin, 
【定义 ]6， 一 一 映射 : 单 射 ” 对 于 XX 到 Y 中 的 映射 了 , 25098 E J(xi)=1( xy) 
HA =r 的 条 件 , 则 把 六 叫做 X 到 Y 的 一 一 映射 (one to one) 或 叫做 
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单 射 , (injection). | 
【定义 ]7， 上 映射 : 满 射 ”对 于 义 到 YY 的 映射 f， 若 YY 的 每 个 元 都 是 外 的 元 
经 f 的 像 , 则 称 f 为 XX 到 Y 的 上 (onto) 的 映射 , 或 叫做 满 射 (surjection). 
注意 不 用 说 ,“ 映 上 ”的 映射 是 包含 于 “ 映 入 ”映射 的 ， 反 之 却 不 然 .《“ 映 
上 ”y 的 映射 是 把 y 充满 的 映射 (也 叫 满 射 )). 

(EXI. Mirky 既是 单 射 又 是 满 射 的 映射 叫做 满 单 映 射 (bi jectiona)。 
例 设 X,Y 都 是 实数 全 体 的 集合 , 把 函数 J(x)=x°(x— a) H X 到 Y 的 
映射 ， 则 了 是 满 射 ， 若 a= 二 0， 则 了 成 为 满 单 射 . 

【定理 】1， 集 合 X 到 YY 的 映射 了 是 满 单 壬 的 充 要 条 件 是 ， 存 在 了 到 买 的 映 
射 g， 使 得 


g'f=lxr, f°g=1, — xÇ 
此 外 ， 这 时 g 还 是 满 单 射 . fo Y=f(x) 
证 明 ”充分 性 ， | 


H f(xi) =1(x;), x Í 
g(f(xi))=g(f(x:)). 
从 而 (g*1)(xi1)==(g*f)(x;), 
BI Ix(x1)=1x(x;). “. X= Xz 图 15-8 
因此 了 是 单 射 . 
同时 ， 对 于 yy 的 任意 元 >,， y=1I,(y)=(f:g)(y)=1(g(y)). 
所 以 ?是 和 的 元 g(y) 的 像 , 即 是 说 1 是 满 射 ， 
必要 性 ， 
由 于 了 是 满 射 ， 对 于 Y 的 元 y， 存 在 多 的 元 x， 使 得 fx)= 同时 ， 
这 样 的 x 有 一 -个 
这 是 因为 ， 洲 1(x1)=f1(x;)=y, 则 由 了 是 单 射 知 Xi X2. 
这 时 , 设 g 是 使 Y 的 各 元 > 对 应 于 满足 fx)=y BJ X BJ x k, 
则 g(y)= x 5 J(x)=y 等 价 ， 
于 是 对 于 的 任意 元 x， 有 
(g:f)Xx)=g(f(x))=g(y)=x, go 一 TIx。 
对 YY 的 任意 元 y 有 
(f°g)(y)=f(g(y))=1(x)=y,. .. fg=Iy. 
现在 来 证 明 g 是 满 单 射 . 
W g(y1)=g(y2), MU f(g(y:))=J(g(y.)), 
从 而 (fsg)Xyi)=(f-g)(y:). 
即 有 Iy(y:)=1y(y;), e Y=» 
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所 以 g 是 单 映 射 . 

同时 ， 对 应 于 XX 的 任意 元 x， 有 x=1x(x)=(g°f)(x)=g(f(x)), 

所 以 x 是 Y 了 的 元 1(x) 的 像 . 即 g 是 满 射 . 
【定义 ]9， 道 映射 ” 仅 当 和 到 ?> 的 映射 了 是 满 单 射 时 ,由 【定理 】i 求 得 的 映 
射 g TÆ YR X 的 满 单 射 ,满足 g*f=Ix，f'g=1,。 这 个 g 叫做 的 逆 映 射 
(inverse mapping), i Fl DDR y= M il x)=y 是 等 价 的 . 
[EA]. > f Rs X #j| YBU9S SE IB, Eng Bh a E. 
证 明 Zf f u mh Bhg ga EBHlfsgi=fsg,=1. 则 对 Y 的 任意 元 ”>， 有 
Í(a.(y))=1(g:Cy)). 

出 于 了 是 单 射 ， 故 g((y)=g/(y). 

又 由 于 对 YY 的 一 切 元 y, ERSRL, Wg =g P] 
W ix yma 2 kaka tr, Bkt f A I(x)=2x+1, WE 


Fo-3o- ASE 


wat 


【定理 ]3。 设 义 到 Y 的 映射 为 f，Y 到 2Z 的 映射 为 g， 则 
(1) Ebs EAA, WA egf CERS, 
(2) 若 f,g EDPS, IA gj 也 是 满 射 ， 
(3) 若 f,g 皆 为 满 单 射 , 那么 g f 也 是 满 单 射 , EL (g 了 ) Iflg, 
证 明 (1) 设 g*1(x1)=g*f(xz), MU g(f(xi))=g(f(x:)). 由 于 g 是 单 射 ， 
ix f(x i)=1(x:). 
又 因 了 是 单 射 ， 故 xl 一 xz。 
Y (2) 由 于 对 Z 的 任意 元 z, g 是 满 射 ， 
故 在 Y 中 存在 y 使 得 z=g(y)， 又 ， 对 应 
ME ooa 于 这 个 yf 也 是 满 射 ， 故 存在 灸 的 元 x, 
, IE y=f(x), 
€O A a JFËD(g f)(x)=zg(f(x))=zg(y)=z, 
图 15-9 所 以 g*f 也 是 满 射 . 
(3) 据 (1),(2)，g*f 了 是 满 单 射 ， 设 (g*f)(x) 一 2， 那 么 
1(x)=g-'(z), : 


8 3. 集合 与 拓扑 (921) 


x= =f-'(g-1(z))= 人 -1)(z), 

(gf) =f gt, O 
[DEX ]10.BR ABB 5 f X 2 Y i S, 把 XXY 的 子 集 {(x， 
t(x))|xGX} 电 做 映射 了 的 图 象 Cgyaphp)， 表 作 G(f)， 如 图 15-9. 
例 当 X,Y 是 实数 集合 时 ， 常 值 映射 的 图 象 是 平行 于 XX 轴 的 直线 ， 恒 等 
映射 的 图 象 是 纵 轴 和 横 轴 间 夹 角 的 平分 线 . 

单 射 的 图 象 是 与 平行 于 XX 轴 直 线 至 多 有 一 交点 的 曲线 , 满 射 的 图 象 是 

与 平行 于 轴 的 直线 必 有 交点 的 曲线 , 满 单 射 的 图 象 是 与 X 的 平行 线 必 相 
交 旦 只 相交 一 次 的 曲线 . 


x y 
A tiigi 本 等 映射 单身 
图 15-10 


3.3 拓扑 空间 


象 前 面谈 到 的 ， 在 一 个 集合 中 给 定 一 个 拓扑 ， 如 果 它 在 拓扑 映射 下 不 
变 ， 那 么 这 个 集合 就 是 拓扑 空间 。 用 不 同方 式 给 出 的 拓扑 各 有 其 有 趣 的 特 
色 . 最 近 出 版 的 各 种 书籍 中 采用 的 是 ， 给 定 一 个 开 集 族 来 引入 拓扑 ， 本 书 
也 采用 这 一 方法 . 
【定义 1]11。 拓 扑 : 拓 扑 空间 设 XX 是 非 空 集合 ， 把 满足 如 下 公理 的 处 的 子 
EART 叫做 XX 的 拓扑 (topolIogy)， 把 X 和 T 工 的 蕊 元 组 (XT) 叫 做 拓扑 空 
i, (topological space). 

[o] X# ¿JE T, 

[o] T 中 任意 多 个 集合 的 并 也 属于 T, 

[os] . T 中 有 限 集合 的 交 也 属于 了 . 
而 把 T 的 元 叫做 T 开 集合 (T-open set) 或 者 就 叫做 开 集 合 (open'set ) 
例 1。 设 X={a,b,c}， Ti 二 {4X,$}， 则 (XT1) 是 拓扑 空间 .这 是 因为 ， 首 
先 它 显然 满足 [01], 其 次 [0s] 中 的 并 为 X 或 8，[os] 中 的 交 为 了 X Ro, WE 
于 Tl, 又 设 Ts 二 {X91 {9}}, 则 (XT@) 也 是 拓扑 空间 ,这 是 由 于 ,首先 [oj] 
显然 满足 ， 其 次 [0s] 中 的 并 为 X, ó 或 {a}， [03] 中 的 交 也 E: X. $ 或 {a)， 都 属 
于 Ts, 同样 可 知 Ts=={X,$, (a), (bch RÆ T= {X g lat (b, (a: b}}, 


(922) 第 十 五 间 ”近世 数学 
都 是 X 的 拓扑 . 
H2. 对 于 任意 非 空 集合 X， 设 工 ={X, p} 则 据 例 1 可 知 ， 了 是 和 的 一 个 
拓扑 .我 们 称 这 个 拓扑 为 平凡 拓扑 或 密 着 拓扑 (indiscrete topology). 
例 3. 对 任意 非 空 集 合 X， 设 工 是 和 的 一 切 子 集合 构成 的 集 族 .这 时 ,不 仅 
[Loi] 被 满足 ,而 且 由 于 子 集合 的 和 与 积 也 都 是 子 集合 ,所 以 [0s], [os] 也 当然 
满足 .这 样 的 拓扑 叫做 离散 拓扑 (discrete topology). 例如 ,X= (a,b,c) 
的 离散 拓扑 是 T= (x, é; {a}, (bh (ch, (a, bh {b,c}, (c, a. 
例 4， 设 和 是 实数 全 体 的 集合 ( 记 为 R), 且 设 具 有 如 下 的 性 质 的 R n Re 
和 空 集合 乡 组 成 的 集合 族 为 w, 即 是 说 ,在 R 的 子 集 合 U 上 ， 对 空 于 了 的 
任意 一 点 x， 必 存在 包含 x 的 开 区 间 (a,b)， 使 得 x€ (a,b)CU,u 就 是 由 
这 样 的 U 构成 的 集合 族 ， 它 满足 [ol]， 因 乡 是 已 定义 了 的 ， 至 于 说 R， 当 
x 人 ©R 时 ， 比 如 只 要 取 (x 一 1, x 十 1)， 则 有 xE€(x 一 1, x 十 1)CR, 于 是 RE 
u. T lol, Ww u ERSA E AKU, ACA FR Uv , xE 


Uu: ， 则 存在 ARTA, ES xECUn, H FUEu, WI FERF RE 
Cow. bio) E xE Cano, boU, Yx C (axa, bo) CU cUu, , Á 而 U 


U Eu. ÆF[o:], u HERDERS U, Uzgen Ur, 取 人 io 的 一 个 点 


为 x 则 对 一 切 1 都 有 (ab bi) 存在 ,满足 关系 xEG(aibiCUi 再 取 maxoj 
gar minbi 二 bo， 则 对 一 切 1， 都 有 (go,bo)C(ai,b;). 


由 于 显然 x€ (ae bo) 故 xE lan bo) f(ai,b)C nu， Qu, u. 


总 之 这 个 & E Rh fü < 4 Ha TF 称 为 R 的 通常 拓扑 Cusual 
topology). 

当 我 们 涉及 到 实数 的 拓扑 结构 问题 时 ,总 是 把 R 视 为 通常 拓扑 意义 下 
的 拓 提 空间 ， 
例 5。R 的 拓扑 不 一 定 是 通常 拓扑 ， 比 如 例 2， 例 3 中 平凡 、 离 散 两 种 拓 
扑 ， 显 然 也 是 R 的 拓扑 ， 这 是 容易 证 明 的 .下 面 再 介绍 一 个 颅 为 有 趣 的 拓 
扑 我 们 把 由 乡 集合 和 满足 如 下 性 质 [o] 的 集合 V 构成 的 集 族 op 叫 做 R 的 o 
th. 

[g] 对 于 v 的 任意 点 x 存在 包含 x dakiu — b), 使 得 xC [a, | 
b)GYV. 

这 个 集 族 p 是 构成 拓扑 的 ,其 证 明 与 例 4 中 的 完全 一 样 , 这 里 从 路 . 

我 们 来 证 明 ，R 09 u FRE p 开 集 , 而 p 开 集 不 一 定 是 & 开 集 . 

kioo 事实 上 ， 设 UEw, 则 对 于 U 的 任意 一 点 x 存在 (a， b), 使 xE (a, b)CU, 


$3. RAHMI (923) 
这 时 由 于 a< 改 若 a = Tal 由 Jue = “LA 
xE€[a’,b)CUVU, 于 是 UE o. 

其 次 ，[0, 1) 是 p 的 元 ， 而 不 是 4 的 元 ， 若 取 xx 为 0， 则 不 存在 含 于 
[0, 1) 的 包含 0 的 开 区 间 ， 
【定理 】4. T: (i=1,2,……,n) 为 X 的 有 限 个 拓扑 ， RI NT: E ÈX A 
拓扑 ， 
证 明 ”由 于 对 所 有 的 计 有 T Dó Ti Dx, ik T Dó, YT DX, PHEW, 
[ol] 被 满足 ， a 记 们 Tj; 中 任 一 :元 为 Ui, AC A, 则 对 所 有 的 i U, CT 
由 此 UU CT;. 

UU, c nr; 同时 UwET,, NUENT. 

也 就 是 说 [oj]， [oj] 被 满足 ， z O 
注意 对 X 的 两 个 拓扑 TbTz，TiUT: 不 一 - 定 是 拓扑 。 

W X= (a, b cy, T,=(X,, (a)} ,T= 二 {X, Gg(b))， 则 Ti1,， TT 是 扑 拓 ， 
IB T,UT;= (X, $, lah (b), 由 于 它 不 包含 {a， b}, 所 以 不 是 拓扑 . 


【定义 }12。 闭 集合 ”把 拓扑 空间 (CX,T) 的 开 集 合 的 补 集合 ， 叫做 闭 和 集合 
(closed set). 


例 1 . X= (a, b, c, T = (Xx, $la}}, WN (X, T) 的 闭 集 合 是 x, $ (b, c) ° 
例 2. 在 (R,x) 上 ， 开 区 间 (a, 5b) 是 开 集 合 , 闭 区 间 [a,b] 是 闭 集合 。(a, 5b) 是 
开 集 合 是 因为 对 应 于 (ab) 中 任 一 点 x 必 有 xEG(a,b)C(o,b); [gasb] 的 补 集 


EEC- =, a)Ü(b +0), HFC w a)=Ula—i a), (b +»)=U(b,b 


十 i) 其 中 (a 一 i a) 和 (b,b 十 让 全 是 开 集合 ,所 以 (一 w,a)U(b, + %) 是 开 集 
合 ， 从 而 [a， b] 是 闭 集合 . 


【定义 113. 闭 包 ” 把 包含 (X, T) 的 子 集合 4 的 最 小 闭 集 合 叫做 A 的 闭 包 
(closure)， 记 EA. 
[定理 J5. À 的 闭 包 是 包含 4 的 所 有 闭 集合 的 交 . 
WA Er 为 包含 4 的 闭 集合 ， 并 令 们 F 一 4 由 于 才 是 包含 4 的 最 小 
闭 集合 ， 所 以 是 ,中 的 一 个 ，… 也 DPIRPR = A, 

其 次 ， 由 于 (CORP ) 一 UF ，Ri 是 闭 集合 ，.. 瑟 是 开 集合 , 根据 公 
Siol MP LEARE, AT, NE 让 闭 集合 . | 


(924) PTEI ”近世 数学 
由 于 各 F. 都 包含 4，… IF. 二 4. 又 因 4 是 含 4 的 最 小 集合 ，… 又 有 
Alii DA, “A=A,= (1F J 


【定义 }14， 闭 包 算 子 ”使 (X,T) 的 各 子 集合 4 对 应 着 它 的 财 包 4， 则 并 的 
子 集合 的 全 体 P(X) 到 P(X) 的 这 个 映射 叫 作 闭 包 算 子 (closure opera- 
tor). 
【定理 】6。 闭 包 算 子 满足 如 下 性 质 . 
' [kı] ġ =$: 
[k] Ă ADA: 
[ J] AUB=AUB; 
(k) A=. 
注意 上述 [k]. [h l] eUt EET rE K: PI 3E Z pE( Kuratowski). 
证 明 [h] e JDA ip 是 最 小 闭 集合 .. $ =. 
/ [kz] 由 定义 即 得 ， 

[h] ` JDA BDB.. AUBDAUB. REH. HTA D HER 
闭 集合 ,因此 AUB 也 是 闭 集合 (这 点 的 证 明 是 容易 的 )， 
XELAUBDƏAUB, m AUB 是 包含 AU BE R EBE, .A Ü BƏ AU B. 
其 次 因 AUBDA, WEBE 4UB 的 最 小 闭 集 当 然 也 包含 A. 所 以 

LU5 王 24， 同 理 4U5D5 .. AUB54U8. 
从 而  AUB=AUB. 

[h] 据 [ks] HADA HAARAS, AA ATERAT 
SAB 94, PHADA ^ A=4. = 
[DEW]. 设 尺 是 非 空 集合 ，1 了 为 P(X) 到 P(X) 的 映射 , 它 满 足 库 拉 托 夫 
斯 基 的 四 个 公理 ,这 时 ， 把 XX 的 子 集合 4 中 满足 万 4)=4 的 子 集 定义 为 
X 的 闭 集合 ,而 把 闭 集合 的 补 集合 定义 为 开 集合 . W X BJP JSE rS T 
则 了 T 是 XX 的 一 个 拓扑 ,用 这 个 拓扑 定义 闭 包 算 子 ， 记 4 的 闭 包 为 4 时 ， 有 

A=J(A). 
注意 ”该 定理 证 明 较 长 ， 故 省 略 . 但 由 于 证 明 起 来 并 不 困难 ， 有 兴趣 的 读 
者 不 妨 自己 去 试 一 试 .用 闭 包 算 子 来 引入 扑 拓 ， 是 库 拉 托 夫 斯 基 提 出 来 的 。 
【定义 115， 邻 域 . 开 邻 域 ”把 含 (X,T) 的 点 x 的 开 集 合 包含 于 其 内 的 子 集 
叫做 x 的 邻 域 (neiborhood). 特 别 地 ， 把 含 x 的 开 集 叫 做 x 的 开 邻 域 


(openneiborhood). 


$ 3. E 与 拓扑 (925) 


【定理 】8. (X,T) 的 非 空子 集合 品 为 开 集 全 的 必要 充分 > 条件 是 ， 对 于 UR 
任意 点 x, U 是 x 的 邻 域 ， 
证 明 其 必要 性 由 定义 已 明 | 

至 于 充分 性 ， 因 为 相应 于 任意 UU 的 x,，U R. x BJ $0ER, URNA 
在 开 集 合 U,, 使 得 xEU.CU， v. U=ÚUU,. 
即 7 是 开 集 合 . 
【定义 116。 邻 域 系 ”把 (X,T) 的 点 x 的 邻 域 的 全 体 叫 做 x 的 邻 域 系 
(neiberhood system). 记 为 VCx). 
【定理 19. 在 (X,T) 的 各 点 x 的 邻 域 系 V(x) 中 ， 下 列 各 条 成 立 ， 

LV #VCEV(x), W) x€V; 

[Vx] 若 VEV(x) 且 VCV’, WJ V” C V(x); 

[Vs] 车 Vy V,CV(x).ji V, 1V.,C V(<); 
[V] 对 于 VEV(x)， 存 在 WEV(x)， 使 得 W 的 任意 点 y, 有 VE 
V(y). i 
证 明 [Vi]，[Vz]， 出 定义 自明 . 

[Vs] 由 于 VEV(x)， 故 存在 U1E€T， 合 得 xC U,CV,, HM, FE 
UET 使 得 x€ U,V,, 从 而 有 xC U, NUET, XA ULAUCV AV» Pr 
以 有 


V, (1V,C V(x). 

[V] 由 VEV(x)， 故 存在 WET (E14 xEWCV, 显然 对 于 W 的 任 
党 点 y， 有 WEV(y)， 从 而 据 [V2]， AAS 
【定理 】]10， 对 于 非 空 集合 X 的 各 点 x， 给 定 相 应 的 和 子 集合 族 VCx)， 它 
满足 【定理 】9 AIVI], fE X 的 子 集 合 中 ，UCX 时 ,对 应 于 也 的 
任意 点 x，UEV(x) 则 UU 定义 为 和 的 开 集 合 , X 的 开 集合 全 体 构 成 的 集 族 
下 是 和 的 一 个 拓扑 。 对 应 于 买 的 任 - :点 %， 设 由 (X,T) 确 定 的 邻 域 系 为 
V (x) 则 Vi(x), =V (x) 
注意 ”本 定理 的 证 明 也 和 省略。 在 闭 包 的 情形 像 所 见 到 的 ， 首 先 给 出 开 集 
合 族 ， 然 后 引入 拓扑 ， 些 外 ， 闭 记 、 邻 域 等 ， 当 满足 适当 的 公理 时 ， 也 可 
以 引出 等 价 拓扑 来 本 书 省 略 了 给 定 闭 集合 族 、 使 用 开 核 算 子 、 运 用 收敛 
性 质 等 多 种 引入 拓扑 的 方法 . 
【定义 1]17。 诊 点 : 导 集 合 ” 对 于 (X,T) 的 了 于 集合 4 和 1 个 点 x， 车 V(x) 的 
任意 元 V 都 满足 (V 一 人 xy))0 4 办 则 称 x 为 .4 的 聚 点 . 4 的 聚 点 的 集合 
叫做 4 的 导 集 合 (derived set). wA Al. | 
【定理 ]11. 4=4U0 2. 


(926) si F1 a nrs EP 


证 明 "rs ELÄN., VETTE , HEC) ARG, 从 而 存在 
UET, 使 得 CA( ADA) -. x€A, B. x€ 
x€ AU A. 

E A2AU A. 

>Z, #x@ ¿U A, f xF 4 E <€ 4°. iH EL, REANES 
U， 使 得 xEUC 4:*， 这 样 的 x 必 民 十 集合 UD， 它 二 开 集 合 ， 对 各 局 有 
UC A'. 因 此 UUC.A' 故 (UU)' 刁 4， 由 于 .1 是 包含 .4 的 最 小 闭 集合 , 所 以 
(UU)—A .-. x@€ABDAU.4 二 .4， 从 而 :1=.AU.4. 口 
【定理 12. A = (xlA— (x) 3 <) 
证 明 设 x 钨 A”, 则 存在 V(x) 的 元 V， 使 得 (V 一 {x} 站 A4=4， 
VN(A— {x})=$. 
. 存在 含 x 的 开 集 合 U， 使 得 U NCL- {x} )=$. 因 与 4 一 {x} 不 相 
交 的 全 部 开 集合 之 和 的 补 集合 为 4 一 ， 则 x 生 4 一 《xy 。 
若 A 一 {x} Əx, xC A2, | 
R Z, # x@€ A— (xy , 则 xE (4 一 (xy) 由 于 (4 一 {xy) “是 开 集 合 
存在 VEV(x)， 使 得 <€ v CC(A 一 {x})“. 
VN 4 一 人 tx =é, EV 1 (A—(xy)=%4.JFBI(V— {x} ) N A=. 
xA, … 3 xC 47, M) A— x Dx. 

JAA =(x| A—1x) Dx). g 
LEX]. ERR ”由 (X,T) 到 (X2,T2) 的 映射 了 满足 次 之 条 件 时 ， 称 
J X ZJ X RMR C continuous mapping). 

(条 件 ) U CTi UET. (U )={xj fil JEU’). 
注意 由 (X,T) 到 (X”, Tt) 的 连续 映射 ， 意 为 T 比 T* 具 有 更 多 的 开 集 


x X’ 


D1. EXT ) 是 平凡 空间 ， 则 无 论 在 怎 
3 0908812, BOM pACGQE)=x, f 
GA ($)=9, 且 是 (X, TAREE, 故 由 (X，7) 
/ HCX TI ) 的 映射 全 部 是 连续 映射 ,如 
图 15-11 图 15-11, 

例 2。(X,T) 是 离散 空间 , HYT T ) 的 任意 子 集合 4,f-1(A) 是 T 的 元 ， 
于 是 由 离散 空间 (X,T) 到 任意 空间 (X2,T* ) 的 任意 映射 了 都 是 连 续 瑞 射 


例 5. 考 察 (R,4) 和 (R, gp) 时 , 恒 同 映射 lx (R, u)>CR gp), 因 为 (QR) | 


| Š 3. RA inih (927) 
([a,b))=[a, b) E f E, piira 4 AEU 时 必 有 AEy， 
HUESA: (R 的 一 (Ru)， 是 连 污 映射， 
【定义 j19， 开 上 映射” 当 (X,T) 到 (X^,T) 的 映射 了 满足 次 之 条 件 时 ， 叫 做 
X 到 义 AAY Copen mapping). 
(条 件 ) HUET, KUET. 

注意 ”所 谓 存 在 由 (X, TACX, T URRA, Et T bT RAES 开 集 
合 的 映射 *， 
【定义 ]20. 拓扑 映 庄 .拓扑 同 历 ”由 (X,，T) 到 (X“，T* ) 的 映射 了 是 满 单身 
的 且 是 连续 的 开 映 射 时 , $R f 为 癌 有 旷 隐身 (homeomorphism). 当 (X,T) 和 
(X2,T2 ) 间 存在 同 胚 映射 时 ， 称 此 两 个 空间 是 拓扑 同 胚 的 (homeomor- 
phic). 
注意 1. 同 胚 映射 也 可 以 定义 为 : 1 和 六 :都 是 连续 的 满 单 射 . 

“ 2。 所 谓 (X, TT) 和 (X’, Tt), 是 指 “ 两 个 空间 的 点 与 点 之 间 及 开 集 
合 之 间 是 完全 对 应 的 .在 同 胚 意义 下 的 两 个 拓扑 空间 是 不 加 区 别 的 。 

(2) 


例 上面 例 3 的 8 是 连续 的 满 单 射 ， 但 (IR -!=1” 却 不 是 连续 的 ，.， I 
不 是 同 胚 映射 ， 

前 面 讲 过 ， 拓 扑 学 研究 的 是 在 “橡皮 物体 ”的 各 种 结构 中 ， 给 以 “ 拉 
伸 或 压 红 而 不 破 ” 的 变形 时 的 不 变性 质 , 浮 使 事物 的 集合 成 为 橡皮 物体 ,用 
各 种 名 样 的 方法 引入 了 拓扑 .至 此 ， 当 初 叫 做 拉 伸 或 压缩 而 不 破 的 变形 , R 
现在 的 定义 就 是 同 胚 映射 了 .于 是 正确 的 氢 述 应 该 是 ,拓扑 学 是 研究 在 拓扑 
¿s |] X 到 拓 村 空间 X2 338 映射 1 所 给 出 的 变换 下 的 不 变性 质 的 . 象 这 样 
的 性 质 有 哪些 呢 ¢ 诸如 前 面谈 到 的 开 集合 、 闭 集合 、 集 合 的 闭 包 ， 集 合 的 
导 集 合 等 等 都 是 .迄今 为 止 ， 研 究 这 种 “橡皮 物体 ”的 手段 是 多 种 多 样 的 ， 
采用 了 二 种 ， 其 它 的 就 归 为 拓扑 庄 质 .其它 的 拓扑 性 质 中 主要 的 是 紧 性 和 
连通 性 两 种 . 

所 谓 拓扑 空间 (X,T) 是 紧 (compact) 的 ， 指 的 是 ，X 的 子 集 合 族 A4. 


(4E 4), 当 UA DX HARDERE Au An =S A EIB Ú 4 ƏxX. 
这 叫做 覆盖 (cover)X,， 而 把 (4 ?叫做 x 的 履 盖 (covering)。 | 


X WARWESWJ MEP: $X={0.1.2) T=(X.ó.(0). (1.2), X'= 
feb} T” ={x, H、{o}}, fofo fa, =a, Bf: (X, TX T VER A S, 但 
T" 的 开 集 比 7 少 。( 定 义 ]18 的 注意 也 有 错 . -一 -校注 
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换 句 话说 ，(X,T) 是 紧 的 ， 吓 指 X 的 任意 覆盖 必 有 有 限 子 复 盖 ， 
同时 ， 扰 扑 空间 (X, 工 ) 的 子 集合 BE 是 连通 的 (connected)， RER 


可 能 是 两 个 非 空 的 满足 4 n B = ANB = 的 集合 A, BM. 
本 书 中 对 紧 性 集 和 连通 集 讲 得 很 少 ， 有 兴趣 的 读者 可 参阅 前 面 提 到 过 
的 松 板 氏 的 书 . 


3.4 ”分离 公理 | 

象 前 面 所 说 的 ， 数 学 研究 的 对 象 由 数 转移 到 集合 后 ， 在 集合 中 引入 了 
代数 、 序 和 拓扑 三 种 结构 , 研究 这 些 结构 的 性 质 就 是 数学 .但 是 ,这 些 结构 
都 具有 怎样 的 必然 性 呢 ? 我 们 在 前 面 的 介 绍 就 是 吗 ? 事实 上 ， 这 里 的 结构 
或 者 叫做 模型 ， 或 者 叫做 理想 ,都 是 一 回 事 。 逐 渐 地 把 结构 复杂 化 ， 终 于 
得 到 了 实数 的 概念 . 反 过 来 说 , 这 只 是 一 种 手段 ， 要 和 弄 清楚 实数 具有 的 各 种 
性 质 ,从 本 质 上 讲 ， 依赖 于 实数 的 不 同 结构 .拓扑 学 可 以 说 是 研究 点 之 间 的 
相 邻 性 的 ， 相 邻 性 也 有 多 种 层次 ， 它 研究 在 各 层次 中 成 立 或 不 成 立 的 各 种 
性 质 ， 在 这 里 ， 橡 胶 制 成 的 物品 也 是 这 样 ， 从 结构 粗糙 的 东西 到 细致 的 东 
西 都 有 . 

招 扑 空间 是 在 和 中 引入 拓扑 T， 且 这 个 邓 是 满足 公理 [ol]，[o:]， 
[0s] 的 ， 而 对 于 这 样 的 一 般 拓扑 作 稍 许 深入 的 研究 ， 又 要 涉及 到 近似 于 X 
数 的 距离 空间 。 

【定义 121.7T 空 间 拓扑 空间 (X, 下) 满足 次 之 柯 尔 英 哥 洛 夫 ( 必 olmogoro) 
公 弄 [To 时 ， 岂 做 To 空间 。 
[To] 对 于 和 的 相 异 二 点 x, y, 存在 
包含 一 点 而 不 包含 另 一 点 的 开 集合 . 
注意 ”在 这 个 公理 中 ， 只 要 求 满足 xEU， 
ET. yU HU, 存在 ,或 满足 yEU ,€ 
T, x@U,WJ Uv 存 在 ， 而 不 要 求 两 者 同 时 


图 15-12 FE. 
【定理 】135。(X, 人) 是 T, 空 间 的 充 要 条 件 是 相 异 点 的 闭 包 是 相 异 的 ， 
证 明 充分 性 ， 


车 xy 则 (x) a= (y) ,由 此 , 必 有 这 样 的 点 z, 满足 zE (xY ,z @Z (yy 
EQ z Š {x}, zE OY, ， 现 在 先 就 xzE (x) ,z y) 的 情形 讨论 , i¿ # <€ 
(yy, WE (x) C (y) = (7) ,于 是 有 zE (YY fB. ``. xé {y} . 这 时 令 


{y} =U,, WJU,C€T, <CU,Hy&U,, ACX: T) T Zi. E X , 


$ 3. 集合 与 拓扑 (929) 


— .— n  .. o M uuu. u.... U... u. ... ... _ u. ale 


— —  . —-- 


z€ (y) 的 情形 同 理 可 证 

必要 性 ， 

W X T ZÍ], x, y 是 式 的 相 异 二 点 ， 则 有 满足 xEU:ET，y 待 
U, 的 U, 存 在 ， KE YE DET, x@&U,BWJU T E e RFE Ux， 这 时 U, R 
含 ? 的 闭 集 合 ， 有 UO {y} ， 

x@ (y) H.x C€ (xY, 2. (x) ac (y). 

至 于 存在 UV 的 情形 ， 同 理 可 证 . P 
【定义 1]22.T; 空间 ”拓扑 宝 间 《〈X,T) WET E (Erechet) 公理 
[FJ 时， 叫做 Ti 空间 . 

[T1] 对 于 和 的 相 异 二 点 x, y 分 别 存 在 包含 其 中 一 个 而 不 含 另 一 个 
的 开 集 合 ， 
注意 “这 个 公理 中 xE€U.ET,y 钨 UL 与 yy 
U, ETx 医 U, 两 种 情形 都 存在 ,但 是 Uz 和 U， 
也 可 以 相交 ， 如 图 15-13. 

【定理 ]14.(〈X,T) 是 Ti 空间 的 充 要 条 件 是 
只 含 一 个 点 的 集合 是 闭 集合 
证 明 充分 性 ， 图 15-13 

We x, y Ë: X 的 相 异 二 点 ，(x}, MEAR E, M U= iy}, U,= 
tx} BIRR. 

必要 性 : 

W X J TZ B], xC X, W5 x 相 异 的 点 y， 则 存在 U 使 得 

yCU,CT, x&U,. 
这 时 (x)°= U (y yC U (U !yBex) (x), 
{x} = U (U, [y>exi CT. 
n {x} 是 闭 集合 . O 
【定义 ]23，T: 空 间 : 豪 斯 道夫 空间 活 扑 空间 (x, T) 满足 次 之 豪 斯 道 兴 
(Hausdorff) AMIT: I E, mik TA i8]. 

[Ts] 对 于 XX 的 相 异 二 点 x ?， 有 互 不 相交 的 开 集 合 存在 ， ` 
点 , 如 图 15-14 
注意 {T3?] 里 还 可 以 加 上 表达 式 Uon D,=b 

关于 宫 斯 道 丈 空间 ， 有 知 丰 宇和 的 应 用 ， 它 使 得 很 多 定理 成 立 ， 这 里 省 
去 了 证 明 ， 也 省 去 了 严密 的 定义 ， 仅 将 主要 的 定理 罗列 于 后 ， 

【定理 】15. 若 (X,T) 是 T: 空 间 ， 则 其 紧 子 集 必 是 闭 集合 . 
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【定理 116. 具有 无 限 个 点 的 T; 空 间 (X, 了) 含有 无 限 个 不 相交 的 开 集 合 族 . 
[EW]. 在 了 :空间 里 ， 任 何 收 敛 点 列 有 唯一 的 一 个 极 跟 点 . 
【定义 }24， 正 别 空 间 ”拓扑 室 间 (X,T) 满 足 次 之 维 托 利 (Vietoris) 公理 
[R] 时 ， 称 为 正则 空间 (regularspace). 
[R] 设 X 的 一 个 点 x 和 闭 集 F， 且 x 筷 F. 这 时 存在 不 相交 的 开 集 合 U,, 
Ur 满足 

xEU s FCUr, HU, NUr=ġ. x&Ur | 
【定义 ]25。 个 ;空间 拓扑 空间 (X, TEET E A V Et IEWJ2= [B], nik T A 
lB). | l 
注意 7: 空间 是 T? 空 间 ， 但 正 由 空间 不 一 定 是 T: 空 间 . 
1 定义 ]26. 正规 空间 拓扑 空间 (X,T) 满 足 次 之 鸟 利 逊 (CUryshony) Z 理 
[N] 时 ， 叫 做 正规 空间 (normal space). 
INI 对 于 发 的 两 个 不 相交 闭 集 合 Po F, 存在 不 相交 的 开 集 合 Uro Up 使 
得 FICUF，Fz 站 Uri 一 上 FICUr Fi NUrn=ġ, 如 图 15-16. 
【定义 ]27, 工 ,空间 ”拓扑 空间 (X,T) 既 是 Ti 空间 又 是 正规 空间 时 ， 叫 做 T 
空间 ， 


图 15-14 
注意 TT, 空间 是 TT 空间， 但 正规 空间 不 一 定 是 正则 空间 ， 

分 离 公 理 更 向 着 完全 正规 (complelely normal) 和 完全 正则 
(completely regular) 的 概念 扩张 ， 这 些 都 意味 着 更 接近 实数 具有 的 结 
构 ， 实 数 的 任 二 点 间 的 距离 是 可 以 确定 的 .研究 拓扑 空间 与 定义 了 距离 的 
空间 ,距离 空间 ,之 间 的 联系 是 1920 年 左右 开始 的 ,完全 解决 这 个 问题 ， 是 
进入 五 十 年 代 以 后 的 事 . 
【定义 ]28， 距 离 ”给 定 集 舍 X， 若 存在 由 XxX 到 非 负 实数 的 映射 d, 满足 
如 下 公理 ， 风 称 @ xX ERB metric). 

[Mo d(x,x)= ), 

[M+] d(x,z) Sdlx x) Hdly, z), 


$3. 3. 集合 与 拓扑 (931) 


[M] dlx, y)= aly, x) x) 

[Ma] i xy, i] a(x,y)2>0. 
其 中 dlx yik x F y 的 距离 (distance). 
【定义 ]29. R ”对 于 具有 距离 4 的 集合 X 的 点 x, 把 集合 {y1d(x,y)<e)。 
叫做 中 心 为 x， 半 径 为 e(e>0) 的 球 (ball)， 记 为 B(x, e). 
【定理 】18. 由 有 共有 上 距离 d 的 集合 X 中 所 有 的 球 构成 的 族 是 XX 的 一 个 拓扑 基 。 
注 完 ”拓扑 基 (base) 这 个 概念 在 前 面 没 有 定义 过 ， 可 这 样 来 解释 . 对 应 于 
一 个 点 x 及 包含 这 个 点 的 任意 开 集 U。， 必 存在 一 个 基 的 元 B 使 得 x€ BC 
U.， 由 这 样 的 B 的 集 谷 族 可 以 决定 出 T， 因 此 可 以 用 来 代替 工 . 
【定义 ]30。. 距离 空间 ”具有 距离 d 的 集合 X 有 以 球 作 为 基 的 拓扑 , 把 这 样 
拓扑 站 做 由 d 诱导 的 拓扑 ,把 X 和 这 个 拓扑 组 成 的 空间 叫做 距离 空间 (me 
tric space). 记 为 (X,d) 
【定义 ]31. 可 度量 ”对 于 拓扑 空间 (X,T)， 存 在 X 的 距离 4， 当 d 能 诱导 
出 工时 ，(X,T) 叫 做 可 度量 的 (metrizable)， 
例 在 离散 空间 上 定义 d(x,x)=0，d(x,y) 一 1 (x==y), 则 成 为 距离 空间 。 
由 这 个 距离 诱导 出 的 拓扑 与 原 拓扑 ~- 致 ， 所 以 离散 空间 是 可 度量 的 ， 
【定义 ]32. 第 二 公理 空间 ”一 个 拓扑 空间 (X,T) 满 足 次 之 第 二 可 数 公 理 
[cs] 时 ， 叫 做 第 二 公理 空间 (Second axiom space). 

[c:] 对 于 T， 存 在 可 数 个 基 . 
【 定 列 119 .满足 第 二 公理 的 Ts: 空间 是 可 度量 的 空间 ( 乌 利 逊 定理 )， 

(UER). 
【 定 更 1355， 局 部 有 限 ” 设 (X,T) 的 子 集合 族 为 e FE X 的 各 点 处 ， 具 有 
这 样 的 邻 域 ， 使 得 这 个 邻 域 最 多 与 e 的 有 限 个 元 具有 非 空 交集 ， 则 e 叫做 

局 部 有 限 (locally finite). 

【定义 ]34. o 届 部 有 限 (XT) 的 子 集合 族 e 是 可 数 个 局 部 有 限 族 的 个 和 
时 ， 叫 做 o 局 部 有 限 (o-locally finite). 
【定理 ]20. 拓扑 空间 (X,T) 是 可 度量 的 ， 其 充 要 条 件 是 ， 这 个 空间 是 具有 
o 局 部 有 限 基 的 T 空 间 、 尔 洛 天 定理 ,) 

(UEBER) | 


5"5 距离 空间 | 

实际 上 ， 距 离 的 概念 并 不 是 拓扑 性 质 ， 因 为 很 明显 ， 一 个 橡胶 体 变形 
时 ， 或 伸 或 缩 ， 距 离 是 变动 着 的 ， 但是， 距离 空间 却 是 作为 拓扑 空间 最 终 
目标 的 实数 空间 的 最 重要 的 一 个 落脚 点 。 因此 以 上 的 叙述 就 说 到 拓扑 空 
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间 可 具有 距离 为 止 ， 下 面 再 FER 举 几 个 距离 空 间 所 具备 的 性 质 . 

我 们 知道 ， 距 离 空间 是 Ts 空间 ， 但 其 证 明 却 是 很 繁 的 ， 这 儿 只 给 出 
如 下 定理 的 证 明 . 
HERNI. ER ZÆ T: 空间 . 
证 明 设 距 离 空间 (X, d) 的 相 异 二 点 为 xy B. d(x;y)>0， 这 时 取 适 当 的 
56s 满足 0<2e<d(x;y) .再 取 两 个 球 B(x, e), BC, e), 它们 分 别 是 包含 x， 
y, UFES. E B(x, GANBOA PINARA ARA z 存在， 在 此 , 据 
[M2], [Ms] # d(x, y) <d(x,z)+d(z,y)<Xe+e<d(x,y)3F]8, J. B(x 
e) NBO e)=%, MERCX, T): Tz]. 口 
【定理 】22. 距离 空间 是 完全 正规 的 ， 

关于 这 个 定理 的 证 明 ， 由 于 没有 完全 正规 的 定义 ， 故 省 略 。 这 里 只 须 
知道 ， 距 离 空间 比 T. 空间 进一步 满足 前 面 分 离 公 理 . 
【定义 ]35。 第 一 公理 空间 ”对 拓扑 空间 (X,T)。 当 满足 次 之 第 一 可 数 公 理 
[cI] 时 ， 叫 做 第 一 公理 空间 (first axiom space). 

[cl] 对 应 于 XX 的 所 有 点 x， 存 在 包含 x 的 可 数 多 个 开 集 合 族 {B， 
(x)}， 使 得 对 于 含 x 的 任意 开 集 合 G， 存 在 适当 的 B(x), W xE B.,(x)C 
G. 


还 把 这 个 {B,(x)} 叫 做 x 的 可 数 开 基 。 
【定理 ]25。 距离 空间 是 第 一 公理 空间 . 


EA 设 对 距离 空间 (X, d) 的 点 x 有 有 甩 (z)= Bf x 二 ) 这 里 右 端的 Ba t) 


是 以 x 为 中 心 , 半径 为 一 的 球 , KA x 的 任意 开 集 合 为 G， 这 时 车 考察 由 距 
离 诱导 出 来 的 拓扑 ， 就 会 知道 要 适当 地 选取 e( 正 数 ), 就 会 有 B(x, ) C 
G, 这 时 再 取 n 满足 n> 二 ， 即 有 xE B,(x)C: B(x, z) CG, 也 就 是 说 , (x, 
d) 是 第 一 公理 的 空间 . O 
” ”关于 紧 性 ， 在 本 节 就 不 准备 再 讲 了 ， 这 里 只 把 与 距离 空间 有 关 的 一 个 
最 有 名 的 定理 叙述 于 下 ， 
【定理 ]24. 在 距离 空间 上 ， 要 使 一 个 集合 为 紧 集 合 ， 其 充 要 条 件 是 ， 这 个 
集合 为 可 数 紧 集合 . 

证 明 省 赂 ， 以 下 介绍 可 数 紧 性 的 定义 ， 不 过 在 实数 空间 内 紧 性 、 可 
数 紧 性 、 有 界 闭 集 这 三 个 概念 是 等 价 的 ， 
【定义 156. TREE (X, TNO RART R (Countable con.pact) 
是 指 4 的 可 数 无 限 子 集合 至 少 存 在 一 个 聚 点 ， 


$ 3. 集合 与 拓扑 四 (933) 


— —  — 一 -一 一 一 


3.6 实数 的 连续 性 

本 节 我 们 讲 的 是 在 集合 上 引入 折 扑 结构 ， 并 考察 与 这 个 结构 有 关 的 空 
间 的 属性 ,逐次 把 这 个 结构 复杂 化 ， 最 终 到 达 距 离 空 间 . 当然 这 样 研究 的 最 
终 目 标 还 是 实数 空间 。 首 先 介 绍 在 实 冯 集合 中 引入 wx 拓扑 和 wp 拓扑， 当然 
其 它 各 种 各 料 的 拓扑 也 可 以 引入 ， 这 里 所 说 的 实数 空间 ， 是 指引 入 了 vw 拓 
扑 的 实数 集 ， 自 然 ， 若 再 赋 以 适当 的 距离 它 就 会 成 为 距离 空间 , 不 仅 如 
此 ， 它 还 具有 一 些 单 是 距离 空 间 没 有 的 属性 ， 在 这 些 属性 中 ,最 重要 的 
是 连续 性 和 一 致 性 ,我 们 只 对 连续 性 作 较 少 的 叙述 ， 
EXIT. EPAR AR ”实数 华 合 R 的 子 集 合 .4 是 上 有 界 的 (upper 
bounded)， 是 指 存在 一 个 实数 a 使 得 对 A 的 任意 元 x EJ x <a 成立. 这 
个 a 叫做 4 的 上 界 (upper bound). 用 同样 的 方式 ， 可 定义 下 有 界 和 下 
界 (lower bound) 若 实数 集合 .4 既 上 有 界 又 下 有 界 ， 就 简单 地 叫做 有 界 
(bounded). 
【定义 】38, 上 确 界 .下 确 界 ”把 实数 的 集合 4 的 最 小 上 界 叫做 上 确 界 (leas 
upper bound)， 同 样 地 ， 最 大 的 下 界 叫 做 下 确 界 (greatest lower 
bound). 
[cc] 条 件 完备 性 公理 (axiom conditional complete) 上 有 界 的 实 
数 集合 必 有 上 . 确 界 . 

实数 作为 满足 [c'c]j 的 有 序 域 ， 利 用 [cc] 和 有 序 公理 及 域 的 公理 就 可 
以 把 实数 的 全 部 性 质 诱导 出 来 .把 满足 [c'c] 这 一 性 质 叫做 具有 连续 性 . 

实数 具有 连续 性 ， 所 以 对 实数 列 {a,}， 如 下 的 几 个 定理 成 立 ， 
【定理 ]25. 上 有 界 的 单 增 数列 必 收 敛 . 
证 明 把 数列 {a,} 看 成 是 实数 的 集合 则 它 存在 上 限 a. 由 上 限 的 性 质 ， 对 
任意 正 整 数 E, 存在 一 个 序号 no (Bf a—ze<a <a 成 并 ,又 由 于 《as} 是 
单 增 的 ， 则 对 满足 nno 的 所 有 的 nn 有 anran. 

Enno, Nj a 一 e 之 a 三 a<at+e. 

“ limas=a. G 
【 系 】 下 有 界 的 单 减 数 列 必 收 敛 ， 
【定义 ]59. 数列 的 聚 值 对 于 数列 {aosy， 所 谓 a 是 (av} 的 聚 值 (cluster 


value), MEIE AAEN a MAAF a. 
[%2238126. tilim a=a, Nja 是 数列 人 as 的 唯一 聚 值 。 


证 明 设 as} 的 另 一 个 聚 值 为 b, 则 有 一 个 子 数列 (ase)? WW Elimas =b, 
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但 已 有 limaa. 


lin Opin) = G< 
n— co 


^ a=b., 0O 
【定理 ]27。. 若 数列 {a,} 是 有 界 数列 , 则 它 至 少 有 一 个 聚 值 . 〈 波 尔 查 诺 一 外 
尔 斯 特 拉 斯 (Bolzano 一 Weierstrass) 定 理 .) 
证 明 册 于 (ar? 有 界 ， 故 存在 b,c， 使 对 所 有 的 n £ b 委 os 委 c， 这 时 我 们 . 
用 如 下 的 方式 来 确定 数列 {b,}，{cs}。 

Ú W b i=b, ç1” Ç, 

其 次 ， 取 1 一 d;， 这 时 {a} 中 必 有 无 限 项 属于 [bu, gj] 或 [di cl] 


当 有 无 限 项 落 在 [bl dl] 中 时 ， Wb: =b], cs=di; 有 无 限 项 落 入 [di, 
01] 中 时 ， 取 bs=d1，cs=c1. 这 样 就 确定 了 bz,cs， 以 此 类 推 ， 设 已 确定 了 


ba» Cus ARRE =d, FTE (a, VA GR MYS A [bw d,] =k [da Ca] 
之 中 ， 若 [bw dsj 中 落 入 了 无 限 项 , 则 记 b,,i=b,, Cn: = da; HÆ lda Cal th 


落 入 了 无 限 项 ， Bjb, 1 一 dn， Cr+1 一 Cn 于 是 确定 了 VETS C, , i. FA AIHA 
法 ， 即 可 确定 出 数列 {bs}, {cn} 了 :由 于 对 所 有 的 b, 有 b,<ci， 对 所 有 的 ec。 
有 cs<<b1， 而 {bn} 是 单调 增加 的 ，{c,} 是 单调 减少 的 ， 所 以 必 存 在 a a 
jë lim b.=a, lim cx 二 as .由 于 对 所 有 的 n， A b,<c,, Pr Dl asa”. È 
a<”, M|@ a=, HF embii leo), 对 充分 大 的 所 .有 ~ 
b <e, 然而 由 于 bus 大 a a Scn $ cnb, >a -a =e FE a=a., 

现在 ， 再 来 确定 {a,} 的 子 序列 ， 令 p(1) =1， 一 般 地 ， 若 g(n) 为 自然 
BAIRE {k| arC [bu c,]] — {k 上 过 p(n 一 1)} 的 最 小 数 ， Moln) EK 
的 单 增 序 列 ， 由 于 baca. Ken 

所 以 子 数 Fand KAT a. 旭 是 说 ，a 是 {aw} 的 聚 值 . . ; 
【定义 140 .基本 列 或 哥 西 (cauchy) 列 数列 {a,} 是 基本 列 (fundamen. 

tal sequence)， 是 指 对 任意 正 数 e， 可 以 确定 一 个 相应 的 mp， 使 对 比 
mo 大 的 序号 ,nn 有 [al 一 arn| <e， 
【定理 】28. 基本 列 是 收敛 的 。 
证 明 设 基 本 列 为 fo*y， 对 正 数 1， 取 序号 m 使 之 对 不 小 于 Mt 的 任意 序号 
Ln, A joia! LIRE, 令 1=jo,， n>m 时 即 1 ano— arl <ú 
! an| Llan! +L. 
这 时 令 Maxliaii» iazls e, lasa-il, lani +1)=b, 


$ 3. 集 合 与 扑 扫 (935) 


AX =~- 4m |an! <b,] 所 以 {as} 是 有 界 的 ， 从 而 所 [定理 ]27 RAR. 
值 a, 且 存在 子 数 列 {anm}, 满足 lim Ogin) a. 


即 对 于 一 切 正 数 es， 存在 序号 mMm, 使 当 n>n 时 ,有 laeo—alZe/2 

并 且 由 于 {a 光 是 基本 列 ( 哥 西 列 )， 所 以 对 任意 >0, 存在 序 号 na， 使 
对 于 大 于 ?2 的 任 二 整数 1, m, 有 

|ai— an! <e/2, 
再 则 ， 由 于 go 是 严格 单 增 序 列 ， 所 以 存在 序号 ns 使 当 #>ms 时 ,有 
Na Lain) . 
这 时 取 No 二 max(nonzsns) 及 m2>No 则 有 
[anma Ilan—arn | 十 | as y—al<e/2+e/2=e,. 
lim a. =a. 
【定义 1341。 完备 性 ”在 实数 域 中 ,一 切 基 本 列 都 收敛， 这 一 性 质 叫做 实数 
的 完备 性 (compieteness)， 

对 于 实数 的 连续 性 有 多 种 不 同 的 定义 法 ， 在 这 里 ， 首 先 取 定 完备 性 公 
理 ， 导 出 其 它 的 各 种 性 质 .此 外 ， 常 用 的 方法 是 如 下 所 述 的 哉 德 金 分 割 
z. 

【定义 ]42. HA ”把 一 切实 数 分 成 A4, B 两 组 ， 使 属于 .A 组 的 所 有 数 比 属 
于 B 组 的 所 有 数 都 小 ， 象 这 样 的 一 种 分 组 (A, 中 ) 叫 做 实数 的 一 个 戴 德 金 
分 割 . 这 时 称 A 为 下 组 ,， 称 B 为 上 组 . 
【定理 29.。〈 戴 德 金 定理 ) 对 于 实数 的 每 个 分 割 ， 在 上 、 下 组 的 交界 处 必 有 
唯一 一 个 确定 的 实数 . 

也 可 以 把 [定理 ]29 取 作 公 理 ， 而 把 完备 性 公理 作为 定理 ， 或 把 [定理 】 
25 取 作 公 理 来 导出 其 它 的 结果 等 都 是 一 种 方法 ， 而 且 是 等 价 的 方法 ， 详 细 
的 论述 可 参考 高 木 上 页 治 著 的 “解析 概论 "( 岩 波 书店 ) 一 书 ， 


Ii 代数 ` 


$1. 线性 代数 


11 nm 维 向 量 及 其 运算 
[LEX]. na E 顺序 写 出 来 的 个 实数 的 一 个 有 序 组 (ci，cx， 
… Ga) 叫做 n 维 实 向 量 ， 以 6 表示 。 当 a 是 复数 时 ， 叫 做 *# 维 复 向 量 . 
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【定义 1]2. 分量 ci 称 为 a ; 的 第 i 个 分 量 ， | 
以 下 仅仅 讨论 实 向 量 ， 因 此 就 把 实 向 量 简单 地 叫做 向 车， 


EXI. 向 量 的 相等 ”两 个 向 量 ， 当 维 数 相等 ， 且 各 对 应 分 量 也 相等 
时 ， 叫 做 相等 。 即 是 说 ， 当 


ea G2s .. Gr)» b ss (b, b; eng b,); 


有 


一 > 


<=> a= bp az= by PE an 一 bw 
LEX]. 向量 的 和 ” 对 于 两 个 n 维 向 量 a 和 25， 把 它们 对 应 分 量 的 和 作 
为 分 量 而 组 成 的 向 量 
(ai +b, artboy “e da 十 ba) 
叫做 a 和 加 的 和 |， 以 se +b 表示 ， 即 是 说 ， 
a 5 =c ç EN E (i=1,2,---, n), 


定义 5， 零 向 量 ” 各 分 量 都 是 零 的 向 量 叫做 零 向 量 ， 以 o AR. 
o= (0, 0, 0), 


【定理 】1. 对 于 向 量 的 和 ， 下 列 关系 式 成 立 ， 

(1) 交换 律 a+b=b+a; Ps" 

(2) 结合 律 (a+b)+e =a+(b to) 

(3) 零 向 量 的 性 质 O+oama+t0=a; 

(4) 减法 _ 对 于 任意 的 a pbi 能 满足 a +x PA 的 向 量 x 仅 有 一 
个 ， 把 这 样 的 x 记 为 si a (由 向 量 asb 求 出 x 的 运算 称 为 向 量 的 减法 ). 
证 明 (1) 对 于 a 十 b 及 Db 十 a a 的 第 1 个 分 量 ai 十 bi bitar 有 
Gi+bi=b;+ai(i=1, 2, e un) 

(2) 其 左右 两 端的 对 应 分 量 都 是 相等 的 。 

(3) 由 向 量 和 的 定义 显然 可 知 加 

(4) w a i aa es an) b =(b; b, +, ba) 


x =x _X2 °. Xa), 则 
G ky ss b <>ai-Fxi==b, (i=1,2, n) 
<> xi=bi—ai(i=1,2, y, \ 
b—a =(b;,—ay b;—a> “py b,— da). a 
12 ARHAR 


【定义 16， 向 量 的 ) 倍 2 4 3 2 9k. ioa =(a,, ar es an) BAS 


SLRERK (937) 


1. a ( 即 40 是 把 4 的 各 分 量 乘 4 后 所 成 的 向 量 ， 即 是 说 
Po Aaz, + Aan). 
【定理 】2. 对 于 向 量 的 数 乘 ， 下 列 诺 法 则 及 等 式 成 立 : 
(1) 分 配 法 则 I ACa + b)=h0 +b; 
(2) 分 配 法 则 I _(A+u)a aia Fua ; 
(3) Cp)a =A(ha ); 
TORX a= a, 0， g 0 ， 10=03 
(5) a Pa = 0. 
证 明 容易 验证 在 (1) 一 OLTA 右 两 端的 各 分 量 相 等 。 | 
注意 常常 号 (一 1)a = 一 4a. 口 


1.3 向 量 的 长 度 * 两 个 向 量 的 内 积 * 两 个 向 量 的 正 交 


(EXN. ARBHAR 两 个 向 量 a =la az “5 asb 一 (bi by =, 
ba) 的 内 积 (a ， 5b ) 定 义 为 它们 对 应 分 量 的 积 的 和 。 即 是 ， 

Cas Dh jb ad Eb _ 
注意 、 内 积 不 是 向 量 ， 而 是 数 。 内 积 也 叫做 纯 量 积 。 记 号 (a, bwT 
示 为 °:b. 

【定理 ]3. ARRA TIAR, 
(1) 对 称 性 _ Ca, b)= (b, a); 
(2) Ca, +b, oc = (a> e Cp; °): 
(3) Qa, b)= ita by: 
(4) (u; a )>0, 等 号 仅 当 a = 0 时 成 立 ， 
证 明 ”由 人 定义 }7， 以 上 诸 等 式 是 明显 成 立 的 ， 例 如 ，(2) 的 左 端 


(° +b, e J= 2l ai+ti)e: 22222 
u =(a, c)+(D, o). 口 
【定义 ]8， 向 量 的 长 度 ”向量 a 的 长 度 jof 定 义 为 V a Farto Fa. 
即 是 说 ai= /Ce, ) 
【定理 ]4， 与 向 量 的 长 度 有 关 的 等 式 和 不 等 式 ， 

(1) WEARER] CO, v) kalale, 
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一 > 


(2) p aa p aqa 
(3) | 4a|= PIF |a) 


(4) 三 角 不 等 式 【+al< alol. 
证 明 (1) 对 维 数 采用 数学 归纳 法 证 明 ， 当 n=1 时 ， 这 显然 是 对 的 ， 今 
设 n=k 时 成 立 ， 由 此 证 明 n=k+1 时 也 成 立 。 


[al |z = AÅ?’ + ags: , 这 里 A 二 ?十 十 … +l A20); 


b=B+ol REB =b+b + +b1(B20); 


Uas b ):= (C+ arb) XR C= abı +a;b;+:: 二 +asb:; 
(ia | [b |y:=( A +a) (B? +b?) = A: B2 + Ab: 十 Bo 1 
+a. bł, 
+> > 
(a. b Y =C? 42C arr ibiri tat, by 
> > 
(lallb/)’— (G; b )? = A'p'—C2+ Ab, —2Ca,ba: 
+ B%*a 2 k+1° 
由 归纳 假设 知 ,，AB 之 1Cj, EHU ZFP. 
又 因 A:B2— C20, # Abi ,—2Ca b, i+ B'at, 20, 
故 有 Gal- Jb SCa, b BD ta'lb)2 (a, b)» 
《2)、《3) 两 条 ， 由 定义 是 显然 成 立 的 . 
(4) |a +b |?=(a +b, a+b) 
= (a, a)+2(a» b)+(b, b) 
<|alt+alallbil+i] 91: 
> -> 
一 (ja | 二 |5 12, 
la+b|<!a +I 5 l. 


s. 吕 
注意 ”在 二 维 、 三 维 向 量 的 情形 下 ， 以 上 这 些 等 式 和 不 等 式 的 几何 意义 是 
很 清楚 的 . 【定理 4 是 由 低 维 向 量 向 商 维 向 量 的 推广 . 


LEXI. EX 两 个 向 量 0,5 当 (a ,5D) =0 时， 叫 做 正 交 ， 表 示 成 了 上 
b 。 


Š 1. 线性 代数 (939) 
【定理 5， 对 于 向 量 的 正 交 ， 下 丈 j 关 系 式 成 立 ， 
(1) 正 交 的 对 称 性 ab 一 >bLoi 
(2) 正 交 的 线性 性 a rb, a L c => a + (pko) 
a Lb 一 > oA4b(4 是 任意 实数 )。 
证 明 (1) B. ” a a’ _ _ 

(2) 前 一 式 (a, b+c)=(a, b)+(a, c)=0. 

后 一 式 (a,4b)=4 (a, b)=0. n 器 
例题 试 证 明 abl] atb 1?=| a 1?+1 b 1?( 匆 股 定理 ). 
解 | a+b |:=(a+b, atb) ` 

=(a, a)+2(a, b)+(b, b) 
m” w F E] b 1 2 十 2(@， b )» _ 

^ |at+bl:=|al:+| o VE (a, b)=0, 即 a L b. 
A 在 二 维 向 量 的 情形 下 (图 15-17) 这 正好 是 多 
股 定 理 ， 因 此 ，. 上 述 一 般 结论 也 叫做 勾 股 定理 . 

1.4 线性 无 关 ， 线 性 相关 


4 
4 


a+b = 
aK. c ¿k b 
【定义 ]10. 线性 无 关 ?个 A ar» a2) °° Grs 
当 满 足下 列 条 件 ; ? 
Ae S Np ia PE a ee 0 way = A, 图 15~17 


“=h,=0 时 ， 岂 做 线性 无 关 的 。 
线性 相关 ”如果 al,，as，…，a, 不 是 线性 无 关 ， 则 MU 做 线性 相 k. 换 言 
a 有 ?7 个 不 全 为 零 的 数 Av hs py ,使 ; : 

Ai a 十 42 a; T" “十 4,0, 一 0 . 
例题 对 于 四 维 向 量 o = (1 0， 一 1，2)， Pe 0 0), € w 
(1, 0, 1, 2), . —1, © 2), AW 


(2) Sr b, c, TEARM. 
解 (1) Aatu b + vo =(4+vw 一 mm —À+3u +v. 24+2v)=0， 


u=0, 
一 修一 0 
== anza => A==n==yx=a0, 
一 4 十 3 +v=0, 
| — A +v=0, 
914+2y=)。 
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— -—— —— 


— — -一 一 一 一 ee 一 


(2) Pd + 有 b ego. + + F 二 (A 十 Vy 二 ft， 一 一 Tt -å+ 3u +y 
oÀ +2v+2r) wo, 


Bp 
À +v +r=0, O 
[~ 一 TI 一 0， ©) 
Wak +y =0, @ 
À +v ++*=0, ©) 
OSOR, 把 中 加 图 作 为 联 立方 程 组 求解 ， 则 Araivir=2ii (1); 
(-). ` 
因此 有 


2atb-c-d=0., 
Ra b, c a 线性 相关 ， 
【定义 ]11. 线性 组 合 把 gy pa …， a, 分 别 乘 以 适当 的 数 再 相 加 而 成 
的 向 量 叫做 ay az s a! 的 线性 组 合 ， 即 是 说 ， 把 形 如 
ea 十 ho 
的 向 量 叫做 ah， 02? ***» ca 的 线性 组 合 ， 41、 Àz» eee À 可 以 全 部 或 部 分 地 
为 0. 
【定理 16， 如 果 ol o e a, REXX, Ti ar ar “o o> bAt 
相关 ， MDAA a. Gr G> + _a! 的 线性 组 合 ， 
证 明 Bar ar BA a, 线性 相关 ， Ar Àz 5 À, H 使 
hai Gi 十 42 Gz 十 … hb 
其 中 Ay À> ， Àb a ` pass 4 三 0, 事实 上 ， 
如 果 4=0, 则 å, À> ts h 中 至 少 有 一 个 不 为 零 ， 且 
A ol 十 42 azt: tÀ, a= 0. 
这 与 ax ar “o 0 线性 无 关 的 假设 相 矛 对。 因此 /六 0， 
n 3 O Ar > A? 


= — -- “一 站 -一 Ta 
ga 人 A 


1.5 向 量 空间 、 子 空间 、 基 底 
【定义 112. " 维 向 量 空间 V 所 有 n 维 向 重 的 集合 "叫做 n 维 向 量 空间 ,用 V 


Te 一 一 mm 


L t> A 


* 在 这 个 集合 中 已 定义 了 向 量 的 加 法 及 效 癸 运算 , 并 满足 上 述 运 算法 则 一 一 译注 


$ 1. 线 性 代数 (941) 

表示 ， 
V 的 子 空间 v 的 非 空子 集合 W， 当 满足 下 列 两 个 条 件 时 ， 叫做 V 的 += 
GR 

G) a, VEW> a+bEW; | 

(2) a Ew，4 是 任意 实数 时 ，4.a EW 
例题 w V 是 四 维 向 量 = B], W 是 形 如 《 (xi，2xi，xs，0); Xr xs 是 任 
意 实数 } 的 向 量 集合 AUER W JÈ VJ 2 B), 
解 Bi x = - 2x xs 0)C€C W, y = == (y, 2y> Yz» 0)EW, 

(1) x+y= (s, 2s, t» 0), 其 由 a= 一 XI 十 y1， t=xs+Jys> 
Bp x€w, y€w > x+yEW. 

(2) Àx = (Axo 2h4x1 ÀxXy DEW. 
由 于 W 满 足 条 件 (1)，(2)， 故 W ifra. A d 
【定义 115. nsn D 包含 向 量 cl，az，…， <, 的 最 小 
的 子 空间 叫做 用 ar， 02，…， ay 纹 成 (或 生成 ) 的 子 空间 ， 用 记号 [ss a> 
°° a,] 258, 
【定理 ]7. Lo op …， We azs =s sy 的 线性 组 合 的 全 体 


证 明 设 W =Lay G2 “9 arl» U Ai Gr az ° Ga, "的 所 有 线性 
组 合 构成 的 集合 ， 因此 ， | 


x x€u => x =4a +4: og Wg 
Hay as: me C W; W 是 子 空间 ， 所 以 此 线性 组 合 属于 W, BJ x € 
W. WU Sw. p P a i m 

XW x =h: thart tA a, K Y= hat pat t 0, 
是 UU 的 两 个 向 量 , O 

x+y= (4 十 Aa) art (hat ps Jart s4 (AFH) a CU, 

Àx aint Aht “十 44， a LEU. 
所 以 U 是 V 的 包含 al，as，…， a, , 的 子 空间 ， 由 于 W 是 最 小 的 这 种 子 空 
间 , 所 以 wSETU. 

WUSW 及 WSU 得 到 U=W. 口 
【定义 ]14. 子 空间 的 基底 W 如 果 测量 bi bz，…， b, 张 成 的 空间 是 W， 
同时 这 组 向 量 义 线性 无 关 ， 叫 TA bz, ee., b, 中 做 过 W= [bu 


b, + b] 的 基底 而 W 叫做 了 维 子 空间 ， | 
例题 设 克 是 三 维 向 量 空间 中 各 分 量 和 为 零 的 所 有 向 量 构成 的 集合 ， 即 
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| Was aa (X, X> xa); xi x, +x; =0 》 
试 证 明 
(1) W 是 一 个 子 空间 ; 
(2) 如一 (1， 一 1，0)， bs 一 (0，1， 一 1) 是 W 的 基底 ， 
解 因由 xEW， y EW TAA x+yC€Cw, AxEW, WORY. 
xs; ， 易 知 btE w, WEW, Hbr bs 线性 无 关 ， 对 于 W 中 的 任意 向 
Ra. 
X=(x1 xv x3) 
一 (xu 一 Xi 一 Xs，X3) 
= (xp 一 Xily 0)+ (0, — Xy x3) 
=x(1, -i 0)+(—xs)(0, 1, —1) 
=x, bi xs bas 
因此 { b:，bz } 是 W 的 基底 ， 即 (2) 得 证 。 
注意 在 任何 子 空间 中 恒 有 基底 玛 ? 一 -个 向 量 空间 的 不 同 基底 的 向 量 个 数 
是 一 定 的 吗 ? 这 些 都 是 应 解决 的 问题 ， 出 于 证 明 的 复杂 性 ”我 们 只 是 指出 
这 些 问题 的 答案 是 肯定 的 ， 而 路 去 证 明 。 O 
.【 定 义 ]15. EZK 7? 个 非 零 向 量 dl? G2 °° Grs 当 其 中 任何 两 个 向 量 
都 正 交 时 ， 叫 做 正 交 系 。 | 
办 一 化 正 交 系 正 交 系 中 每 个 向 量 的 长 度 为 1 时 ， 叫做 归 一 化 正 交 系 ， 显 
然 ,在 三 维 向 量 空间 中 i=(1,0, 0), j=(0, 1, 0), k=% 0, 1) 是 归 
一 化 正 交 系 。 a a S 
【定理 18， 设 W 是 用 线性 无 关 的 + 个 向 量 cv， ax…9; 张 成 的 子 空 间 ， 从 了 
选择 归 一 化 正 交 系 { bi， ba» by }， 则 可 用 b; bz» eneg b, KAT 
Lar ax + ojJ=[b, b =» b,] 
证 明 从 酷 ， 仅 以 下 面 的 例子 说 明 本 定理 的 证 明 。 


例题 在 四 维 向 量 空间 中 ， 试 从 三 个 向 量 ai= (1，1，0，0)，as=(0，1， 

2, 0), as 一 (0，0%，3，1) 作 出 被 它们 张 成 的 子 空间 的 归 一 化 基底 。 

解 向 量 cj， GEZ, We bi=au b=as。 在 W 的 向 量 中 有 取 
b=4b +u bam ga (À, À+, 3u+2, p) 

使 它 和 bs， ba 正 交 ” 故 由 内 积 等 于 等 有 


1. 线 性 代数 (943) 


— 


Wu aa =0 . 1 


一 一 


\3(34 十 2) 十 /一 0 
-> 1 i 
由 此 得 bs -(—> 3? p? -7 ) H bis bz» b3 是 正 交 系 。 


= (8, i, aE.) 
b 6 6 15 5 


Mlan 史记 } 是 所 求 的 归 -- 化 正 交 基底 ， 
注音“.… 个 子 空间 的 归 一 化 正 交 基 底 ， 一 般 有 无 数 多 组 。 


S2. #⁄E 阵 


21 矩阵 及 其 运算 (加 减 ) 
LEX]. EBE mxn 个 数 排 列 而 成 的 矩形 阵列 


( G12 *" | 


| G21 G22 * G2n 


A=| 
ux | 
Gue der ， 
叫做 (m，2) 和 矩阵 (或 如 Xn BE), 在 此 ， 假 设 oi 是 实数 或 复数 ， 当 mW 
n 固定 或 无 须 标 出 时 , 可 写 4 为 4= aii). 
矩阵 4 的 第 i 行 第 j 列 元 素 ajs 叫做 4 G, DER. 
当 m=n 时 ，.4 由 做 MAE. 
【定义 ]2、 和 矩阵 的 相等 ”矩阵 4= (ci) B= (bu) 在 下 列 情形 下 叫做 相 
F, 
(1) 4 入 8B 的 行 数 及 列 数 分 别 相等 ， 
(2) 其 对 应 元 素 都 相等 。 即 


(944) 


aij=b;; G=1, 2, ++, m; j=l, 2, +, m) 

当 矩 阵 A .B 相等 时 ， 写 成 A= B. 
【定义 15. 和 矩阵 的 和 ”对 于 两 个 (m, n)a A=(lai) B=(b;), EE 
们 对 应 元 素 的 和 作为 元 素 的 矩阵 C, 中 做 .4，B 的 和 ， 用 .4 十 B 表示 。 
即 是 说 ,C=A 十 B 寺 >cj=aij+bi(i=1, 2, 1 m; j=l, 2, +, n) 
注意 ”矩阵 的 和 只 能 对 其 行 数 及 列 数 分 别 相等 的 矩阵 才能 考虑 。 
[EX 14. PER ”元 素 都 是 零 的 乍 阵 叫 做 零 和 矩阵 ， 用 0 表示 ，。 
【定理 】1。 设 4，8B，C,， 是 (W，1) 和 矩阵 ， 则 与 向 量 运算 相同 的 下 列 法 则 成 
AL. 

(1) 交换 律 A+B=B+A 

(2) 结合 律 (A+B)+C=A-+(B+cC) 

(3) IFERN, ME A, fí O+ A=A+0=.A 

(4) 减法 对 于 A B, N4 — Cn, n) ERX WA A+X 
=B, 把 这 写成 X= B— A, HI x;=b;-— aii 
证 明 ”与 向 量 的 情形 完全 相同 ， 事 实 上 ,在 考虑 加 法 及 数 乘 的 范围 内 ,(m， 
n)3EBEK mn 维 向 量 服 从 相同 的 法 则 。 o 
[DEX 5. ERKA R FEE A= la) 的 各 元 素 上 乘 以 14 后 作为 元 素 构 
成 的 矩阵 ， 叫 做 4 的 4 倍 ， 写 成 44， 即 AA=(Aa;i) 
【定理 }2。 与 丫 量 的 情形 相同 ， 下 列 诸 法 则 成 立 ; 

(1) A(A4+B)}=44+å4B; 

(2) (+u) A=AA+uA; 

(3) (Aa).A=A(uaA); 

(4) 04=0, 10=0， 1lA= A; | 

(5) 1A+(—1)A=0, (—1)A 写成 一 4， 
证 明 由 定义 《1) 一 (5) 显 然 成 立 。 口 


2.2 和 拖 阵 的 积 

【定义 ]6. # 设 4=(ai) 是 (0，m) 和 矩阵 ， 叫 = (5 站 是 (m, n) 矩阵， 而 
C 二 (cy) 是 (1，n) 和 矩阵 。 当 C 的 (人 力 元 素 是 由 A 的 第 i 行 构 成 的 m 维 向 
量 ai 与 的 第 j 列 构成 的 m 维 向 量 5 的 内 积 时 ，C 叫做 4 与 BiB 
写成 C=AB. 即 有 f l 


Cii=aiibij;T Gjsb2jT +H aiba = Panbs 
i=} 


1 y pa =a 5 EEEE E 
| | bi; 
|o» 
a, > Gi} Gi2 Qim | | : || Cij 
| | | | 
| b.i | | | 
E 5 5) | 
š bi= pandi 
k = la 
例题 ” 试 求 下 列 矩 阵 的 积 
1 2- 2 3\ 
(1) -2 1 0 | = 
1 0 3 2 
1 3 3 0 
2 
= | 2 一 1 | | 1 2 | 
3 0 i 3 
人 
1 2 2 一 |! 
解答 
一 3 6 6 3 9 
(1 (2) 1 | £: | 
) = -a A al ir ,| 
8 15 | 


(EXIT. 和 矩阵 A, B 可 交换 是 指 AB= BA 
注意 (1) AB=BA 的 含义 是 ， 首 先 AB, BA 两 者 都 必须 有 定义 ， 然 后 
相等 。 因 而 4, B 必须 是 同 vE iy DE 

(2) AB, BA 虽然 都 有 定义 ， 但 未 必 总 是 相等 ( 见 上 例 (2)，(3)) 
【定理 1， 对 于 和 矩阵 的 积 ， 下 列 诸 法 则 成 立 

(1) 结 台 律 (CAB)C= A(BC) 

(2) 分 配 律 ACB+C)=AB+AC 

(A+ B)C= AC+ BC 
(3) (AA)B= A(AB)=240.AB). 
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这 些 等 式 表 明 ， 当 其 左右 两 端 中 有 -一端 被 定义 时 ， 另 一 端 也 被 定义 ， 而 且 
证 明 (1) 设 (4B)C 被 定义 ， 故 可 设 4 Elm, nE, BÆ Gn, p) 3⁄4 
ÉE, C 是 (p，g) 和 矩阵 . 这 时 卫 =-4 HJG, k) JE 


dit= ZJ ritbit | © 
1 


从 而 E=(AB)C=DC 的 (i, RKE 


, 
ci 一 人 daCr @ 
1 


将 @ 代 入 @ 得 “ 


“=P oa], 


k= 1 i= t 


交换 求 和 次 序 得 


“= Dl Deon] 


因 人 ee 有 是 BC 的 人 DER, 故 包 是 ABONG, 力 元 素 . 即 


”4(Bc)=(4B)C 

(2),， (3) 的 证 明 与 (1) 类 似 ， = 
例题 设 F 是 全 体 三 阶 方 阵 的 集合 ， 在 F 中 加 法 ,减法 和 乘法 按 通 常 的 
方式 定义 。 显然,【 定 理 }2、【 定 理 ]3 的 诸 法 则 也 成 立 ， 但 请 读者 想 想 ， 下 
面 的 备 法 则 也 成 立 吗 ? 

(1) AB=0== A=0 或 B=0 

(2) (A+B)’=.A:+2AB+B’ 

(3) 对 于 所 有 的 4EF， 在 在 矩阵 7 使 

LA= AI=.A 

成 立 。 

(4) 当 B, ACF(AƏ80)84, FE XE AX= R, 
N (3) 式 是 成 立 的 ， 这 只 须 取 


" $2.46 E (947) 
RTT. 
(1)，(2) 及 (4) 不 成 立 ， 其 反例 如 下 


2 一 4 Ñ 0 0 
(1) ° 0 3 ~ 2 HP 0 0 
0 0 一 ! 0 00 SO 0 0 


(2) (A+B)’=(A+B)(A+B)=A:+.4B+BA+B’ 
u ABšeBA B, 2632X( A+ B) = :+2AB+B) 就 不 成 立 了 。 
(4) 满足 等 式 


/1 2 3 0 0 
° 0 3|X= 0 1 i 
0 0 一 1 Wo 0 i 


的 矩阵 X 不 存在 , (SFREE) 
【定义 18. 单位 矩阵 ”一 个 方 阵 ， 当 其 对 角 线 上 的 元 素 都 是 1， 其 他 元 素 都 


是 0 了 时， 叫做 单位 矩阵 ， 即 是 说 ,所 谓 阶 单位 矩阵 是 这 样 的 mn 阶 方 阵 了 一 
(e), I 


eij=1, 
(i=1,2, n; j==1,2,-..,n). 
ei=0 (imej) 
【定理 ]4， 当 I ke ñ du RE, À 是 同 阶 的 任何 方 阵 ， 则 
A= A, IASA 
成 立 
2.3 道 矩 阵 
LEXIS. WERE YTOR 4， 使 
AX=XA=I 


的 矩阵 X 叫做 4 X EEGADE), H 4-1 表示 。 
【定理 15， 对 于 方 阵 4， 如 果 有 和 矩阵 X，Y 存在 使 

AX=YA=I (°) 
则 和 =Y， 且 这 样 的 X，Y 是 唯一 确定 的 ， 
证 明 设 4 是 n 阶 方 泗 ， 由 .AX 有 定义 ， 因 而 X 可 设 成 (mn，m) EE, 
4X 是 (n, m) EE. IN AX=I Pr m=n, BD X kon Br EE. RRE, 
Y 也 是 n 阶 方 阵 ， 由 【定理 ]3，(1) 知 (YA)X=Y(AX) 
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再 由 【定理 】4 及 (。 ) 知 ， 
X=IX=(YA)X=Y(AX)=YI=Y. 
F FUERE Ce ) 的 X 的 唯一 人 此， 如 果 还 有 一 个 矩阵 X 也 使 AX” =l, 
则 由 4X’ =Y4= 工 及 已 证 明 的 结论 得 X =Y =X. g 
本 定理 实际 上 可 放宽 条 件 如 下 ， 但 证 明 从 略 . 


【定理 1]5 .对 于 方 阵 4， 如 果 使 4X= 了 的 矩阵 X 存在 ， 则 XA=1 成 立 ， 
这 样 的 和 是 唯一 确定 的 ， 


例题 在 下 列 各 方 阵 中 ， 有 逆 方 阵 存在 吗 ? 如 有 ， 求 出 它 来 


1 0 2 
1 2 1 2 
(1) (2) (3) |0 2 0 
3 6 2 4 | 
0 5 1 
1 2 £ Xal 1 0 | 
解 (1) 从 “| = | 得 
3 5 X21 Xz: ) 0 1 | 
Xuit+2Xs X27 | 1 0 
3Xu+5X a 3Xiz 十 5X>? | 0 1 
Xi +2X,,=1 : Xi = -—5 
{4 
3X1 +5X,,=0 X, ,=3 


Xi: +2X,;,=0 , : 及 19 一 2 
[ 得 
3X +5X;,=1 及 22 一 一 上 


-j 

1 2 —5 2 

3 5 p 3 —1 
A 9 1 TS F 1 O 
(2) | = 

2 4J (Xa Xz 0 1 

Ce @ . 

2X + 4X;,,=0 @ 


| 1 2 | 
出 他 X2 一 @ 得 0=2， 方 程 组 人 @@ 无 解 ， 因 此 ， | J Tanka e t, 


: (949) 
ES 7 
1 0 2 ke de Xl rao 
| 
(3) ð 2 O Xa Xz X, |= |o 1 0 
0 5 1 Xs X2 Xss) 0 0 1 
aa + 2X;,= I 
| 2X21 sO ` Xi=1, X;,,=0, Xsi=0 


5X2 + Xu =0 
同样 地 来 解 关 于 其 余 未 知 数 Xi 的 联 立 方程 组 ,最 后 可 得 


1 5 一 2 
1 0 2N“1 1 

BG 省 
0 2 0| = z 
5 

5 1 o = I 


$3. 行列 式 
【定义 】 行列 式 


二 阶 方 阵 ”4= (gj)) 的 行列 式 是 * 
| Gil G12 
[A| = = G11022— 012021 
a21 022 


三 阶 方 阵 4=(a 廊 的 行列 式 是 


Gi Gp 013 


| G2  G23 a21 423 
[A= G21 022 0231 二 和 11 a 
a32 G33) Gs Gss 
@31 Gs G33 
az G22 
十 aaa 


ananos 十 alza23031 十 G13G21032 一 011023G33 
a31 Gas ` 


w G1i2G21G31i ~ G15G2zG31 


三 阶 方 阵 A= (ai) 的 行列 式 是 


m a —..— a mae ae 


eI A= {TARIA =0—— ik 


| an di2 G13 an | 
Goa Gss 02: G21 G2 G 

G21 022 G23 Q24 
[A= =an| as as azn [an| asa Pss au 

G31 G32 G3 G34 


G42 Q43 Gu Ga Ga du 
Ga Qi? Ga 4i 


G21 022 G24 G21 Ga, 23 


十 Gls| a31 as as | 一 01| G31 Gs ass ~ 


Ga Ga du | Ga Ge 043 

注 瘟 1. 下 面 只 对 三 阶 行列 式 进行 讨论 。 对 于 更 高 阶 的 行列 式 ， 也 可 类 似 地 
进行 讨论 。 

2。 和 矩阵 与 行列 式 是 两 个 完全 不 同 的 概念 ， 切 勿 混为一谈 ， 和 矩阵 表示 
由 车 干 个 数 排 成 的 矩形 阵列 ， 而 行列 式 是 一 个 数 ， n 阶 方 阵 A= (aii) 的 
行列 式 是 用 n 个 数 aij(i，j==1,2,…,n) 确 定 的 一 个 数 ， 也 就 是 说 , 是 个 
元 aij 的 一 个 消 数 
WE 试 求 下列 各 行列 式 的 值 


(1) (2) cos sin | (3) 
2 0 3 | a b ci 
5 2 1 sinl cos0 | > p? ož 
1—1 2 

解 (1) 
0 3|=1:0:1+(—1):3:5+2:2-2—1:3-2—(—1):2:1 
5 2 1 
一 2.0.5 一 一 11 
(2) | cos? 一 sinb 


=cos°0+sin20=1 


sin0 cos0 


A 1 1 
(8) , , 
a b c |=bc?+ce + ab? —bic—c'a— ab 
aš b? c? 
w =(a--b)(b—c)(c—a) 


T EERE- {e} lli Ej L Al =a 不 同 、 一 一 译注 


83. 行列 式 (951) 


下 面 是 关于 行列 式 性 质 的 若 于 定理 ， 其 中 陈述 的 性 质 对 于 所 有 # 阶 行 
列 式 都 是 成 立 的 。 但 在 写 出 行列 式 等 式 时 ， 只 写 三 SEETI Par ME 
只 是 对 三 阶 行列 式 进行 。 

【定理 】1， 将 行列 式 的 行 和 列 依次 调换 ， 行列 式 的 什 不 变 ” 


Gi G2 0C13 Gn GA Ga 
G2 Go 023 | 一 |G12 a22 “das 
Q31 032 33 G13 @23 0G33 


证 明 由 于 上 式 两 边 的 展开 式 相同 ， 立 即 得 证 ， = 
【定理 ]2. 当 行列 式 的 某 一 列 所 有 元 素 为 两 项 和 时 ， 该 行列 式 的 值 是 将 此 
列 两 项 分 开 后 ， 所 得 两 个 行列 式 的 和 (对 于 “ 行 " 也 有 同样 结论 )， 


, , 
Gu Guta”: a Giu da Gas Gn Qi G13 
, — è i 
G21 anta“: 023 | 一 | G21 @22 @23 + a21 G-22 O23 ļə 
`, 
asi a32 Ta-as G33 d31 dass @33 831 a? s2 033 


证 明 ”在 行列 式 定 义 式 中 的 各 单项 式 是 对 于 所 有 各 列 文字 的 一 次 式 , 因 而 。 


”例如 说 ， 


G1(a22+ G22)033= 011022033 + aria 22aG33s g 
LEM). 如果 行 列 式 中 某 一 列 元 素 全 为 等 , 则 该 行列 式 的 值 等 于 零 〈 对 于 
“ 行 " 也 有 同样 结论 )， 

【定理 ]4。 用 有 缚 行列 式 的 任何 一 列 时 ， ENINA kR (对 于 “ 行 
也 有 同样 结论 )， 


Gii kasz 013 Qii Gi? G13 
a21 kazz az3 | =R | az aos azl. 


G31 Ras: Gss Gs 032 @33 
R ER 4 5 h 相 乘 表示 A 的 各 元 素 《 而 不 是 某 一 列 ) 都 与 相 哥 
(2.1 的 [定义 ]5)， BE AR n RAEN RA 的 行列 式 变 为 4 的 行列 式 的 
k” 倍 。 
[kA]=kR"'J Al. 1 
【定理 15。 行 列 式 两 列 对 换 时 ， 其 位 仪 仅 变 号 (对 “ 行 " 也 同样 )， 


| Gii G13 Gil i? a 


` PASE i 
022 Q21 0G2?3 | 一 一 |1G031 Gos Go3 


Ë 


joz an as jaza Gz jal 
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【定理 16. 把 行列 式 的 一 列 乘 以 一 个 数 再 加 到 另 一 列 上 ， 其 值 不 变 《 对 于 
“ 行 " 也 同样 )， 


a an as| [ons on as+Raxsz 
aa az dazs|=|as az as+kRa:z|]. 
asl Gs G33| |as as as-+Ras,o' 
证 明 ”可 以 通过 直接 计算 ， 也 可 以 利用 【定理 12 和 【定理 到 将 右 端 变换 来 证 


明 。 ü 


$ 4. 行列 式 的 应 用 


4.1 联 立 线性 方程 组 
【定理 】! 。 克 莱 姆 公式 ”对 于 xu xx xs 的 线性 联 立方 程 组 
| i tarx tax =b; | 

dz1X1 十 G22X2 十 G23X3s 一 D2， 

Cais, + assXx2 t assxe=b; 
当 其 系数 行列 式 

Gu Gn an 
D=|asa az 023 | 天 0 


G31 32 033 


bl an an aa bi an 
1 1 
xı” D b: az a23 p Xs D G2 bz asal 
b az ass (Gi bs Gas 


$ 4. 行列 式 的 应 用 (963) 
b; an an i 
证 明 用 一 x: 乘 |b an azs| 的 第 2 列 ， 一 xs 乘 其 第 3 列 ， 然 后 都 加 


| 
bs as az! 


到 第 1 列 上 去 ,根据 $ 3【 定 理 }6 和 【定理 }4, 得 


bl dl asn bl 一 0G12X2 一 013X3 anu as Ql1X1 0G12 G 

bx ao 023 | 一 | bz 一 0G22X2 一 023X3 as a23 | 一 | azlX1 az 023 1° 

bs qas Gas bs— a:sx:  GssXs ds2s ass asxXi Gas, as 
= Dx. 

由 D0 得 到 定理 中 的 xi. EF x。、xs， 以 同 法 求 得 ， U! 


【定理 】2. ER 4 34 BX 34 | .4 380 BF, RAO EBE, 
A 要 证 明 当 [4 ,0 时 ,A Pf ka E, AFERRA .4 | 表示 
行列 式 ， 由 于 行列 式 只 对 方 阵 有 定义 ， 故 4 一 定 是 方 阵 )。 为 了 证 明 
1.41 装 0 是 4 具有 首 和 矩阵 的 必要 条 件 ， 要 用 到 关于 和 矩阵 积 的 行列 式 的 定 
理 ， 故 略 去 。 
因为 |.4 | 装 0， 故 由 【定理 11 知 。 
Gi Gu On 所 yí Zí l 0 0 


G21 (022 023 i Ya T 0 1 0 


a31 G32 Qa33/ \Xs Y3 Z3 0 0 1 


有 人 解 。 
事实 上 Xis X2, X3 作为 
auxitaouxs+anxs=l1, 
G2ixi T axz:x2 T assxs = 0° 
asixi 十 assxs 十 assxs 一 0。 


的 解 ， 可 以 求 得 。y;，zi(i 二 1，2，3) 也 同样 可 求 得 。 故 4 有 逆 和 矩阵 。 


4.2 和 矩阵 的 秩 和 向 量 的 线性 无 关 | 

[EX], ERRA ER 4 由 选取 7 个 行 和 7 个 列 ， 在 这 些 行列 相 
交 处 的 元 素 构 成 一 个 7 阶 方 阵 ， 它 的 行列 式 叫 做 4 的 7 阶 子 ( 行 列 ) R. 
当 .4 的 各 7 阶 子 式 中 至 少 有 一 个 不 为 零 、 而 r 十 1 阶 子 式 全 为 零 时 ， 就 说 
矩阵 A 的 秩 是 y， 

例题 
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1 2 3 一 1 


的 秩 是 2 
W ”选取 第 1、2 行 。 第 1、2 列 ， 由 于 行列 式 


1 2 
| = —43ç0; 
2 0 


因此 .4 的 秩 之 2， 如 果 能 证 明 所 有 三 阶 子 式 都 等 于 零 ， 则 A 的 秩 是 2, 
这 些 三 阶 子 式 是 从 .4 中 去 掉 了 一 个 列 的 四 个 子 行列 式 ， 它 们 全 都 是 0. 例 
如 去 掉 第 2 列 后 的 三 阶 子 行列 式 是 

il 3 一 ! 


2 2 2|=4+18—8+6—8—12=0. 

TE Š 
其 余 三 个 三 阶 子 式 也 都 是 0. 
[EXI 矩阵 的 行 向 量 、 列 向 量 (m， "ERE 4 的 每 一 行 构成 一 个 站 维 


向 量 ， 把 它 叫 做 4 的 一 个 行 向 量 。 A 的 每 一 列 构成 其 元 素 紧 直 排 列 的 m 
维 向 量 ， 把 它 叫 做 A 的 一 个 列 向 量 。 在 (3，4) 和 抑 阵 


Gil Gi Ui13 dyu 
P=|asa a22 aaa O24 


、G31 G32_ 033 a34 


中 ， 有 三 个 四 维 行 向 量 ai=(ail an ais ai)(i=1，2，3) 及 四 个 三 维 列 向 
#E 


ai; 

-J> 

bi=| az; | (j=1, 2, 3, 4). 
asi 


【定理 15， 炬 阵 的 秩 和 向 量 的 线性 无 关 
当 和 矩阵 | 


Gu ao as a 
P=| a2 az as az 


Nasi: Gs, Gy a4 


`Y 


§ 4. 行 列 式 的 应 用 (955) 


-es am  _ pe 


的 秩 等 于 7 时 ， 在 列 向 量 


G11 ~ G a13 dia 
一 > 一 > 一 > 一 人 
bi=| an b b= 1 az FF b=] az | b=) a2 
N a31 as; a33 - G3a ~ 


中 ， 恰 有 字 个 构成 发 性 无 关 组 ， 而 其 祭 的 列 向 量 与 这 ? 个 列 向 是 是 线性 
相关 的 ，、 

证 明 TBR, ERE P 的 秩 是 2, 因此 有 不 为 0 的 2 阶 子 式 存 
在 。 不 失 一 般 性 ， 假 设 它 是 


lan al12 | 
pe %0. 
Q21 Qs) 
tH 
012 dal 
Gi Gz 4d23| 一 0， 
CO31 032. 033 
G11 olz | | Gia dan G daij 
Bp ass Sua 十 Gasl =0. © 
û21 G22 ; G21 @23 G2 023 
又 因 D¥0, FMA 
aX aY = aiz 
a21% + az22y = G23 
A RIAL). 
E E | a3 az | Gr di 
x= pD’ y= D ' 其 中 ， F= ` D 
a23 aza | Gor 023 
亦 即 
auE aF 
p + D = qis 
azn E a sF 
Sk 一 G23， 
P Aa aE taF—anrD=0 
QE tazF ~az D=0, ©) 


用 记号 D. E. F 将 改写 成 
—asE—asF+ asD=0, 
ED asE+asF—asD=0. Q 
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(、 人 @ 便 可 用 列 向 量 的 关系 写成 
G11 a12 Gu N 
E| an [TF] az [—D ) az |=0, 


G31 An G32 033 2 a a 
由 于 D0, FF b. ban bb 是 线性 相关 的 。 同 理 ，bl、 ba 5 也 是 线性 
相关 的 。 | 
又 由 D3e0， 容 易 知道 如、 是 线性 无 关 的 。 D 
【定理 ]4。 线 性 联 立 方程 组 
auxX+arzy+asz=b1 
etapta =b 
asix +as,zy + assz=bs 


有 解 的 充分 必要 条 件 是 矩阵 
Gil dau din Gu an aus b. 
P=] gs as | =| az ae as b 
G31 832 i 31 Gs Gs b; 
的 秩 相 等 。 
证 明 与 【定理 ]3 的 证 明 几 乎 是 相同 的 ， 故 从 上 略 。 口 
例题 ” 解 下 列 方程 组 | 
i pi Mas 
(1 2x +2z=3, (2)? 2x +2z=2, 
3x+y+4z=2; A 
解 〈1) 没 有 解 。 其 理由 如 下 。 
1 2 9 
P= 2 0 param 
3 1 4 


Ë 2 S " 
Q=| 2 0 2 3 
gooo] 


的 秩 是 3(Q@ 有 3 阶 非 零 的 子 式 )， 


Š 4. 行 列 式 的 应 用 
两 者 的 秩 不 一 致 ， 所 以 没有 解 。 


对 方程 组 。 x 十 2? 十 3z 一 0， 
2x +2z=3, 
3X 十 ?十 4z 一 2 。 


H@x2—G@f 5x 十 5z 一 4， 
由 @@x2 一 Q@x5 得 0= 一 7， 
上 式 是 矛盾 的 ， 因 而 此 方 不 组 没有 解 。 
YX 十 2 十 3z 一 一 1， 有 解 。 其 理由 如 下 


(2) /2x 十 2z 一 2， 
3x+y+4z=2 


1 2 3 —1 k (1 2 3 
和 e-l: 0 2 ,| pm 0 
R 的 秩 是 2, 5 P 的 秩 - 一 致 


1 2 
i ,b= sexe n 
3 1 


3 —1 一 上 —3 

— 
c =(—z) | 2 一 22 
| \ 4 2 Ss 


是 与 Di、 线性 相关 的 ， 


1 2 一 1 —3 

D 3 9 h 0 H 2 一 2z 

3 2 1 2 一 42 

中 的 x、y 在 z 取 任 意 值 时 都 存在 。 求 解 


Haa ~ | — 37, 


2X  =2—2z. 


“得 到 x=1—z, y=—1—z, z=t4tik, 


eee 
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注意 上 便 的 几何 解释 如 下 ， 


— oa -一 一 一 .— et — ma 


YX 十 2? 十 3z== 一 1， (x=—1)+2(y+1)+3z=o0, G) 
Ë | 

y +z=l, => ; (x-1) + z=0, ®© 

3x-+y+4z=2. “3(x—1)+(y+1)+4z=0, @ 


@ 是 过 点 4(1， 一 1， 0) 而 还 二 于 向 量 (1， 2 DRWM. 
@ 是 过 点 4 而 垂直 于 向 量 (1 0 1) 的 平面 。 
图 是 过 点 4 而 垂直 于 向 量 (3, 1, 4) 的 平面 ， 

这 三 个 平面 有 公共 直线 


xtz=l yp xl yti 
(或 < = =r.) 


【定理 }5.(m、”) 和 矩阵 A 的 线性 无 关 的 列 向 量 之 最 大 个 数 与 线性 无 关 的 
行 向 量 之 最 大 个 数 相等 ， 部 每 于 A 的 秩 ， 
证 明 ”由 [定理 J]3， 和 矩阵 的 秩 = 线 性 无 关 的 列 向 量 的 最 大 个 数 。 又 矩阵 的 
秩 在 交换 行 和 列 时 是 不 变 的 ， 因 而 和 矩阵 的 秩 = 交 换 了 行 和 列 后 的 矩阵 的 秩 
一 线性 无 关 的 行 向 量 的 最 大 个 数 。 O 
注意 ”把 【定理 }5 换 一 种 说 法 就 是 

矩阵 的 秩 王 用 列 向 量 生成 的 子 空间 的 维 数 

一 用 行 向 量 生成 的 子 空间 的 维 数 。 


Š 5. 矩阵 运算 的 应 用 Ta. 


【定义 】 转移 概率 矩 量 ` n 阶 方 阵 P= (pi) 满足 下 列 了 两 个 条 件 时 ， 叫 
做 转移 概率 矩阵 ， 简 称 概 率 矩 阵 ， 

(1) p¿ú220, i, j=l, 2, +, n; 

(2) pa+po-- paml, i=l, 2, +, n. 
换 句 话说 ， 各 元 走 非 负 ， 且 每 一 行 元 未 的 和 都 是 ;的 方 阵 叫做 概率 短 阵 ， 


5. 矩阵 运算 的 应 用 (959 ) 


< 


1 1 1 
D — (0 — 
例 a i 
1 1 1 
{ra 
0 1 0 O 
L + K Y 
6 4 12.2 
是 4 阶 概率 矩阵 ， 


【定理 ]】1. 同 阶 概率 矩阵 的 积 仍 是 概率 和 矩阵. 也 就 是 说 ， 当 P=(pi), Q= 
(qii) 是 同 阶 概率 矩阵 时 ，PQ=R=(rii) 也 是 概率 矩阵 . 
=" E R=P0, IRE 


ES y. Nikäkje 


L=1 


因 pio pu 非 负 ， 故 Yi 之 0. 


其 次 ， 并 2 a) 
AB 


Hy =! (R=1, 2, <s n), PD ' 


hiza 


Xr- Loisi. 8 


【概率 短 阵 的 意义】 为 了 简单 起 见 ， 我 们 只 研究 n=4 的 情形 ， 假设 有 
Ar A» As A 四 种 状态 . 

处 于 状态 4 时 ， 下 一 步 分 别 转移 到 A Ar Ar A 的 概率 可 按 各 下 
方式 确定 ， 掷 股子 出 现 6 点 就 转移 到 状态 A4， 出 现 1 点 或 2 点 就 转移 到 
态 4:， 把 出 现 3 点 就 转移 到 状 态 A4;， 出 现 4 点 或 5 点 就 停留 在 状态 外 * 2 
并 用 pit 表示 由 状态 A 转移 到 状态 Ai 的 概率 ,. 于 是 有 
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— 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 -一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 下 全 


pu 一 停留 在 4 状态 的 概率 =4 点 或 5 点 出 现 的 概 一 上 
pl 一 由 A1 到 A: 的 转移 概 *=+. 


类 此 。 paa, p=. 
- ”可 用 同样 的 方法 确定 ， 当 处 于 状态 4; 或 4;、A4 时 ,其 下 一 步 转移 
到 状态 Ar Arn As A 的 概率 . 设 最 后 得 到 的 转移 概率 矩阵 为 

1 1 1 1 


3 3 6 6 


COR IE i 
2 


pà 
wj 


° 
° 
° 
m 


可 用 图 15-18 来 表示 这 个 矩阵 的 意义 其 中 41 一 > RRi, h 
就 是 说 ， 由 状态 A: 转移 到 状态 A 的 概 率 是 二 、 


X, @— > 表示 ， 从 Ay 出 发 下 一 步 仍 停留 在 As 的 概率 是 po= 
O, 表示 A Poa 不 转移 到 任何 别 的 状态 ， 即 pa =1. 


【定理 ]2. 设 有 个 相互 独立 的 状态 .41，.4,，…，.4w, 经 第 一 次 转移 后 ， 

由 Ai 移 到 4; 的 概率 为 pii N 

K (1) 若 任 何 一 种 状态 都 可 能 实现 ， 则 和 矩阵 P= (pi) E e RE 
(2) P # m AE P"= (pm) 也 是 转移 概率 矩阵 、P" 的 G. p 元 

Ko 表示 第 m 次 转移 后 ， 从 状态 A 转移 到 .4; 的 概率 。 

【证 明 】 O) AXA Ai TEBE A Ar e Ath 的 任何 一 种 状态 ， 


Š 5. 矩阵 运算 的 应 用 (961) 


所 以 yo- l; 


又 因 概 率 p20, MI 了 是 转移 概率 矩阵 . 

(2) 用 数学 归纳 法 (由 【定理 ]1 显 见 ，P" 是 转移 概率 和 矩阵 ) 

m=] 时 定理 成 立 . 

w4 m=k 时 定理 成 立 ， 证 明 当 m= 和 十 1 时 也 成 立 ， 

因 当 m= 时 定理 成 立 ， 所 以 P= PTR ph 表示 第 次 转移 
后 ， 由 A; 转移 到 A 的 概率 。 那 末 在 第 十 1 次 转移 过 程 中 由 A; 转移 到 
A 的 情况 遵从 (图 15-19) 所 示 规 律 ， 

p j= Pš G, 1263 2E2 k KEE IA A —y Aí KER. 


AMER kt 次 转移 后 ， Aimy 4 的 概 A; 
E3 EA 
Ftp. ~ 
ai K 次 转移 过 各 LARENN 
由 和 矩阵 乘积 的 定义 知 ， 这 是 Pt P 的 (i,j) i 
TE. EREK P! G, j) 图 15 一 16 
素 p%*? 是 在 第 kyl 次 转移 后 ，.4; 一 _y A; 的 概率 。 口 


nú 试 考察 稍微 复杂 一 点 的 网 球 比 赛 ， 设 在 一 场 比赛 中 ， 甲 取胜 的 概率 
为 ps， 从 而 乙 取 胜 的 概率 为 1 一 p. 试 求 在 多 场 比赛 中 ， 四 取胜 的 概率 ， 
解 设备 场 比赛 后 ， 可 能 产生 的 各 种 状态 为 
Aa: 0—0, A: 15—0, 4,: 0—15, As, 30—0, 
Ai: 0—30, As: 15—15, Ae: 45—0, Ar: 30—15, 
As: 15—30, As; 0—45, Aw: 45—15, An: 15—45, 
A: 30—30 (RFA) A: 45—30 (PRA) X44，30 一 45( 乙 领 
56) 
As: 甲 得 胜 ，4s， 乙 得 胜 .( 其 转移 关系 如 图 15-20)， 
则 相应 的 概率 和 矩阵 已 是 一 个 17 阶 和 矩阵， 如 后 面 的 (s) 式 其中， 比如， 
ps’?7=p, Ps: 3 一 人 4， 
p5 :一 0 (xE7, 8), 
Pi 12 一 9， Piy 1s 5P» 
pis :一 0 (x12, 15). 
Pis is = Pio n= L. 


(比赛 结束 ) 
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图 15-20 


为 求 甲 得 胜 的 概率 ， 应 当 求 
Pi} P34 PS ++. 
的 (0。，15) 元 素 的 值 ， 且 为 便于 计算 ， 最 好 先 求 
LPP HPA PiP 
的 (0，15) 元 素 的 值 . 


AA: Az As Ards As A Aa As Ai didi dis Aida. 


4 ¿Opqaq00000000 0 0 0 0 0 O 
Al P q 

Az q p 

Ás; p q 


-45 pq 


> 


$1. 线性 规划 (963) 


— hl .—— a a o 


H ”线性 规划 与 对 策 论 


$ 1. 线性 规划 


1⁄1 什么 是 线性 规划 
为 了 说 明 线 性 规划 的 意义 ， 首 先 看 几 个 例子 . 
例题 1， 由 联 立 不 等 式 x—2y2 —6, 7x—2y=<18, x+y2@ 0 表示 的 区 域 如 
(图 15-21), REAR {=x 2y 在 此 区 域 上 的 最 大 值 和 最 小 值 . 
M ”所 给 区 域 是 三 条 直线 


es se — —— n 一 -—— — -— 


x—2y=— 6, ©) 
7X 一 27 一 18， @ 


围 成 的 三 角形 ABC (图 15-21)， 其 顶点 
Ay B, C 的 坐标 各 是 AG. 5) D(—2 
2), C(2, —2). 
现在 设 
x+2y=k. ©) 图 15-21 


由 于 直线 @ 在 x 轴 上 的 截 距 是 R， PREi, 所 以 平行 于 图 中 过 点 


D(2,0)，E(0，1) 的 直线 . 由 于 f= 上， 所 以 平行 于 DE 移动 直线 @@， 使 它 
和 AABC 保持 有 公共 点 ， 这 时 四 的 截 距 的 最 大 值 与 最 小 值 ， 就 是 了 的 最 大 
值 与 最 小 值 . 但 多 通过 A 点 时 ，f 的 值 最 大 ， 其 值 是 1(4，5)=14. X, © 
通过 G 点 时 ，f 变 为 最 小 ， 其 值 是 1(2， 一 2)= 一 2， 

答 ， 最 大 值 是 4， 最 小 值 是 一 2. 
例题 2. 在 下 列 五 个 联 立 不 等 式 所 限制 的 范围 内 ， 求 x, y 的 一 次 sÑ 2x 十 
3% 一 2 的 最 大 什 . | 


2x—y—10=<0, @ 
4x+3y—30=<ç0, © 

4x—3y +6720, © 

x750, ©) 

; y=0. . | © 

W HEKATEO, ©, @. @. OKR (x, y) 构成 的 区 域 是 
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以 (图 15-2) FA O0, A(5, 0). B(6, 2), C(3， 6)、D(0，2) 作 顶 点 


的 闭 五 边 形 ( 局 界 及 其 内 部 ). 
设 f=2x+3y—2, 


WER f 一 的 斜率 是 一 忆 且 平行 于 图 中 过 M(6，0)， NO 47 的 直线 。 


因而 当 它 通 过 C 点 时 ，f 变 为 最 大 ， 其 值 是 f(c)=22. 

例题 3。 某 工厂 生产 A, B 两 种 产品 。 每 生产 一 个 单位 量 ， 平 均 各 需 电 功 
率 、 水 量 和 劳动 力 如 下 表 所 示 。 又 ， 在 一 定时 间 内 ， 所 耗 电 功率 ， 水 量 和 
劳动 力 分 别 不 能 超过 1200( 千 瓦 )，300( 吨 )，840( 劳 动 日 )。 再 有 ， 生 产 4 
的 每 一 个 单位 和 B 的 每 一 个 单位 ,所 得 鳃 利 各 为 5 万 元 ，3 万 元 。 


电功率 (千瓦 ) | 20 | 15 
k G| 6 | 3 
劳动 力 (H) 7 12 


(1) 用 不 等 式 写 出 ， 在 上 述 的 一 定时 
BA, ÆA 的 x 单位 和 B 的 y 单 位 时 ， 图 15-22 
x, y 应 满足 的 条 件 ， 

(2) 求 盈 利 最 大 时 x. y 的 值 及 此 时 的 盈利 ， 

N (1) x、? 应 满足 的 不 等 式 是 


20x+15y=<1200, D 
6x +3y <300, © 
7x+ 12y=<840, @ 
x20, y>0 © 
满足 这 些 不 等 式 的 点 4x、?) 构 成 的 区 域 是 


五 边 形 04BCD (15-23). 且 有 
二 .A(50, 0), B(30, 40), 
pgo B TEE A 
图 15-?23 
(2) ZRAZ f 则 
5x+3y=]$. 


D(0, 50). 


—— - ———— -- - 


- -~-- 一 - -一 - - 一 - -- 


1. 线性 规划 (965) 
这 是 斜率 为 一 也 的 一 条 直线 ， 平 行 移动 此 直线 ， 可 以 求 出 它 和 这 个 五 边 形 


的 公共 点 所 对 应 的 最 大 了 值 。 这 在 B 点 可 达到 ， 

最 大 值 =1(B)=270。 ` 
例题 4。 某 矿山 公司 拥有 出 矿 能 力 不 同 的 两 座 矿山 X!,，Xs， 假 设 它们 都 生 
产 上 等 、 中 等 、 下 等 矿石 。 出 矿 能 力 如 表 所 示 。 今 有 用 户 需 要 上 等 、 中 
等 、 下 等 矿石 各 12 吨 、8 吨 、24 m. 又 设 Xe X, 矿山 每 动工 一 天 ， 人 花费 
各 为 6 万 元 、4 万 8 和 于 元 。 问 ， 在 这 次 任务 中 ， 为 使 总 费用 最 小 ，Xu X, 
矿山 应 该 各 开工 多 少 天 ? 


解 RP Xis X; # 7 L Äis %2 Z ER APNR 
6xi 十 2x:? 之 12， (1) 
2xi-2x;,28, (2) 
4xi-12x;224, (3) 

Xi220, x;j220, (4) 

这 个 区 域 是 x 一 ABCD 一 x，( 图 15-24)， 

且 有 4(6，0)， B(3, 1) CU, 3) 

D(0, 6). 


O `. x 
设 这 时 的 总 费用 是 R， 则 O “DB D” 


这 是 斜率 为 一 WER. HTAR EC 的 斜率 是 一 1。 所 以 在 @ 通 过 
C 时 变 为 有 最小， 其 值 是 k=204, 000 元 。 又 由 CU, 3) 知 ,所 求 的 天 数 为 x = 


1, wa 一 3。 
如 上 述 诸 例 所 示 ， 在 满足 所 给 联 立 不 等 式 〈 所 谓 约 束 条 件 ) 的 变数 组 
中 ， 求 出 一 组 数 ， 使 另 一 个 给 定 的 一 次 式 (线性 函数 ) 的 值 变 为 最 大 或 最 
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小 小 的 问题 叫做 线性 规划 (Lineat TEITER E LP). 在 实际 问 
题 中 ， 如 例题 2、3、4 HRIBE, ER, x 和 > 的 值 是 非 负 的 ， 

在 上 面 的 例子 中 ,变数 只 有 两 个 , 因而 可 在 平面 的 多 边 形 土 来 讨论， 
但 车 变数 为 三 个 以 上 时 ,就 不 是 平面 图 形 问题 了 ,因而 必须 考虑 别 的 方法 ， 
为 了 解决 不 只 两 个 变数 的 线性 规划 名 题 ， 先 作 一 些 准备 。 

1.2 向 最 | 

2= JG FSE3RKIR (xu xo xa) 的 集合 ， 叫 做 立体 空间 或 三 维 空 
间 , 用 R“ "表示 。 这 时 数组 (xu xo s MEAR 中 具有 坐标 xy xa xs 的 
点 P， 或 说 确定 着 具有 分 量 xo xo x HARR, SRR 一 (xu xm 
xs) .或 者 自 原点 0 至 点 P 引 矢 径 0P， 则 R = OP。 这 时 0 叫做 始点 ，P 叫 
做 终点 ， 特 别 地 ， 以 O 为 始点 的 向 下 叫做 位 置 向 量 . 

向 量 还 可 以 用 一 行 的 垂 阵 或 一 列 的 矩阵 与 成 ， 


X1 ` 


[xi，x2，xXs] 或 | xs [(= [x x» x3) * 表示 转 置 矩阵 ).。 
Xs 
象 这 样 具 有 三 个 分 量 的 向 量 叫做 三 维 向 量 ， 一 般 的 mn SE E TJ P lJ 
样 的 定义 。 对 于 n 维 向 量 P= (xi, Xa t°, xx), Q= =(, Fas "p Ya) 
M, RE, ARURR FAMEEN F. 


P+Q= (xi ty, Wy py Se, xn 十 》s)， 《和 ) 
kP=(kxi, Bxs, =, kxn), l (E) 
P:Q=xiyixjyz:+- 十 xnyn， 《内 积 ) 
IP|=/ HET tT , ( 模 ) 


下 面 给 出 几 个 向 量 线性 无 关 和 线性 相关 的 定义 ， 
` RA m A: P,, P, MnS P, Fim 个 常数 C1 Cz, 


ii | Cw 范 等 
R 


C.P: +C,P, t +C,P,,== 0 (D 


34 HANA C,=C>---=C,=0 WJ UN 3, 则 这 样 的 m AN SQ Š 
关 和 的 ， 也 叫做 线性 独立 ,否则 ,只 要 有 不 全 为 0 的 常数 Cl，Cs,…， Cm， 使 
@@ 成 立 ， 这 些 向 量 就 叫做 是 线性 相关 的 。 

例如 ， 对 于 三 个 三 维 疝 量 e= (1, 0， 0), e,= (0, 1, 0); es 一 (0， 
0，1)， 若 要 


， C181 十 C282 +c383= (c, 0, 0 ) 十 co Cz» 0) 十 (0， C» e: 


n Ís 线性 规 RÈI (967) 


则 必须 cl 一 cj 一 cs=0， Bites er o 是 线性 无关 的 ， 
又 设 在 这 三 个 向 量 之 外 ， 住 到 向 最 a 二 《a4，as，a;) 则 有 
clei 十 aze? 十 ases 十 (一 1)a 一 0. 
在 系数 cl，a，aa， 一 1 之 中 ,由 于 有 非 0 数 存 在 ， 所 以 eI， er ep aÈ 
线性 相关 的 .而 号 由 此 式 出 发 ， 作 为 任意 向 量 的 a， 可 唯一 地 表 成 
a = a0; +az€2 +0383. © 
在 这 个 意义 下 ，e1，e:，es 叫做 三 维 室 间 的 一 个 基底 ， 而 四 的 右边 叫做 
êr ex 0 的 线性 组 合 ， 
假设 三 个 三 维 向 量 Pi 二 (a aí as) Pa Cans az az) Ps= 
(as Gs Gas) 是 线性 无 关 的 ， 那 末 


cP; +cP3 +csP,=0. @ 
即 联 立方 程 组 

Quci+ a1202 二 QisC03 二 0, 

02101 + G2202 十 a23C3 二 0, @ 


03101 das| c; +as|cs=0, 
仅 当 ci 一 c: 一 cs 一 0 时 才 成 立 . 
” An. RETIA, oer r e 视 为 未 知 数 ， 在 联 立 方程 组 @ 
h, $ 
E Gi Ou Gan 
A= as as ds |， 


G31 033 Gss 
WAR, ORA — HAR c, =c;=c| =0 ORERE: A=0 时 ， 必 有 具 
有 ci 一 ce 一 cs=0 以 外 的 解 〈 非 平凡 解 )， MAT, P, Po Ps 线性 无 关 的 条 
件 是 ，@ 只 具有 平凡 解 . 
于 是 ， 假 如 在 这 三 个 向 量 以 外 ， 还 有 第 四 个 向 量 P,= 《as aiz Gis)» 
则 四 个 向 量 Pl，P:，Ps，P, 必然 是 线性 相关 的 。 事实 上 
” 《1) 如 果 P,, Po P, 是 线性 相关 的 ， 则 有 不 全 为 0 的 常数 cu cz cs TF 
在 ， 使 i 
CPi +CPa TcIP =O 
R. 这 时 令 c= 二 0， 则 有 
ciPi 十 czP: 十 csP: 十 ciP4 一 
R. HTË Cr Cr Cy C ATENA 所 以 Pl，P:， P:，P4 是 线 
性 相关 的 。 f -3 
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(ii) WR Po Po Ps 是 线性 无 关 的 ， HF A: Ade0, 所 以 联 立 方程 
组 ， | 
Gll1C1 十 al2Cz 十 G18C3 一 G14， 
02i01 十 0220z 十 02303 二 020 
asıC1 + a32C2 t 03303 = G34” 
具有 唯一 的 一 组 解 cu c» cs EM 
CPi +c.Pe +e P, + (—1)P,=0. 
Poe Po Po P, 是 线性 相关 的 ， MEX Pi 作为 Pi, P, Ps, 的 线性 组 
合 ， 可 唯一 地 表 成 下 式 ， 
P.=c, P, +c;P; +csP,.. 
1 5 就 构成 如 下 定理 . 
【定理 ]1. = 二 三 维 向 量 P,= (a a12» a13)» P.= (az 022» a23)» Ps= 
(asa 032° a 线性 无 关 的 充分 必 逐条 件 是 从 一 | aiji %0. 任 意 四 个 Zik 
向 量 必 是 线性 相关 的 ， 其 中 任何 一 个 向 量 都 可 表 为 其 他 三 个 向 量 的 线性 组 
人 
CI. 
假如 有 两 个 非 零 向 量 Pe P, 线性 相关 ， 则 有 两 个 不 全 为 等 的 常数 el， 
cz， 使 得 cPi 十 caP2 二 0， 但 由 于 Pr P, 都 不 是 零 向 量 ， 所 以 cv C3 ER 


30. AMP 可 表示 成 P: 一 AP U=) AT, P= oP, , P= 


P =0P» 就 有 OP,=1OP,, O, P, Ps 位 于 同一 条 直线 上 .反之 ， 假 如 0， 
P> P: 位 于 网 一 豆 线 十 ， 则 P. 和 各 P; 是 线性 相关 的 ， 
ea 假若 P, = OP, P,= OP: Az ER FEE , BEZ B £RO Pi OP: 决定 
a. 设 两 个 向 量 Pi 二 OP1, Ps 二 OP; REEK, HRO, Pio Pi 决定 的 
平面 为 Ts 试 证 


(1) 对 于 任意 的 向 量 P=OP， 雪 使 P ARF w E, 其 条 件 是 
P=A)P,+aP, (—eə <¿, #< 十 co); 
(2) %T/f8 Z P,OP, 内 的 点 P， 有 
P=APi1+ uP, (A20, u20) ( 非 负 线性 组 合 ); 
(3) 对 于 直线 PiP: 上 的 点 P， 有 
P=APi1+4uP。 (A+u=1); 
(4) 对 于 线段 PP， 上 的 点 P， 有 
P=AP+4P: (420, 20; 4 十 4=1)，( 凸 组 合 )。 


< J e 


$1. 线性 规划 (969) 


证 明 ”只 要 证 明了 (1) 与 (3)，(2) 与 (4) 也 就 同 理 可 得 了 . 
(1) WE 15-25, H P 点 分 别 引 P Pi 的 平行 线 ， S OP, OP, 或 其 


延长 线 相 交 于 Q, K AXO Q P, 共 线 ， 所 以 09=10Pi=hPy (一 oo 
< 1<< 十 co)， 同 样 有 


-> -> 
OR= 4O P, = uP: (—c < < +e), 


P=0P=00--OR= AP, uP». 
反之 ， 当 人 @ 成 立时 ， 把 刚才 的 叙述 倒 过 来 ， 就 可 以 证 明 忆 点 位 于 x 
上 。 
(3) 假设 在 直线 PiP: 上 取 任 六 一 点 P， 则 由 于 Poe Po PAFA 


— — 
P,P =t: P,P: (—œ<t< 二 co) 
的 t 存 在 且 只 有 一 个 . 


Op=0Pb,+P p=0P,+i(0P,—0P)=(1-t)0Pit+t:0P,. 
因此 只 要 令 4=1 一 t，J=4 就 有 4 十 4 二 1 HPAP HUP: 成 立 。 
反之 ， 当 图 成 立时 ， 令 4 二 t，4=1 一 t， 把 以 上 叙述 倒 过 米 ， 就 可 以 
HERA P AUTER P, P; kE. 


p, ! 
= e | Q 
n TE s 人 
° — okr, 
图 15-25 图 18-26 


例题 2. 如 图 1 15-26， 假 如 在 三 aieia pa P,=OP，， P:= 
oP,, ps=OP,, H P E /NP, P; P, HJ J FE TÇ N upi ma, 则 

P 王 4P; 十 piP: 十 ?P:，， (A9, =o, a /十 到 十 ?> 一切 @ 
成 立 。 反 之 也 成 立 . | 
RES ”假设 连接 P, 和 P 的 直线 与 边 PiPs WX AEQ M) Q T E 
PiP: 上 ， 所 以 ， 


00=tp,+sp, (1>), s>0, t+s=1). 
XA PP 位 于 线段 Rs@ 上 ， 所 以 
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p=0P=1’P;+s’00 (0, s”Z0, +t'+s*=1) 
P=s* (tP, +sP:) +s“P;. | l 

于 式 中 令 st=At s's=u, tt=y, 则 220, ¿Z0, v0, H.A+taut 
= v=gs tts’ stt = 二 s“ 十 t* 三 1. 

< P=4P+uP +P, (/20, LZ0, vZ0; A+n+v=1). 

RZ, 当 人 成立 时， 把 y= 二 1 一 A 一 上 4 代入 @ 式 ， 变形 即 得 
P—P;,=A4(P,—P;) +u(P.—P;); 
一 -一 > — —— 
P sP=APs,P +uP,;P;,. 


1 _ À u 
或 i Pe i i a OT PP» (v2e1). @ 
L 


1— 


对 上 式 右 端的 系数 ， 有 -人 十- E = ALLE = TU =1, B 


-y 1— y 


一 一 > 
为 正 ， 所 以 右 端 表 出 了 PiP: 上 的 点 Q 所 对 应 的 向 量 P,Q 


`. P.P=G0-,)P,0, c<1—y=<1. 
于 是 PERRA PQ 上 的 点 ， 从 而 位 于 AP,P,P: 8. @ 叫 重心 坐标 ， 一 
般 表示 成 PCA, Hs y), (À, H y2>0, A+nu+y=1). l 


13 OKE 
在 三 维 空间 中 ， 对 于 不 一 定 是 线性 无 关 的 个 向 量 P, P; See 9 P; Z 


OP,=P, OP,=P,, =, OP,=P, 时. 


P 一 人 P: 十 42P: 十 … 十 AP， (¿zo P=) @ 
i=1 


表示 的 点 P(P=0P) 的 全 体 的 集合 ， KH O, P, P, + P, 确定 
的 凸 多 面体 ， 而 把 形 如 @@ 的 式 子 叫 做 P. Po =s PB :B2. 


因为 每 个 向 量 P 唯一 地 对 应 一 个 点 已， 满足 OP=P， 所 以 下 面 说 到 
向 量 P， 有 时 也 说 成 点 P. 

在 凸 多 面体 的 点 中 ， 不 能 用 自身 以 外 的 点 的 凸 组 合 来 表示 的 点 ， 岂 做 
凸 多 面体 的 顶点 ， 


因而 ， 若 P, ET 5 (OP;=P,), 11 
Pi 一 4:P: 十 4:P: 十 … 十 4tPt 


$ 1. 线性 规划 (971) 


一 一 -一 一 一 ee 


则 必 有 l=, A=. AiAi. 
这 时 一 般 地 有 列 结论 成 立 ， 
“ 凸 多 面体 的 顶点 的 凸 组 合 是 此 凸 多 面体 的 点 ， 反 之 , 凸 多 面体 的 点 可 


用 其 顶点 的 凸 组合 来 表示 。 l 
RAR (1, 3) p (或 3 维 行 向 量 )，X 是 (3, 1) 矩阵 《或 3 维 
列 向 量 ), b 是 常数 ， 令 
AX <b (或 Ax>b). @ 
具体 地 说 ， 令 
X, 
A= [ai, G azl» X= | X, | 
X; 
则 满足 
aixiaxxa +a% <b (Rb) © 


OA XART EZERA MUAA ESR. LERO, MAX 
>b (R AX<b) 时 ， 相 应 的 点 集合 叫做 开 半 空间 ， 

今 在 闭 半 空间 由 内 取 两 点 +，Xs* 时 ， 

AX, Sb, AX: <b 
RL. XRX EERS X. X 的 线 股 上 的 一 点 ， 由 于 可 用 下 = 表 
示 ， 即 
X=AX1+hX, (A20, p20, ¿+u=1), 

所 以 1  AX= A(AX,+ uX,)=2AX +u AX, << (A+ u)b=b. 

.. AX <b.- 

BREW, AX 也 属于 该 闭 半 空间 . 

对 于 开 半 空间 ， 结 论 也 是 一 样 的 . 

设 有 一 个 点 集 M， 当 任 取 属 于 M 的 两 点 P, Q 时 ,线段 PO 上 的 任意 
点 都 属于 M. 则 这 个 集合 M 叫做 凸 集合 . ; 
” 比如， 上 面 所 述 闭 ( 开 ) 半 空间 就 是 止 集合 . 
【定理 ]2， 两 个 或 两 个 以 上 的 吓人 集合 的 交集 还 是 凸 集合 . 
证 明 设 Mir M: 是 两 个 凸 集合 ，M 是 它们 的 交集 ， 取 M 中 的 两 点 P, 
Q, 3⁄i& R R kE PQ 上 的 一 点 . s 

HF P, Q 是 Mi 的 点 ， Mi 是 号 集合 ， 所 以 R 也 是 Mi 的 点 。 同样 
的 道理 ，R 也 是 M; WA. AM R J; 于 M, 因此 M E: rius 6. DJ 

JEE 093, mng. 假如 凸 多 角 集 是 有 界 的 ， 就 叫做 
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n £ mi. 
例如 ， 四 个 闭 半 空间 . 

anxi tarx: tarx Sb; (i=1, 2, 3, 4); 
如 果 它 们 包围 成 一 个 有 限 区 域 ， 那 末 它 是 一 个 凸 四 面体 . 
【定理 】5. k 个 向 量 P, P> 1…, P; 的 一 切 非 负 线 性 组 合 的 集合 M , 以 及 
它们 的 一 切 凸 组 合 的 集合 N， 部 是 凸 集合 . 
证 明 (1) it P, Q M 中 的 两 点 ， 故 可 表 为 

P=) P,+ ¿P+ +P, (A,2>0, A; 20, is . Ni 之 0)， 

Q= Pi t Pt H P: (u20, 4:20, sesi Li 之 0)。 
Xk R ERE PQ 上 的 一 点 ， 则 有 


R=AP+1Q= P OAP: + LP) A20, p20,4+4=1) 


¿=1 


Ft pp: 


[| 


由 于 Ah; 十 Ki 之 0， 所 以 这 个 RR UAT M, Bl M 是 凸 集合 . 
(2) 在 器 组 合 的 情形 下 ， 由 于 T >. =1, Dt 所 以 > (Ahi + 
uui) =À x repa sa Hei, 


因而 ， R 属于 P， Po 1, P, AASEN. D ra: 门 
i 定理 ]4. 设 M 是 凸 多 面体 ， 它 的 全 部 顶点 是 T Te +s T. 

(1) 若 点 Z 是 M 的 顶点 的 凸 组 合 ， 则 Z 属于 M. 

(2) M 的 任意 一 点 ， 可 用 这 些 顶点 的 凸 组 合 表 出 . 
证 明 (1) 由 于 刷 多 面体 是 有 界 的 目 多 角 集 ， 所 以 是 几 个 闲 半 空间 的 交 。 因 
此 可 用 和 矩阵 的 形式 表示 成 AX < B. JT AA WS AT; < B(i=1, 2ye, 
k). Si Te To T: 的 一 个 凸 组 合 是 


+ Z=al +a ,+-- +a, (aizo, 2 =) 
M] AZ=a AT, +a; AT,+ e ‘二 giAT: Llata t" ta) B= Wy 
^ AZ=<B. 
也 就 是 说 ，Z 属于 M. 
(2) 这 里 只 证 2 维 的 情形 ， 一 般 的 情况 同 理 可 证 ， 


$ 1, 线性 规划 (973) 
如 图 15-27， 取 M 中 的 任意 点 Z， 过 2Z 作 一 条 六 线 ， 与 M 边界 线 
XF P, Q 两 点 `x K P 位 于 T; 与 T; Z B], Q 位 于 Yı 与 Ta 之 间 ， 
则 A 


— 


P= Ti+ T; ('>0, K0 1 +4 =1), 
Q=4"T;+ "Ta (A"20, u'Z® A"+p"=1). 
同时 设 Z=4P+aQ C20, /0 A+u=!), 
则 有 — Z=A(A Pitu T) +u" Tinut" Tn). 
H ÀA +À +A" tuu" =t u=1 
\ 因 而 , .Z 可 用 顶点 的 凸 组 合 表示 . O 
【定理 }5. 在 三 维 空间 中 的 凸 多 面体 M, |: 
它 的 点 Plx xo xs) 的 线性 函数 f ZJ Q a 
fxi， Xz xs) = Cixi-C;x2 +C3X3. 

NRY PH MHAE, HTE 
大 值 或 最 小 值 ， 图 15 一 27 
证 明 对 于 点 P， 设 有 M 的 两 个 点 4(xt xt x) BCl xJ, x3)， 使 P 位 
于 线段 4B E; 令 OP=P， OA=a, oB=b, 则 可 表 为 

P=Aa+ub ¿20 p20, 4 十 4=1， 
从 而 有 
x= Àx] + nuxl, 


X2=Ax2 ux 
x= AÁx3+ uxi» 
1(P)=f(x1 x> x) =0 (Ax + ux) +C; (Axl + uxt) 
+Cs(Axs+ + uxi) 
= A (cix? +ezx3+c3x2) + u(cixl + cox) + esxi) 


=A(A)+ 41(B) 
= Af1(A)+(1—4)1(B) 
= {f(A)—1(B) 》 A+1(B) Cii). 
其 中 了 P)，fC4)，f1(B) 分 别 是 f 在 P, A B ADRIA., 因而 假如 
ICA) >i), M ICPE A NR. E 4=0 时 变 为 最 小 ， 在 4=1 时 变 
为 最 大 ， 亦 即 在 线段 AB 上: 
如 果 1(A)>1(B8)， 则 f(p) 在 4 ARK, Æ B 点 最 小 ， 同 理 
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WR (A)=/f(B), H IONE A AB 上 是 常数 ， 
WR /(A)<J(B), W| fE BARK, E 4 点 最 小 。 
也 就 是 说 ， 线 性 函数 1(P) 在 线段 AB 的 端点 处 取得 最 大 值 或 最 小 


值 。 因 此 ,在 凸 多 面体 M 上 , 任 总 两 个 点 之 间 ,f(p) 没有 最 大 值 或 最 小 值 。 
亦 即 ，f(p) 只 能 在 某 个 顶点 取得 最 大 值 或 最 小 值 。 | 


1.4 线性 规划 问题 x 
在 凸 多 角 集中 的 最 大 、 最 小 值 问题 ， 通 常 可 用 下 面 的 形式 提出 ， 
在 约束 条 件 
anxi tarx t" H anxi Sb 
G21X1 十 G22X2 十 "十 QonXn Sbi» 


GnmiX1i 十 Gr2X2 十 … 十 GnnXi bm 
xi2 0, x20, serg xn 之 0 
下 ， 使 线性 函数 
f = Cixi t Cx t te 十 Cnxn (ii) 
的 值 变 为 最 大 的 问题 ， 叫 做 最 大 问题 。 
又 ， 在 约束 条 件 
G1IX1I 十 Cl12Xz 十 十 GilnxXn 之 Di 
021X11 F G22X2 F 十 qonXn 之 bo， | 
esa eeoseaosess......................, Giii) 
CnlX1 十 Gn2X2 十 … 十 GnrxXr 之 bm 
Xi20, x;,220, +, xn 之 0 
下 ,使 线性 函数 (ii 的 值 变 为 最 小 的 问题 ,叫做 最 小 问题 。 这 时 ， 函 数 (ii) 
叫做 目标 孜 数 、 这 里 ， 多 数 是 在 b 20, b.>0, e, b,2:0 的 情况 下 讨 
论 的 。 
对 这 些 问题 ， 还 可 以 引入 新 的 辅助 变 景 ， 把 用 不 等 式 表 示 的 约束 条 件 
改 为 等 式 的 形式 而 变 成 联 立方 程 组 。 
例如 ， 在 (的 情形 ， 若 采用 新 的 非 负 变量 Co r eo É, WONT. 
表 为 
《1 十 allxi 十 al2X2 十 … 十 alnXxn 一 Dub 
eE “十 anxn 一 b2， (iv) 


panik en 


| 


8 1. 线性 规划 (9757 
Hi 之 0;, ¿Z20, +, ¿m20, x,20, x.20, +, Xn 之 0。 
XA, BAAG TAE 
f=0°:61+0.6s+ t0 Entei text e TCxXi. (v) 
我 们 把 新 变量 Co Cros En 叫做 松 邓 变量 

在 最 小 问题 的 情形 ， 只 要 用 一 5， 一 上 …， 一 Cn RE Čr >p. 
“<n， 即 得 到 相应 的 形式 。 

从 而 在 最 大 、 最 小 问题 中 ， 都 育 公共 变数 É É o En Xp, X2 
x 于 是 我 们 只 要 重新 记 这 些 变数 (包括 松弛 变数 ) 为 xb Xa s Xe 
就 可 以 把 线性 规划 问题 ， 变 成 下 面 统一 的 形式 ; 

在 约束 条 件 

11X1 HOX Tt "GainXn =b, 
G21X1 十 G22X2 十 … 十 GznXn 一 DD 


s.a... . 7... an, s. t... o... .. i. ...... 


í 


GmlX1 十 GnzX2 十 … 十 GnnXn 一 Do 

Xi 之 0， e.t, Xn 20; b: >20, s., Dm0. 
T. ERRAR 

了 一 cx 十 c2xs 十 … 十 cnxn 
的 值 变 为 最 大 (或 最 小 ) 的 问题 ， 叫 做 线性 规划 问题 


又 车 令 
G11 a2 `. ( ann 
| 
G21 a22 | QZn 
A= . , Á= ， ， “gy Ar” $ 
e a | 
Omi am ! \ Ome 
bi \ 
p= ” 
ef b j 


则 联 立 方程 组 (vi) 可 以 写成 
xi A i+ x; A; +: + xnrAn = B, 
xi 0, X? 之 0，， .. x. 20, B290. 


十 是 ， 为 了 解 这 样 的 线性 规则 站 J, 首先 必须 会 解 联 立方 程 组 ， 这 可 
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由 下 面 的 例 来 说 明 ， 
例题 解 下 列 联 立方 程 组 ; 
2X1 十 Xz 一 2Xs 十 3xX4 一 一 3 
一 2X1 一 X2 十 X3 一 2X = l, 
X12X2— xs TX = 2, 
2X1 一 X2 一 3X3s 十 4Xk 一 一 | 。 
N 首先 ， 把 @@ 式 乘 以 2 加 到 @ 式 ，@ 式 乘 以 (一 1) 加 到 @ 式 ，@ 式 乘 以 
《一 2) 加 到 多 @ 式 ， 可 得 不 售 x, 的 下 列 方程 组 ， 
Q) X2+@—x— xí +4x,= —5, @ 
Q xX(—1)+@——sxix; —2x =5, 
QX (—2) +@— > —3x; + x —2x,=5, O) 
Hk, O5 3HR, BAMAR OR, OR, TARKA x; 的 下 列 
方程 组 : 


e@eeoeə 


@x3+@— s — 8x;+10x,=— 10, ° 

电 x3 十 人 一 一 > 一 8xs- 上 10x 一 一 10， @ 
再 把 @ 式 与 (一 1) 相 乘 加 到 @ 式 ， 得 

@x(—1)+@—>0=0. @ 


由 于 以 上 的 变形 过 程 是 可 逆 的 ， 所 以 联 立 方程 组 DO、@、@、@， 5 
©, ©, © DEEH. BAREA REDA 
xi--x: 2xs + 3x, = — 3, 
x; — 3x; +4x; = — 5, 
— 8x; + 10x, = — 10; 
0=0, 
继续 作 变换 
@x(—1)+(—r-x—=2 


© © ©0000 


@x(— -)+@—x+, 一 一 到， 


3 
@x(ç )+@—>xt 4 x x =. 


© 


于 是 原来 的 方程 组 又 等 价 于 方程 组 @@、@、 ， 即 有 


| 1 3 
@ Xi X= 


1 5 
@ X2 十 本 X4 一 一 下 ， 


| 1 5 5 
@ x ( NW a 


` Q 0 一 0 
从 而 ， 所 求 的 解 就 是 


5 5 
x= 4 十 4 4: 


$ 1. 线 性 规 旁 


人 的 


其 中 x, 取 任 意 的 值 ，x1，x2，xs 叫做 基底 未 知 数 。@ 还 可 表示 成 下 面 的 


形式 : 


或 者 


(978) 第 十 五 章 近世 数学 


ee ——— —— Y a 


四 式 把 解 向 量 用 参 变量 u 表示 出 来 了 ， 这 时 ， 只 要 让 w 取 任意 的 值 , 就 可 得 
到 所 给 ( 非 齐 次 ) 方 程 组 的 全 部 解 。 

-四 叫做 所 给 ( 非 齐 次 ) 方 程 组 的 通 解 ， 

特别 是 ， 当 u=0 RF, 有 


xı 4 
本 
xa = 4 ®@ 
X3 a | 
4 
Xi 0 
这 是 所 给 《 非 齐 次 ) 方程 组 的 一 个 特 解 . 又， 
二 过 
4 
_ 1 
4 @ 
.5 
A 


是 与 所 给 《 非 齐 次 ) 方程 组 相应 的 齐 次 方程 组 〈 右 端 所 有 项 取 0 时) 的 
WR. 该 齐 次 方程 组 的 任意 解 ， 可 用 解 @ 的 任意 倍数 表 出 . 在 这 个 意义 下 ， 
DURSA GERA) 方程 组 相应 的 齐 次 方程 组 有 基本 解 .( 译 注 ， 芳 该 
非 齐 次 方程 组 有 两 个 以 上 的 特 解 ， 则 命 就 应 该 是 两 个 以 上 的 解 ， 而 齐 次 方 
程 组 的 任意 解 ， 就 是 这 些 解 的 线性 组 合 .) 

上 述 解 法 中 ， 没 有 必要 把 方程 式 一 个 一 个 地 写 出 ， 而 只 须 写 出 它 的 系 
数 就 够 了 。 因 而 上 述 解法 可 以 简化 成 如 下 的 表格 形式 ， 


Š 1. 线性 规划 | (979) 


xı x2 x3 x, 常数 项 
@ 1 一 2 3 一 3 
一 ? 1 一 2 1 
1 r — | 1 2 
1 1 2 3 一 S 
0 © 一 3 4 一 5 
0 一 3 1 一 2 5 
3 1 一 2 5 
1 0 1 一 1 2 
1 一 3 4 一 5 
0 0 一 8 10 一 10 
0 0 一 8 10 一 10 
Ki 1 0 0 1⁄4 3⁄4 
0 1 0 1⁄4 —5/4 
0 0 1 —5/4 5/4 
0 0 0 0 0 


在 表 中 ， 图 内 的 数 叫做 主 系数 ， 它 有 如 下 含义 ， EA 
该 数 变 为 1， 且 该 数 所 在 列 的 其 它 数 变 为 零 。 . ` 

这 个 方法 叫做 高 斯 消去 法 (或 消 元 法 ) 

在 求解 的 过 程 中 ， 假 如 四 出 现 0=!1 的 形式 ， 则 最 初 的 联 立 方程 组 是 
无 解 的 ,: :又 假如 轩 成 为 xi=a 的 形式 ， 则 Um EIN k 
相应 齐 次 方程 组 的 基本 解 仅 有 平凡 解 . | 
(对 于 一 般 的 联 立 方程 组 (yi)， 也 可 以 用 高 斯 消去 法 。 即 是 说 ， 当 an 
的 (vi) 具 有 解 时 ， 可 以 适当 变更 其 未 知 数 的 顺序 和 方程 式 的 WF, 在 n 个 
AUR, .将 某 7 个 未 知 jidi 其 余 的 mn 一 7 个 表示 成 2 


xi=B,— airnn QinXn z i` e 
A RA tm An X n (vii) 
“as Gy r41Xr41 t — Arne. 


这 时 通 解 可 以 表示 成 ° sha 
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Xi pi Qi r+l 
X2 B; G2 r+1 
j 
Xr S P: M s Ar r+1 XI 十 … 十 
Xr+1 0 | 1 


Xan 0 I 


Ayn Un-y ` (viii) 


Es 
H ui Up es Un- 证 参数 ， 
这 样 的 解 叫 做 优 解 . 把 这 个 解 代入 目标 函数 ， 记 成 
一 7 一 和 :UVI 一 Ôzuz— ere — Ôn-yUn-y. 


假如 ó,2 0, Ós2 0, `, “PANE 20, 则 当 U= U= e = Ug- E0 Br, 7RR 
大 值 7. 这 时 ， 从 viit | oe a 


xi= 0, =fr s X= P, Xy+1 2 °° =a Aa a Oç E (ix) 
这 是 使 # waku kune. a 
假如 在 ó, 6-* 中 有 负 值 ，(ix) 就 不 是 最 优 解 。 这 时 ， 需 根 
TTN R 变换 基底 未 知 数 来 重新 讨论 ， 
1°5 Lal 272 
我 们 举例 说 明 这 个 方法 ， 


例题 1 在 约束 条 件 


$ !1. 线 性 规划 、 (981) 


2x+3y+5z=8, x20, y2>0, z29 
下 ， 试 求 目标 函数 — 

一 1 一 6x 十 3 十 2z 
为 最 大 时 的 x, y, zB f ñ. 


解 从 原 式 得 本 因而 把 它 代入 目标 函数 ， 得 
21 
i -一 一 x: rz 


这 时 ， 由 于 z>0, 2x+3y<3, x20, y20 的 条 件 下 ， 考察 

J 何 时 变 为 最 大 就 可 以 了 .这 时 的 x, y 叫做 独立 未 知 数 ，z 叫做 甘 座 未 知 

Eg 

一 + 但是 ， 由 于 f 中 的 系数 是 负 的 ，y 的 系数 是 正 的 ， 所 以 可 让 yx 尽量 

地 小 ey 尽量 地 大 ， EREN, 4x=0 y=, z=0 Bh, 1 取得 最 大 值 

9. 

另 解 1。 假 若 把 x、z 取 成 独立 未 知 数 、 则 y= 写 一 人 x 一 全 z， 把 它 代入 目 

标 涵 数 ， 得 | 
f£=9—8x—3z. 

RE, BT y20, MIRME 2x+-5z<<8, x20, z2>0 的 条 件 下 ， Rf 

的 最 大 值 即 可 。 但是， 因为 了 中 x、z 的 系数 都 是 负 的 ， 所 以 只 须 取 x= 

=0; 从 而 在 ?一 了 时 了 变 为 最 大 ， 其 值 为 了 一 9. 

BR. 约束 条 件 是 四 个 平面 2x+3y-i-5z=8, x=0, y=0, z=0 围 成 的 

四 面体 ， 其 顶点 是 原点 O，A(4,，0, 0),，B (0, 3，0) 和 C(0,， 0 paa 


因而 在 各 顶点 ， 了 的 值 是 ， 1(0)=1, 1(A)= 一 23， (=o (c= 


其 中 了 4(B)=9 是 最 大 值 。 
例题 2. 在 约束 条 件 xi 十 xza<3，3xi 十 2x.<6，3xi 十 x: z-i, R o 
x29 F, Ride 
, 一 一 XI 十 xz。 
什么 时 候 变 为 最 大 . 
解 引入 松弛 变数 x3，xi，xs， 令 
° xx: dx = 3 


r% 
w 
EF 

i 
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3xi 十 2x2 十 4 三 6， 

一 3Xx1 一 Xs 十 Xs 三 1, 
假如 把 Xi, X2 取 为 独立 未 知 数 ， 则 有 

X3 一 3 一 XI 一 X%2， 

x =6— 3xi—2x 

xs=1-+- 3xi+ x> 

而 在 f= 一 xi 十 xz 中 ，xs 的 系数 为 正 ，% 的 系数 为 负 ， 鉴于 我 们 的 目的 
(考察 1 的 最 大 值 )， 可 取 x=) AA n=- u= =l 
22。 再 对 xs 进行 讨论 ， 由 于 x3: 之 0， 所 以 必 有 x; <3; 由 于 x2:0, PRU 
必 有 a3; 而 xs 之 0 但 成 立 ， 因 此 当 x, 逐渐 增 大 时 ， xs 和 x RAME 
为 0. Xt, H xn x 中 任何 一 个 《比如 选 xs) RAEE x; 的 地 位 ， 即 到 
Xi. Xs 为 独立 未 知 数 ， 则 得 xs 二 3 一 x1 一 Xa; x 二 一 x1 十 2x3， Xs 二 4 十 2x1 一 
Xz. < f=3—2x1— xs. 
R 因而 ， 当 xi=xs=0 时 (这 时 x;=3, x=0, xs=4), f 变 为 最 大 ， 其 
值 为 f=3. 
以 上 的 解法 ， 可 用 系数 排列 成 下 表 ( 叫 做 单纯 形 囊 ) ,有 


i 


1 @ 1 0 0 3 xi 
3 2 0 1 0 6 xa 
-3 一 1 0 0 1 1 xs 
一 ! 1 0 0 0 f 0 
1 1 1 0 0 3 p” ' 
š 0 一 2 1 0 0 x4 X 
-2 0 1 0 4 xs 
C —_ 0 -lI ,0 0 f—3 0 


——— n —— 
根据 上 表 第 二 框 格 中 的 常数 项 和 优 解 ， 立 即 可 得 最 优 解 为 um 0, = 
9, xs=0, x/,/=0, xs=4; 最 大 值 是 f= 3。 


| 


例题 5. 在 约束 条 件 n R 
xı +2x2 +3% =200, i aa 
3x1 t2xzt4x 340, | © 


2%, +4x2 +x £320, | 


Xi 之 0, x2 之 0， x20 


“1. 线性 规划 (983) 


下 ， 求 目标 函数 

j=3xi+4x2+7xs | | @ 
的 最 大 值 . 
解 引入 松弛 变数 xo X5 Xg 把 由 变 成 

— 一 200 ， 

3x1 十 2xz 十 4X3 一 340 ， ] 

Í 

2X1 十 4X3s 十 Xs 十 X6 一 320 ， | @ 

SXxi 十 4x2 十 7xs =5 , | 

Xis X2» X3 Xis X59 x | 20. s, 


首先 ， 假 设 取 优 解 xi=xÍ=xíÍ=0, x4 =200,, xs=340, x =320, 则 
1=0, 

显然 ， 这 时 f 还 不 是 我 们 要 求 的 最 大 值 ， 即 是 说 ， 上 述 的 解 还 不 十 最 
优 解 ， 于 是 按 单纯 形 法 ,我们 继续 对 @ 中 £ 的 表达 式 进行 考察 。 可 以 看 
出 ， 当 xi xa xs 中 任 一 个 从 0 增加 时 ，f 的 值 也 增加 。 因 1 的 各 项 系数 
中 ，xs 的 系数 7 为 最 大 ， 故 只 须 对 变数 x 进行 讨论 。 这 时 ， 在 四 的 前 二 
la 先 对 xs 的 系数 为 正 的 各 个 方程 ， 算 出 ° 

《 右 端的 常数 ) 寺 (xs 的 正 系 数 ). 

a pe et 今 这 个 方程 式 的 。 .的 系数 为 主 夭 数 ,对 
方程 组 图 进行 初等 变形 (等 价 的 变形 ) ,使 @@ 的 各 个 方程 xs 的 系数 中 , 主 系 
数 变 为 1， 其 它 系 数 变 为 零 (以 上 方法 保证 了 ， 在 变形 过 程 由 ， 各 方程 式 的 
右 端 非 负 )。 具 体 地 说 , 在 图 的 前 三 个 方程 中 ,用 各 自 的 x: 的 系数 除 右 端 蕴 数 


ah, 23 最小， 所 以 把 相应 的 x; 的 系数 3 作为 主 系数 ， 再 作 初等 变 


形 ， 使 主 系数 变 为 1 县 第 二 ，、 三 方程 式 以 及 了 的 xs 的 系数 变 为 0， 即 得 
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—— — -—— —— or 


1 2 1 200 
了 XI 十 3 X2 十 X3 十 本 Xi 
2 4 220 
FX1™— 3X2 — yx kx =, 
5 10 1 60 @ 
了 XI 十 本 X2 — x 十 xs 一 3， 
2 2 T 1400 
了 XI 一 本 X2 NI s et AE 
Xi» X2, X3, Xis Xs, Xe 29. 

200 220 160 
作为 @@ 的 优 解 ， 取 xi=xs=x(=0, x= Tg ' Xs= 3 ， X6™ 3 ， 
则 

1400 
= 3 - ° 


tatry Om bir BONI, E J 还 不 是 所 求 的 最 大 值 ， 事实 上 ， 
在 @ 式 中 ,使 xı 从 0 增加 时 ,f 的 值 也 增加 。 于 是 对 x REOOO B 48 
闲 过 程 ， 先 在 @@ 的 前 三 个 方程 中 ， 求 出 (常数 项 )+ (xi 的 正 系数 ) ,得 
| 200 1 220 5 760 5 
—s +g ™=200, -z r 544, — w 72. 
其 中 ， 第 二 个 值 最 小 ， 因 而 把 @ 的 第 二 个 方程 xi 的 系数 作为 主 系数 ， 进 
i i | i | 和 a 二 一 二 x 一 52。 


S 2 :.. 4 : 3 i HOED 
XI 一 5X2 一 sx + r. =44, : a 


4x: t xı — xs tx =180, 


š 0 2 
-Ex ptu F xs=Í—496. 


由 于 最 后 一 个 方程 的 系数 全 部 是 负 的 ， 所 以 
X2 一 X4 一 X%5 一 0 ，X1I 一 44，x3 一 52 ， Xe 一 180 
是 最 优 解 。 这 时 的 最 大 值 ， 出 1 一 496 ==0 得 到 ， 
fnexr =496. 


上 述 解 法 还 可 用 下 表 表 出 ， 


` 8 1.681 性 规划 (985) 


一 -一 ---- —Ə>  ——- 


xi X x X. x5 X5 常数 项 优 解 
1 2 © 1 0 0 200 x4 
3 2 4 0 1 0 340 x5 
2 4 1 0 0 1 320 xš 
3 4 7 0 0 0 f 0 
1/3 2/3 1 1/3 Ü 0 200/3 X3 
5/3 —2⁄3 0 一 3/4 l 0 220/3 x5 
KES) 10/3 0 —1/3 0 1 760/3 xo 
1400 
- 2/3. ~2/3 0. —7?/3 0 0 p=- 0 
0 4/5 1 3/5 —1/5 0. 52: _ 2 
1 —2⁄5 0 . —4/5 3/5 0 44 xı 
Y0 w.4 . Ó E- 3] 1 180 . xe ， 
0 —2/5 g si si b f—496 0 
5 5 


16 F 坐标 ( 双 变 数 ) 
在 约束 条 件 
aixi tazx2 +a3x3 +0ix: Sfı 
bixi 十 bax? 十 baxs 十 b: x < f: 
Xis X2, X3, X420 i i 
3 考察 目标 函数 M s? 
了 一 clxl 十 czx2 十 csxs 十 C4X4 
的 最 大 (或 最 小 ) 值 的 问题 . 如 果 我 们 把 条 件 式 的 数目 叫做 因子 (factor) 
数 ， 把 变数 的 数目 叫做 过 程 (process) 数 ， 则 在 前 节 中 是 把 过 程 的 值 xi， 
Xs, Xs, X 作为 变数 来 处 理 的 ， 而 在 本 节 ， 我 们 将 考察 把 因子 的 值 也 ,fs 作 
为 变数 来 处 理 的 情形 . 
为 了 便于 计算 ， 可 以 先 对 过 程 作 变换 ， 使 目标 函数 在 新 过 程 的 表示 下 ， 
各 项 系数 皆 为 1， 据 此 ， 我 们 这 里 直接 讨论 形 如 ` W 
了 一 X1 士 X2 十 xs 十 X4 
WARAS. 
TK, Æ Gi f) Fm, AR . -. 
P;= (a;i, b;) (Gi=1, 2, 3, 4), AN 


i 
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图 15-28 


f=(f1, f2), 
可 在 图 15-28 中 表示 出 米 、 若 用 K 记 向 量 
P:(i=1, 2, 3, 4) 作成 的 四 边 形 P P; Pa 
P. MJ K 的 内 部 或 周 界 .上 的 点 、 可 以 用 向 
量 表示 成 
P= xP, +-x;P;: +xsP; +x,P.u, 
Xi» X2; X3» x20, 
xitx: +x; txi. 
同时 ， 车 以 原点 为 中 心 ， JE K 相似 放 


大 《或 缩小 ) 4 倍 ， 且 记 新 的 四 边 形 为 K ， 则 在 K 的 内 部 或 边界 上 的 点 


TRR 


=xiPi+x;P; +xsP.+x.P., 
Xis X2» Xs, X42220, xiıtxzt xst" À. 
X, RAR f 表示 的 点 为 F(f1，f)， 则 在 满足 “FP 位 于 K 的 内 部 或 
局 者 上 ”的 条 件 下 ,4 的 最 大 值 就 给 出 了 1 了 的 最 大 值 . 
因而 ， 为 了 求 出 最 大 值 f， 只 须 把 四 边 形 X， 以 原点 为 中 心 作 相似 
放大 (或 缩小 ), 使 F 处 于 刚 要 离开 K、( 或 刚 要 进入 K, ) 的 位 置 ， 这 时 的 
4 就 是 我 们 要 求 的 了 ， 如 图 15-28， 根 据 F 的 位 置 特点 , 取 KK 放大 的 方式 ， 


直到 F 位 于 K 的 边 PiP? ee 这 上 就 是 所 要 求 的 位 置 。 这 时 令 


则 得 xi 二 af,x;==Pi， Wi x.=0 为 最 优 解 ， 了 为 目标 函数 的 最 大 值 


例题 ”在 约束 条 件 


Ayit 18y: +-2y.—4y,<4, 


š yr, X2, ys, y 420 
下 ， 试 求 和 目标 函数 
f=2yi3y; +y; +474 
的 最 大 值 . 


5 22 十 9 十 7y5 十 1674<6， 


Ñ $ 2y: 一 xi:，3?y2 一 xz， ?3 一 Xs，434 一 Xi 则 约束 条 件 变 为 


2xi+6x;-+2xÍ —x,<4, 
xi+3x; + 7x; + Ax <6, 
Xir X21, X3; x20. 


目标 函数 变 为 


$2. 对 策 论 (987) 

: } 一 xi 十 xz 十 xs 十 X4， l 

因而 ， 令 P,=(2, 1), P:z=(6, 3), 

ia P,=(2, 7), P,=(—1, 4), 
F(4, 6) x 

时 ， 如 图 15-29, B3 F ERLT K. tj P 

PE 上 ， 相 应 的 人 值 才 最 大 ， 这 时 有 


为 最 优 解 、 最 大 值 为 J=. 


82. 对 R Vë p 


21 何谓 对 第 
在 经 济 领域 的 各 种 问题 中 ， AEEA FEKAR) 
这 一 类 问题 是 很 多 的 .这 些 问题 多 半 可 放 在 §1 所 叙述 的 线性 规划 中 处 理 
但 是 在 经 济 领 域 的 另 一 类 问题 中 ， 往 往 要 涉及 到 若干 人 进行 竞争 或 合作 的 
情况 x 
”在 追求 对 立 利益 (一 方 得 利 ， 另 一 方 吃亏 ) 的 两 人 (或 数 人 ) 对 抗 的 情 
WF, ,一 方 的 行动 要 由 对 方 如 何 行动 而 决定 .这 样 的 状态 叫做 斗争 形势 ， 
"实际 上 ， 这 样 的 斗争 形势 是 非常 复杂 的 . 因而 必须 去 掉 细微 的 次 要 因 
来， 在 数学 上 构成 公式 化 的 简单 的 模型 这 种 模型 叫做 对 策 . Q … 
斗争 形势 和 对 策 的 区 别 是 ， 对 策 完全 根据 事先 规定 好 的 “规约 "进行 ， 
而 斗争 形势 却 没有 确定 的 规约 . 
在 某 对 策 中 ， 有 两 个 选手 ， 根 据 对 策 的 规约 各 施展 自己 的 策略 (或 战 
上 略 ) ,以 使 自己 的 得 分 (利益 ) 最 多 ， 使 对 手 的 得 分 最 少 。 当 开展 这 样 的 对 ， 
策 时 ， 双 方 都 企图 采用 最 好 的 方法 ， 在 这 时 有 所 谓 相 容 〈 稳 定 的 、 决 定性 ” 


(988) 第 十 五 章 ”近世 数学 


的 ) 和 不 相 容 的 情形 . 
用 对 策 论 研 究 的 对 奔 中 ， 虽 然 也 包 含 偶然 的 因素 ， 但 根本 上 是 要 熟悉 
对 策 的 道理 ， 也 就 是 说 ， 策略 (行动 的 选择 和 判断 ) 的 好 坏 取决 于 对 对 策 论 
掌握 的 情况 如 何 . 
如 上 所 述 ， 所 谓 对 策 是 接 一 定 规则 进行 比赛 的 整个 过 程 ， 而 所 谓 比 赛 
是 在 对 策 中 选择 一 个 实现 其 目的 的 具体 战略 使 之 达到 一 定 的 结果 ， 
我 们 用 一 组 不 同 的 番号 来 代表 对 策 之 一 方 所 采取 的 各 个 战略 ， 当 一 方 
采取 某 一 战略 后 ， 对 方 就 选 定 一 个 战略 出 来 迎战 . 六 此 ， 所 谓 战略 就 是 在 
对 策 的 一 定时 候 和 一 定 条 件 下 被 选 定 的 一 种 决策 .. 每 一 次 较量 的 结果 以 支 
付 或 记分 的 方式 记录 . 当 一 方 获 胜 而 得 一 分 时 ， 另 一 方 就 失掉 一 分 《 基 负 
一 分 ). 我 们 把 比赛 双方 得 分 的 代数 和 为 零 的 对 策 叫做 二 人 零 和 对 第 . 
当代 表 各 战略 的 番号 数 有 限时 ， 相 应 的 对 策 叫 做 有 限 对 策 ， 否 则 ， 称 
为 无 限 对 策 ， 
例如 ， 今 有 R 和 C 二 人 进行 猜拳 赛 、 如 果 尺 出 石头 (源头 ) 对 付 C 出 
的 手帕 (手掌 ) , 则 RR 负 C DE, R 得 一 1 分 。 如果 及 出 石头 对 付 C 出 的 剪刀 
《食指 及 中 指 ), 则 R 胜 C 负 ，R 得 1 分 . 依次 类 推 ， 就 RR 而 言 ,该 对 策 的 
得 分 结果 如 下 表 所 示 ， 
该 表 中 第 一 列表 示 R 的 种 种 RK, 
石头 | 手帕 | 剪刀 第 一 行 表 示 C 的 种 种 战 路 ， 各 行列 实 A 
| 的 元 崇 表 示 R 的 战略 与 C 的 战略 交锋 后 
R 的 得 分 记录 .我 们 把 由 及 的 得 分 构成 的 ` 
矩阵 称 为 R 的 报 柄 矩阵 (或 得 分 矩阵 ) 
该 表 也 可 按 C 的 得 分 来 组 成 ， ÈRA. 
将 C 与 R 的 位 置 对 换 ， 并 把 前 下 中 的 数 
这 反 号 然后 各 行 换 成 相应 各 列 就 行 了 。 
， 一般 地 说 ,假设 R # 1，2，…，m 个 战略 ， 在 对 策 表 中 十 mr 个 行 ; 
C 有 1,2,…,n 个 战略 ， 在 该 表 中 占 坟 列 ， 第 i 行 与 第 j 列 相交 的 元 
x R 的 第 i 战略 与 C 的 第 j 战略 交锋 后 记 入 的 R 的 得 分 值 ai;， 如 下 面 
HAMER, 


32. 对 策 论 (989) 


— a ei —F 


— 

t 
~ 
= 


—  ——  .— — V. — — — 


Gi dia ”… Gs; °` Qin 


G21 G22 *** Gaj *°* G2n 4=[ai] 
2 ifje 
Qil Qiz Gij Ain 
m Omi Am2 s.. Ami ... Amn 


| 在 对 策 论 中 ， 得 分 矩阵 是 很 重要 的 。 在 得 分 矩阵 4 中 ， 用 -4i* 表示 4 
”的 第 i 行 向 量 ， 用 .4'; 表示 4 的 第 j 列 向 量 。 这 些 行 向 量 和 列 向 量 是 很 
有 用 的 ， 

在 上 面 已 把 R 的 得 分 矩阵 记 成 _ 4， 显然，C 的 得 分 矩阵 是 把 R 的 得 
分 矩阵 转 置 (即行 列 交换 ) 再 改变 所 有 元 素 的 符号 后 得 到 的 矩阵 。 故 把 仑 
的 得 分 矩阵 记 为 一 4 和。 在 上 述 猜 拳 的 例 中 易 见 一 4 一 4， 即 R 和 C 的 得 
分 和 矩阵 是 相等 的 。 即 是 说 ， 这 时 的 4 是 反对 称 矩 阵 。 比 赛 双方 具有 相同 
的 得 分 和 矩阵 的 对 策 巴 做 公平 对 策 ， 下 面 举 几 个 得 分 矩阵 的 例子 


例 1. R、C 两 人 同时 念 一 个 数 ; 1 或 者 2。 若 二 者 念 出 的 数 不 同 ， 则 R 
得 1 分 REH BJ R 得 一 1 分 。 这 样 ， R ERED 

„pÈ yo A 一 】 Í. v ! 
W2 RÄ, 2, 3 这 三 个 数 中 任意 叫 一 个 数 ， ms c AARNA 
(4) 中 任意 抽出 一 张 ， 设 其 顺序 番号 是 
OiRA 2—T8k 

3 一 一 方块 ，4 一 一 梅花 


R 的 得 分 从 阵 确定 如 下 ; | J 
' TA. r° ”一 9 2 3、\、 ` \ ° V. B `x 
= 2 3 l | ... W s. 

3 1 0 :` —4 


二 3、 在 意大利 经 常 玩 一 种 叫做 Morra 的 游戏 } 比赛 双方 R 和 C 都 但 出 ~ 
JR WWW 183 IIRS, :还 要 猜测 对 ARHAR BOHR HHE, EA 
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— — — — -——— -- — - — — — 


情形 下 ， 比赛 双方 各 有 四 种 战略 ， 用 番号 表示 如 下 ，， 

tau: I, SeU | 

r g 2), 4—(2, 2). 
其 中 括号 内 头 一 个 数 是 伸 出 的 手指 数 ， 后 一 个 数 是 喊 出 的 数 。 当 比赛 者 中 
有 一 方 猜 中 了 对 方 的 手指 数 时 , 则 把 双方 手指 数 的 和 数 作为 他 的 得 分 数 ( 相 


应 地 ,他 的 对 手记 以 同 数目 的 负 分 ) 当 双方 都 猜 中 或 都 没有 猜 中 时 ， giia 
零 分 。 对 RR 而 言 ， 其 得 分 矩阵 如 下 


0 —3 2 0 
3 0 0 —4 
' ÅF v aa 
| 一 2 0 0 3 
0 4 一 3 0 
EE T | 
222 决定 性 的 对 策 和 单纯 战略 — 人 
nl. MRE ° 
hr ' 0 -2 ' 5l 3: 
| | 1 21 ~ 
S 1 o 一 4- E TE 


首先 考查 一 下 R 采取 哪 一 个 战略 有 利 。 暂 时 只 考虑 R 的 最 少 得 分 .、 
相应 于 R 的 各 战略 的 得 分 数 ， 取 其 最 小 者 ， 写 出 与 之 相应 的 C 的 战略 
ES, HA 
- L AR R 的 第 一 手 战略 ， 得 分 为 0， en —1, 8, REA 2 
时 C 的 战略 番号 为 2 1 OK 
相应 于 R 的 第 二 手 战略 ， 得 分 为 2，3 ， 1,2 最 小 省 为 iy 这 时 c 的 
战略 番号 为 3，， "eq 
相应 于 R 的 第 三 战略 ， 得 分 为 3，1，0， 一 4， 最 小 者 为 一 4， RHE 
的 战略 番号 为 4。 这 时 R 的 三 个 最 小 值 一 2，1， 一 4 之 中 最 大 者 为 1, 与 
之 相应 的 R 的 战略 番号 为 2. 这 就 是 所 求 的 R 的 最 有 利 的 战略 
一 般 地 ， 假 设 得 分 矩阵 为 


A= aii). @ 
:这 时 对 于 好 :的 第 i 个 战略 《第 i 行 )， 求 出 个 数 oii(j ==4， 2, °, nyi 
AR SRA C RAR j ARACE J ANARA, BD C R BIR s: 


min Gii. 


Š 2, $ iË (991' 


] : 
再 考虑 使 R 变 为 最 有 利 的 情形 ，R 的 目标 分 应 为 


max min Gij. 


L 


@ 


在 此 ， 可 将 上 述 例 2 中 各 行 最 小 值 以 及 这 些 最 小 值 中 的 最 大 值 用 下 表明 示 


出 来 


3 1 0 - 


min aij —9 

j —> . Ë: 
0 max min aii 
min as; i i j 

j ——vA—A—-—)—HL1, 
A A 
min asi s= á 
E 


其 次 ， 从 C 的 角度 (但 仍 用 R 的 得 分 和 矩阵) 来 说 明 上 述 的 结果 。 对 C 的 各 
个 战略 ， 找 出 相应 的 R 的 得 分 最 多 的 战略 番号 来 ， 即 有 
相应 于 C 的 第 一 战略 ，R 的 得 分 是 0， 2 其 中 最 大 者 为 3， 


第 3 成 赂 ， - 
t ERORE RR, R 的 得 分 是 一 2，3， ， 其 中 最 大 者 为 3.R 取 
3° 9 IRE. f 
相应 于 C 的 第 三 :战略 ， R 的 得 分 是 一 1，1, 0， 其 中 最 大 者 为 1 R 取 
第 2 战略 
“BE ç BADR, R 的 得 分 是 5，2， —A, AREKE I R 
取 第 1 战略 . 
在 上 述 四 个 最 大 值 3，3，1，3 中 取 最 小 值 1。 -相应 地 ， camas s, 
这 就 是 C 的 最 有 利 的 r 
”对 于 一 般 情形 @®@， 相 应 于 各 个 j， 求 出 m 个 数 di， 2， "mj 
RERI, 2521400. RERBA O 
ia Gij. p i 
RIH n Ë Max aii(j=1，2，.…，n) 中 最 小 者 的 J, 这 就 是 C 的 最 有 利 
的 战略 番号 。 C 的 目标 分 为 


对 于 2. 例 2， 可 用 图 示 如 下 


mtn max Gijs 
j 


@ I FA N 


A 


ce 


max GD 
i 


max 3i2 
i 


max ais |max ai 
i i 

+ t Y 

3 1 3 


N Fi 


| s. nax gii 
i 
| 


在 此 例 中 ， 从 亲 各 角度 得 到 的 百 标 分 郑 是 一 笠 的 ， WEA an, -1 


= . max min a;i=min max Gij. 


6 
成 总 时 ， “把 相应 的 对 策 叫 做 决定 性 的 对 第， SIB QINNIE9 lho. 


则 称 oj 为 对 策 的 车 点 ， 
NFR, SEERAD ES i 有 何 好 处 呢 ? 


假如 取 尺 的 如 以 外 的 战略 ， 则 C 的 得 分 就 可 能 大 一 些 些 ， mii Á 


要 C 的 策略 得 当 ，R 的 得 分 就 有 变 得 更 小 的 危险 . 


“一 旦 民 取 攻 战略 ， 那 么 随便 C 取 多 么 好 的 战略 ，R 的 得 分 都 绝 不 可 能 
变 得 更 小 ， 即 战略 对 R 是 最 有 利 的 战略 ， 这 个 对 对 策 结局 8 DW 


的 战略 叫做 单纯 战略 ， 


如 果 得 分 短 阵 4 二 [ayj] 表示 决定 性 的 对 策 ， 则 4545038. sanie 存在 


max min ajma "min max gi 
j 


pF 


"mrin aih = dio = max diios 


”从 而 Qiojo 既是 包含 在 h 行 的 最 小 值 ， 又 是 包含 在 jo 列 的 最 大 什 ， 


反之 ， 若 aii 是 第 Do 2 
Gii ligio aijo (i=1, 2, ++ m j=l, 2, 


8$2. 对 策 论 | (993) 
max aii<aiohp "e min max aii=aioi. | 
min Gii [iio ra max m min Gii 7 Ginio 
1 maz min a;i=min max dije 
- i `i i 
EAER 4 是 决定 性 的 ， 由 此 得 到 
【定理 ]1， 得 分 矩阵 为 A= loil 的 对 策 是 决定 性 的 ， 其 必要 充分 条 件 是 A 
ERRUER co 存在 ， 使 得 它 是 第 i 行 的 最 小 值 及 第 p 列 的 最 大 值 。 


| a 0 f 
例 zafi | ETAREN, 
解 G) 当 a>0，b>0 时 ， 该 对 策 是 非 决定 性 的 ， 当 a>0，b< 0 时， 是 


N 


Gi) 8 a=0, 5 为 任何 值 时 ， 都 是 决定 性 的 . 本 
(iiiy 当 a<0,b2>0 时 ,是 决定 性 的 ; 当 a<0,b<0 时 ， 是 非 决定 性 的 。 
因此 所 求 的 必要 充分 条 件 是 


a>0, b<0; a=0, b 任意 ; a[o, b20. 
其 中 任何 一 组 条 件 成 立即 可 。 


2 治罪 决定 性 的 对 策 与 混合 战略 
考察 在 2.1 提 及 的 猜拳 赛 的 得 分 矩阵 ， 即 


0 —1 1 min | 
一 人 
t 0 —1| —1, maxmin aii 一 一 1 


-l 1 0 
max i 1 1 u 
内 此 ， 条 件 @@ 不 满足 ， 这 时 ， 如 果 对 策 中 的 R 和 C 的 目标 战略 都 也 单纯 能 
略 是 不 行 的 . 即 是 说 ,该 对 策 是 非 决定 性 的 .从 而 ,这 种 对 策 不 只 是 取决 于 一 
个 战略 ， 而 是 取决 于 各 式 各 样 的 战略 混合 进行 ， 这 种 战略 叫做 混合 战 路 。 
混合 战 赂 是 利用 概率 论 中 的 期 望 值 的 思想 而 确定 的 . 
下 面 针 对 一 方 的 行动 来 确定 混合 战略 ， 我 们 以 R 的 战略 数 为 2 的 情形 
为 例 ， 用 图 解法 来 加 以 说 明 。 


1 4 2 
K: |. 
l: 4 一 2 1 


中 渚 秽 考 虑 C 利 用 它 的 第 一 战略 的 情形 .这 时 , 设 及 利用 第 一 战略 的 概率 


—Í min max aii=1, 


(994) | 第 十 五 章 ”近世 数学 
为 x， 利 用 第 二 战略 为 概率 为 1—x, TER 得 分 的 期 望 值 为 
y 


y=1:x+4(1—x); 

Dg 此 式 在 (图 15-30) 中 表示 过 点 (0, 4) 及 

(1, 1) 的 直线 I。 在 单位 线段 OF 的 一 点 
\ — S Tad. M(x, 0) 处 作 x 轴 的 垂 线 与 直线 I1* 相交 . 
FTPA. MPOKI R KRA W yf 
理 ， 对 C 的 第 二 ， 第 三 战略 ， 也 各 有 直线 

JJ? :7 一 4x 十 (一 2)(1 一 X)， 

KK';y=2x+1.(1—x), .入 
其 中 x 仍 是 R 用 第 一 战略 的 概率 ，1 一 x 是 
及 用 第 二 战略 的 概率 ，x 和 1 一 x 是 R 对 自 已 的 战略 混合 运用 的 结果 ， 考察 
C 的 使 R 得 分 的 期 望 值 变 得 最 小 的 战略 .由 上 图 ， 当 RR 的 一 、 二 战略 (其 使 
用 概率 分 别 为 x，1 一 x) 作 为 混合 战略 用 时 ,把 相应 的 C 的 有 利 的 战略 的 , 集 
Amik C*. FEREARE, HFA, B 的 坐标 分 别 为 Po Pa 而 C 可 表 为 

0=<x=<P,, C 取 第 二 战略 ， 

P,<x=<P,;, C 取 第 三 战略 ， | 
P.,<x=<1, C 取 第 一 战略 ， 3 
因而 ，JAB1’ K R 的 期 望 得 分 图 ， 由 这 个 折线 的 最 高 点 如 所 对 应 的 多 什 

P: 就 可 确定 R 的 最 宜 战 略 . 


图 15-30 


按 图 ， 有 
É B = TE aL . IP; 2 L P = i 
BI IK 3 a P, 3 t 4 


即 是 说 ，R 在 四 次 交 晖 中 有 3 次 取 战 略 5， 一 次 取 战 略 2. 这 样 组 成 的 混 
合 战 略 就 是 RR 的 最 宜 战 略 ， 


34 .2 x2 得 分 矩阵 的 解 a a E 
我 们 来 讨 认得 分 类 阵 是 2x 2 EREN. 


' 
<y “ 


Gil} 012 


a21 022 
在 此 ， R 采取 混合 战略 。 设 R 用 于 第 一 战略 (A 中 第 一 行 》 的 概率 是 x, 
MTR-RE (ARR T MARE 1— x. Mi, CEAPRARN, 
设 C 用 于 第 一 列 的 概率 为 y， 用 于 第 二 列 的 福 率 为 1] 一 》。 
在 此 情形 下 ， 比 赛 者 R 的 得 分 为 ou alz，azt az 的 概率 分 别 为 a 
ay) -xy (1—x)(1—y). 用 E(x，y) 来 表示 :R KEA W (8, 


$2. 对 策 论 (995) 
WA. Elw y)=anxzy+aax(1—y)+an(1—x)y+an(1—z) (1—y) 
=(an—axn-anuTas)xy-- (a12— az2)x+ 
(azı G22) y+ a22. | @ 
. 它 是 三 维 空间 的 曲面 . | 
比赛 者 R 的 目的 是 不 管 比赛 者 C 的 行动 怎样 ,适当 选取 rd 
出面 上 的 位 置 尽量 攀 到 高 处 . 反之， 比赛 者 C 的 目的 是 尽量 使 比赛 的 结 
位 于 该 曲面 的 低 处 ， 总 之 ， 该 对 策 的 解 就 是 适当 选取 x, 7 使 Ne 
两 者 的 要 求 ， 

这 就 是 极 小 化 极 大 的 问题 ，R 用 自己 的 战略 分 别 对 付 C 的 全 部 战略 。 
让 R 得 到 最 劣 者 (最 小 值 ) , 印 min E(x,y) ,再 从 其 中 选取 最 优 者 (最 大 值 ): 
BU R EZ mix min E(x y). 

X, C 用 自己 的 各 种 战略 对 付 R 的 全 部 战略 .再 从 及 的 期 望 值 出 发 ， 
对 于 C 取 其 最 优 者 〈 最 大 值 )， 即 max E(x, y). 再 从 这 当中 取 最 先 痢 (最 
小 值 ),、 即 min max E(y, y). 

解 这 样 的 对 策 问题 ， 就 是 要 找 出 使 上 述 两 个 值 (最 劣 优 值 和 最 优 劣 值 ) 
AAR x, yG. x y), BIX 

max min E(x, y)=min max E(x, Y) =E (x y"). ©) 

在 2x2 得 分 矩阵 的 情形 下 ，x*，y" 是 必然 存在 的 .下 面 分 几 种 情形 
来 说 明 。 

(i) .01 一 0 一 021 十 022 一 0 的 情形 . 上 | 

`E(x, y)=w(an—an)x-+(an—asn)y+as @ 
如 图 15~31,， 多 是 一 个 平面 .在 这 个 图 上 把 @ 设 成 


° 1 
E=1—2,—1, 
3* 37 


这 时 ， min E(x, y) i& # CD L. 而 max E(x y) 落 在 4D 上 .从 而 DD 
点 是 满足 @ 的 点 ， 它 是 蒂 点 ， 这 时 x 二 0，y" = 二 1. 当 把 @ 设 成 其 他 的 具体 
表达 式 时 ， 由 于 上 述 平面 的 变动 ，4、B8、C、D 都 可 能 成 为 鞍点 。 

(i) aii —au— az +a2əs0 的 情形 . 

设 GILL 一 0G12 一 0G21 一 G22 一 G) 


022— G21 — G22 — G12 __ 一 
s, A T G12021 =}, @ 


因此 
B(x, y)=a(x—a)(y— 0) +b. L `? 
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这 是 三 维 空间 的 双 曲 抛物 面 ， 
不 妨 取 
E=2—4 (x-4) (9-2), 
如 图 15-32 所 示 ， 


N 


图 15 31 a aa 
今 取 定 x=K, 则 | 


a, E=2—4(K-+)(—) 

变 成 直线 。 当 < 工时 ， 这 是 随 》 增加 而 上 升 的 直线 。 当 = 时 E=2, 
有 为 水 平 直线 。 当 天 > 亏 时 ， 这 是 随 9 增 总 而 下 降 的 直线 。 因此 minB(x 
y) H x< HE AB k. H x> B E CD k. 再 进一步 试 论 训 得 ， 
max min E(x, y) 在 点 PC DFR. 间 理 可 得 min max EC y) 也 
EAP G, , DXN. 


“在 一 般 情 况 下 ， 当 0< ac，pB<1 时 有 2 ia reš 
i; x`=ae y=. 
这 时 Pla p) 是 鞍点 . 仅 当 0<a，p<1 不 满足 时 ， 是 


域 OSS 0<y<1] 之 外 ，x=a，y= 有 8 才 不 是 解 , 在 我 们 所 讨论 的 
情形 ， 解 落 在 边界 线 上 . x"，? "成 为 0 和 1. 换 句 话说 ,对 于 AEOS, 
和 二 1 的 一 切 x，》， 对 x“" 和 入 "如果 
E(x,y'*)<çE(x°, y')<E(x°, y). 
则 (x°, y) SK S. 
以 上 说 明 ， 当 设 


$ 2.%P $ iè . (997) 


——— — - — 


X=pys l—x=p;o y=q; 1l—y=q 


时 ， 
dı ` 

P=[pe P) a= Í | 

q: - 


分 别称 为 比赛 者 R，C 的 混合 战略 向 有 量 。 它 的 各 分 量 满 足 关 系 
OKP SKi C<p.=<1, p.+p;=1, 


0O0sq,<1, 0=<q,<1, qita =l, 
pP q 也 叫做 概率 向 量 ， 此 时 比赛 者 R 的 期 望 值 即 可 表 为 


(au ai, qi ` 
E(p, q) =pAg= [pi, p2]| | | | 
NG21 G22 q2 
同 理 可 得 C 的 期 望 值 为 一 局 (p，9) . 
这 时 得 到 最 优 战略 。 综 上 所 述 ， 有 以 下 定理 
「 G11 az ` 


Deg), RAR A= i, BAR 


G21 . G.) 
[p°, p°] 0 qi 
P= LPi Pi, q = 
q 


义 存在 一 个 v 使 得 
u 
pA 之 [uw, v], Aq <l 
RAL. Np, qt 是 R, C 的 最 宣战 略 ， “是 对 第 的 人 B 


v=E(p°, q). k=. 
证 明 ” 设 比赛 者 R 采用 战略 pt, C 采用 它 的 任 一 战略 7 则 


ECP’, q)=p'Aq2 (u, v) ý =y; 
因此 ， 只 要 R 坚持 战略 p°, C TORTAR, R aiae 


值 至 少 是 v。 
其 次 ， 如 果 C 坚持 战略 q), R 末 用 他 的 任意 上 p» Wk 
E(p, q) 一 p49" 委 [pl p =y. 
所 以 ， 无 论 R 取 何 种 战略 , C BTE y; ,这 就 意味 着 
p. Q° 分 别 是 R, C 的 最 家 战略， 


O 
特别 地 ， 当 A 是 非 决 定性 的 情形 ， 补充 以 亲 种 @ 之 局 ， 区 
o ORR, $ TEER, C 的 最 宜 战 略 分 别 为 


(998) 35 Fase 近世 数学 


— 


— 


-—n- 


` 
! 


'=[a, 1—a), Q=; 
p =la al, = _ AAi 
且 对 策 的 值 为 wh 
| 1 ) 
L 3 T 2 
解 | al l q = ° | yv=0. R 
r 


特别 地 ， RINE 1m 的 对 策 叫做 公 平 的 对 策 。 
例题 2 . A= -| i k P’, q’, v, i ee BEIE 


E? 
2 1 f 

例题 5， 设 4=| RARER 

w e naali 

对 策 的 解 为 x °=1, y °=0, 这 里 有 3 aN 


E(1, 0)=1, E(x, 0)=1—3(1—x)<1, BU, y)Fi+y 
从 而 R 的 第 一 行 和 C 的 第 二 列 交叉 位 各 对 应 的 讼 卫 是 最 家 小 ， RT 


可 以 看 出 ， 这 时 A 是 决定 性 的 ， 其 结论 已 是 明显 的 了 ， d 
s. L y E 
y 电子 计算 机 的 原理 | mam. 


s. ,电子 计算 机 概述 ` 


i). AFT it AALi 
电子 计算 机 主要 由 输入 设备 : 存 贮 器 ,控制 器 ， 运算 加 和 输出 设备 加， 7 


Š 1. 电子 计算 机 概述 (999) 


一 一 一 一 一 —. e- 


它们 之 间 的 联系 如 图 15—33 所 示 。 整理 成 一 定形 式 的 信息 (指令 和 数据 等 ) 
在 卡片 或 纸 带 上 穿孔 后 ， 送 进 输入 设备 ， 经 控制 器 的 作用 ， 将 它 译 成 机 器 
能 识别 的 二 进 制 代码 ， 再 送 入 存 贮 器 。 按 解 题 运 算 程序 ， 由 控制 器 发 出 相 
应 的 命令 ， 将 存 贮 器 内 的 指令 或 数据 送 入 运算 器 ， 又 经 控制 器 作用 ， 将 
运算 器 内 得 到 的 中 间 结 果 或 最 后 答案 送 入 存 贮 器 ， 最 后 仍 由 控制 器 发 出 命 
令 ， 从 存 贮 器 内 取出 中 间 结 果 或 最 后 答案 ， 用 输出 设备 将 十 进 制 数据 、 字 
母 或 符号 打印 出 来 


一 一 一 一 一 一 
付 息 ( 代 公 ) 传 给 线 控制 信 切 传输线 
l 图 15-33 
可 以 把 电子 计算 机 与 人 使 用 算盘 作 计算 的 情况 对 照 起 来 看 ， 输 入 设备 


”相当 于 人 的 眼 和 手 ， 其 功能 是 写 入 原始 数据 和 运算 程序 。 存 贮 器 相当 于 


记录 、 保 存 数据 (包括 运算 的 中 间 结 果 和 最 后 结果 ) 和 运算 程序 的 纸张 及 计 
凡响 的 数 表 等 。 运 算 器 相当 于 算盘 ， 用 作 四 则 运算 和 逻辑 运算 。 输 出 


器 俄 次 协调 工作 。 下 面 分 类 加 以 介绍 . 
A 输入 、 输 出 设备 
.所谓 输 入 ,输出 设备 ,是 电子 计算 机 和 机 外 体 ( 即 外 界 ) 之 间 相互 联系 的 


。 允 才 在 自动 化 工厂 等 使 用 的 自动 控制 用 计算 机 来 说 ， 机 外 体 是 受 榨 
器 ,这些 设备 在 计算 机 和 机 外 体 的 同时 作用 下 进行 工作 。: : 


一 般 地 说 ， 输 入 ， 输 出 设备 与 高 速 运行 的 计算 机 本 身 相 比 ， 工 作 速 度 
特别 缓慢 。 因 而 ， 为 了 避免 整个 机 器 工作 速度 的 下 降 ， 在 大 量 数据 的 输 
入 、 输 出 中 广泛 地 使 用 磁带 。 卡 片 或 纸 带 根据 穿孔 的 位 置 的 组 合 来 表示 
paqakuna ANAE 

Says: Š 269, REATRARE, WARNER 
s. HRE “koo—6s04F/25mm, WREE A 27 SS /P, 


G&EuTqhasiuga 结果 的 手 和 笔 。 控 制 器 相当 于 人 的 大 脑 ， 指 挥 整 个 机 ， 


设备 的 总 称 ， 对 于 用 于 科学 计算 或 事务 用 数字 也 子 计算 机 来 说 ， 机 外 体 是 : 


`Q - ma 


“中 米 入 、 输 出 设备 具有 下 表 所 列 出 那些 基本 类 型 ， o 
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” 除 此 之 外 ， 作 为 特殊 的 部 件 ， 还 有 光学 标志 读 出 器 (OMR), BS: 
字符 扇 出 回 (MTCR)， 光 学 符号 阅读 器 (OCR) 等 等 ， 正 在 推广 之 中 全 
各 种 输入 、 输 出 设备 的 速度 比较 表 ， — 和 


设备 名 称 
卡片 输入 机 


pe 


10 字 /25mm 


100 一 1,000 张 /分 
200 一 1,000 字 / 秒 


kuupa ka + 2) 一 一 

卡片 穿孔 机 | 100 一 250 张 /分 80 一 90 字 / 张 

Hei ILY 10 一 200 字 / 秒 10 字 /25mm 
输出 | 页 式 打印 所 10 字 / 秒 u 


行 式 打 印 届 150 一 1, 000 行 /分 


$1. 电子 计算 机 概述 (1001) 
光学 符号 阅读 器 的 文字 示 样 | 


Ë Üle3aLt5B?B 3 


u | 

“所 谓 在 贮 器 ， 是 这 样 一 种 暂 存 设备 ， 它 保存 从 输入 设备 写 入 的 信息 ， 
信息 中 的 指令 依次 送 至 控制 器 ， 其 数据 送 至 运算 器 ， 直至 把 暂时 的 中 间 结 
果 及 运算 结果 送 到 输出 设备 为 止 ， 

在 存 贮 器 中 ， 有 成 千 上 万 个 存 贮 单 元 .每 个 单元 都 有 一 个 编号 ,就 象 门 
e o, 1, + RERA AT SJ iñ pun ff&— hh. 每 个 地 址 能 存放 一 
ADAB, RARER iS. 

JNANOR SAAE, BARRACA SEIMKR. 数据 一 旦 
被 存 贮 起 来 ， 从 那里 无 论 读 取 多 少 次 也 不 会 消失 ， 

从 存 贮 器 取出 信息 或 向 存 贮 器 存 入 信息 所 需 的 时 间 ， 岂 做 存 取 时 间 ， 
根据 存 取 时 间 的 多 少 可 分 为 高 速 存 贮 器 和 低速 存 贮 器 ,根据 存 贮 器 的 功能 
又 可 分 成 主 存 贮 器 和 辅助 存 辽 器 。 主 存 辽 器 ， 一 般 倾向 于 采用 高 速 存 迪 
器 ， 而 辅助 存 贮 器 ， 则 采用 低速 存 贮 器 .辅助 存 贮 器 只 用 作 外 存 贮 器 和 完 
成 其 他 的 辅助 任务 . 使 用 外 存 贮 器 ， 可 望 使 机 器 具有 更 大 的 容量 。 

i i FFI ARRI Er, 3 


存 贮 的 类 型 | 计算 机 的 大 小 | 有 陀 容量 ( 字 ) | 存 取 时 间 
小 型 2 万 ~6 万 | ° 毫秒 
小 K 2 于 ~.4 万 | 5 微 秒 


型 
中 .型 2 万 ~10 万 2 微 秒 
型 


x 10 万 ~ 200 万 200 $K £p 


2400 万 (每 台 ) 103 Fp 
i 1200 万 人 5000 万 (每 台 ) 100 必 200 毫秒 
_ 500 万 ~1000 万 (每 卷 ) 

1 毫秒 = 二 分 之 一 秒 ， 1 微 秒 = 自力 分 之 一 秒 ， 

1 毫 微 秒 = 十 亿 分 之 一 秒 . 

最 近 ， 开 发 了 两 种 新 型 的 存 彤 屡 ， 膜 片 存 贮 器 和 磁 线 存 贮 器 (Wire 
memory)， 其 存 取 时 间 可 用 十 亿 分 之 -- 秒 CER) 这 样 小 的 单位 采 测 
量具 前 广泛 采用 的 是 磁 芯 ， 它 是 外 径 在 1mm 以 下 的 铁 氧 体 强 磁 环 . i 
图 15-34 所 示 ， 把 导线 作成 网 格 状 。 如 果 沿 纵向 和 横向 导线 输送 脉冲 ， 则 
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只 有 处 于 纵横 导线 交点 的 磁 芯 方 被 磁化 、 如 该 图 所 未， 在 每 个 磁 世 的 内 
AERIANA 环 ， 不 仅 有 纵横 方向 的 导线 穿 过 ， 而 
县 也 有 和 斜 向 的 导线 ( 读 出 线 ) 穿 过 . A 
此 ， 当 电流 反 向 进行 时 ， 处 于 交叉 点 
的 磁 芯 的 磁化 改变 方向 ， 导 涩 斜 向 愉 
线 中 感应 一 次 脉冲 ， 相 应 读 出 一 次 信 
B. 但 这 时 原 存 贮 的 信息 消失 了 ， 因 
而 需要 重新 写 入 为 此 ， 把 若 十 个 这 
样 的 网 格 〈 叫 做 磁 芯 板 》 平 行 地 安装 
起 来 形成 一 个 一 个 的 磁 芯 体 . 在 周一 
被 感应 的 脉冲 磁 芯 体 中 位 于 板 的 同一 垂 线 上 的 磁 芯 
表示 同一 数字 ， 每 个 磁 心 板 对 应 着 数 
信 的 同一 位 ， 于 是 信息 的 重 写 在 这 样 的 系统 中 就 可 以 进行 了 . 
C. 运算 器 控制 器 | 
在 存 贮 器 中 ， 存 贮 的 数据 ， 按 照 需 要 被 调 入 运算 器 加 工 。 运 算 器 是 进 
行 加 减 乘除 、 逻 辑 运 算 、 进 位 等 工作 的 部 件 。 运 算 有 两 种 形式 ， 即 按 数位 
顺序 进行 运算 的 直列 方式 和 在 每 位 上 同时 进行 运算 的 并 列 方式 ， 又 ， 在 电 
子 计 算 机 内 部 ， 多 数 是 把 十 进 制 一 位 用 二 进 制 的 四 位 来 表示 ， 但 这 种 情况 
下 对 十 进 制 数 的 各 位 数 是 直列 的 ， 对 于 十 进 制 的 每 一 位 ， 我 们 把 相应 的 二 
进 制 的 四 位 并 列 地 进行 。 这 称 为 直 并 列 方式 . 
”运算 器 由 被 梯 数 寄存 器 、 累 加 寄存 器 、 加 法 器 及 补 码 器 构成 。 加 法 器 
是 求 两 数 和 的 装置 ， 在 手 揭 计 算 机 中 ， 加 法 机 构 是 贞 轮 ， 但 在 电子 计算 机 
中 则 是 电子 电路 ， 补 码 器 是 建立 补 码 的 疫 置 ， 作 减法 时 首先 建立 减 数 的 补 
码 ， 然 后 将 它 与 被 减 数 相 加 ， 再 适当 移 位 即 得 最 后 答案 .(〈 如 下 表 所 示 ) : 


MRR 


4 为 了 作 左 边 的 减法 ， 99 46 
一 )21 先 取 21 对 于 99 的 补 一 )21 Ë 十 )78 
~ 25. 码 78 ( 即 99 一 21= 8 0 em 把 最 高 位 的 1 拿 ， 
78)， 再 与 被 碱 数 相 p> 到 最 低位 来 
; m 25 s... 答 数 


PATINIRA. 请 参阅 华南 工学 院 编 电子 计算 机 与 算法 语言 "(上册 》 
he ~ 一 译注 . 


Š 1. 电子 计算 机 概述 (10055 


加 法 通过 加 法 和 移 位 操作 来 实现 ， 除 法 通过 减法 和 移 位 操作 来 实现 ， 微 分 
和 积分 运算 通过 加 减 乘 除 的 各 种 组 合 来 实现 ， 

.电子 计算 机 创始 于 1946 年 ， 是 在 美国 宾夕法尼亚 大 学 首创 的 电子 数字 
积分 计算 机 (ENIAC)。 它 可 以 进行 十 位 数 的 加 减法 5000 次 / 秒 ， 乘 法 
300 次 / 秘 ， 除 法 50 次 / 秒 。 和 人 的 计算 能 力 相 比较 这 大 约 相当 于 人 的 30 万 
倍 。 最 新 的 计算 机 作 九 位 数 乘法 ， 每 秒 竟 可 达到 50 万 次 的 速度 ， 约 相当 于 
人 的 计算 能 力 的 五 亿 倍 。 

控制 器 进行 指令 的 选择 、 解 释 及 执行 ， 也 就 是 说 ， 假 定数 值 和 运算 指 
令 暂 时 先 存 入 存 贮 器 , 控制 器 首先 把 运算 指令 从 存 贮 器 读 出 .运算 指令 表示 
在 何 处 存 贮 数值 ， 这 些 数值 作 何 种 运算 或 者 应 该 把 结果 放 在 什么 地 方 ， 居 
此 控制 器 将 再 从 指定 的 地 址 上 读 出 内 容 并 进行 指定 的 运算 ， 然 后 把 结果 存 
放 在 指定 的 地 址 上 。 此 外 ， 控 制 器 也 控制 输入 、 输 出 设备 的 工作 。 


12 数据 的 表示 
A. 数 .文字 

在 表示 数 时 ， 我 们 通常 使 用 十 进 制 。 但 根据 电子 计算 机 的 构成 元 件 的 
特性 ， 象 晶体 管 的 接 通 或 断 开 ， 磁 化 方向 的 N RR S 极 , 脉冲 的 有 或 无 ， 
都 处 于 两 者 择 一 的 状态 。 因 此 ， 在 电子 计算 机 中 ， 用 这 种 两 者 择 一 的 状态 
来 表示 数 是 恰当 的 ， 由 于 这 种 表示 是 与 二 进 制 类 似 的 ， 所 以 对 于 电子 计算 
机 。 使 用 二 进 制 是 合适 的 。 二 进 制 的 一 个 数位 叫做 1 比特 〈 这 是 信息 的 最 
小 单位 ). 十 进 制 二 进 制 
十进制 的 一 位 0 0000 
数 相当 于 二 进 制 的 0001 
log:10 一 3.32 位 数 ， 0010 
因而 当 在 电子 计算 0011 
机 中 采用 二 进 制 时 ， 0100 
比较 起 采用 十 进 制 0101 
来 ， 在 同样 容量 的 0110 
存 贮 器 中 ， 可 存 贮 0111 
约 3. 3809158. 1000 

9 1001 

由 于 人 们 习惯 于 使 用 十 进 制 ， 所 以 在 岂 子 计算 机 中 ， 存 入 或 取出 数 
了 时， 必须 自动 进行 二 进 制 与 十 进 制 数 的 相互 转换 〈 基 本 的 转换 关系 如 上 霄 
所 示 )》 


co —-4 > @ p. % t = 
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电子 计算 机 除 使 用 数 外 ， 还 使 用 基文 字母 《或 日 文字 母 等 ) 及 若干 记 
号 +. — x. /.( ,=i . : . @. , " °, %, %, $, AÁ 
(空格 ) 等 等 。 这 些 可 用 6 比特 或 8 比特 的 0,， 1 的 组 合 表示 。 用 8 比特 
时 ， 可 能 有 64 种 状态 ， 以 表示 64 种 记号 和 字母 。 现 在 广泛 采用 的 方法 是 用 
8 比特 表示 字母 、 数 字 和 记号 等 的 每 一 个 字符 。 作为 数值 的 每 一 位 数字 ， 
用 4 比特 表示 ， 作 为 文字 的 数 ， 其 每 一 个 数字 用 8 比特 表示 ， 即 相当 于 作 
为 数值 的 数 的 两 位 。 用 8 比特 表示 一 个 字符 时 ， 这 个 8 比特 叫做 一 个 [一 
进 ] 位 组 ( 字 节 ) 


字母 等 的 二 进 制 示 例 


人 


E axa | 记 ”号 | 作为 文字 的 数字 | 作为 数值 的 数字 - 


— 


11000001 | 了 | 10000001 | ° 01001011 | 0 211110000 
11000010 | 4 | 10000010 | X 01011100 | 1 11110001 
11101001 | Y | 10111101 | YX 01011011 | 9 11221001 


B.H ẹ 

指令 和 数 信 一 样 ， 仍 可 用 二 进 制 信号 的 组 合 表示 ， 不 过 ， 一 般 地 说 ， 
指令 是 由 表示 指令 种 类 的 操作 码 和 地 址 码 构成 ， 后 者 是 在 执行 指令 时 ， 指 
出 所 使 用 的 数值 的 存放 地 址 以 及 给 出 存放 结果 的 地 址 ， 指 令 的 方式 可 根据 
在 指令 中 包含 的 地 址 的 数目 来 分 类 ， 包含 一 个 地 址 的 指令 叫做 单 地 址 指 
令 ， 包 含 二 个 、 三 个 地 址 的 分 别 叫做 双 地 址 指令 和 三 地 址 指令 ， 一 个 指令 
中 包含 的 地 址 的 数目 越 多 ， 则 完成 一 个 计算 所 需要 的 指令 的 数目 就 越 少 。 
但 另 一 方面 ， 电 子 计算 机 的 电路 却 变 得 更 复杂 . À 

图 15 一 35 指 令 种 类 的 示例 (三 个 地 址 的 情形 ) 


| TA 地 址 的 内 容 加 在 < 地 址 的 内 容 + 
[re 1617] 地 存放 入 ?地 址 


Hfi ig 地 址 说 


0 0000 


S 2. 电子 计算 机 的 运算 原理 (1005) 
$2， 电子 计算 机 的 运算 原理 


2.1 开关 代数 


A. 开关 代数 和 触 点 电路 | 

WTAE AA E FHAIR 83238 -T EB) ,所 以 其 机 能 完全 可 
用 开交 代数 (逻辑 代数 ?表示 ,所 谓 开头 代数 是 这 样 的 数学 , 它 处 理 诸如 某 命 
题 是 真 或 假 等 等 这 一 类 只 能 发 生 两 种 对 立 状 态 的 问题 ， 采 用 研究 者 布尔 
(Bople，1847 年 ) 的 名 字 ， 也 可 叫 开 关 代数 为 布尔 代数 ， 

厦 论 是 在 开关 代数 中 出 现 的 数字 还 是 在 二 进 制 中 出 现 的 数字 ， 都 是 0 
和 世 . 但 它们 不 是 相同 的 东西 。 二 进 制 的 数 用 0 和 1 表示 ， 和 我 们 平常 用 
的 数 是 一 样 的 ， 但 在 开关 代数 中 ，0 和 1 表示 两 种 对 立 的 状态 

开关 代数 和 二 进 制 没 有 “直接 "的 关系 ， 但 在 电子 计算 机 中 ， 它 们 被 巧 
妙 结合 而 发 生 非常 密切 的 联系 .显然 电子 计算 机 由 很 多 复杂 的 电路 构成 ,但 
电路 只 包含 继电器 触 点 和 开关 ,都 是 二 端 电路 .此 种 电路 在 任意 时 刻 处 于 局 
“ 开 或 闭合 这 两 种 状态 之 一 , 把 处 理 这 两 个 状态 的 变数 取 值 0 和 1 时 , 触 点 所 


路 的 逻辑 操纵 便 可 根据 开关 代数 处 理 了 ， | 

考察 (图 15 一 36) 所 示 的 开关 。 在 两 端 ce 一 一 人 人 
a, b 之 间 ， 假 如 开关 闭合 ， 则 电流 流 过 ， BE” assia 
假如 开关 断 开 ， 则 电流 截止 。 暂且 把 此 开 
关 命 名 为 X， 同 时 用 X 表示 此 开关 的 状态 a—a 
的 值 , 即 假定 X 一 ! 时 ， 开 关闭 合 ，X= 0 (b) 


时 开关 断 开 ,并且 用 图 (b) 简 单 地 表示 图 (a) 

今 设 两 个 开关 X，Y 组 成 串联 或 并 联 ， 如 图 15 一 37， 这 时 ,端子 a,b， 
间 的 状态 ,对 串联 情形 用 XAY 表示 .对 并 联 情 形 用 XVyY 表示 ,而 实际 上 ， 
根据 A Y 的 值 ，XAY 和 XVY 的 值 组 成 下 列 的 表 


o KAYE) XVY( 并 联 ) 
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B 开关 代数 a 


PARIR OENB, URUHARE LRN 
字 关 系 作 公理 来 承认 ， 重 新 整理 后 ， 这 些 公理 可 写成 下 列 形式 ， i 


【公理 】 (1a) 0 人 0=0， (1b) 1Vi=1' 
(2a) 0OA1=1A0=0, (2b) 1V0=0V =L, 
(3a) 1lA1=1, (3b) 0V0=0; 


(4) X=0 或 和 一 1. 
计算 法 则 ”由 上 述 公 理 可 知 ， 在 XxX、Y、Z 之 间 ， 象 普通 数 的 情形 一 样 ， 


,ER 交换 律 、 结 合 律 和 分 配 律 也 都 成 立即 

串联 XVY=YVX, . XAY=YAX 

h wa XVYVZ=(XVY)VZ=XV(YVZ) 
下 N b XAYAZ=(XAY)AZ=XA(Y AZ) 
| me 


XAYVXAZ=XA(YVZ) 
| X, Zie X itin, 下 列 各 式 都 成 立 .， 
XVX=X, XAX=X, 1VX=1 
假定 用 X: 表 示 XX 的 否定 .也 就 是 说 ， 假如 X=0， 则 Xx =1; 假 如 X= 
1， 则 X? 一 0。 对 于 否定 ， 下 列 关系 式 成 立 . 
、 XKVX:=1, XAX°=0, 02=1, 12=0, (X°)°=X | 
在 上 述 公理 中 ， 当 (1a)、(2a)、(3a) 中 的 逻辑 积 (4) 与 逻辑 和 (V)， 
0 和 1 交换 时 ， 分 别 变 成 (lb)、(2b)，《35)， 这 种 性 质 叫做 对 偶 。 从 公理 
直接 得 到 ` N QF. SŠ 
(XAY): =X:VY:, (XVY) =X“AYŠ - a 
一 般 ， 有 下 面 的 定理 成 立 . ii “as 
“ERA SIR) 
“ (XAYAZA...) =X VY VZV 
(XVYVZV…) =X AYAZ A 


2.2 运算 的 基本 电路 和 计算 的 编排 
A. 基本 电路 

在 组 成 虫子 计算 机 的 电路 中 ， 有 或 门 电路 【〈 逐 辑 和 电路 )， 与 门 电路 
(逻辑 积 电 路 ) 及 非 门 电路 (否定 电路 ) 等 基本 电路 ， 

或 门 电路 是 一 种 多 端 输 入 电路 ， 如 图 15-38 Pr R, RO R O R, 34 X 
或 了 中 任意 一 个 输入 端 加 入 脉冲 时 ， 科 出 端 就 有 脉冲 输出 。 所谓 了 脉冲 ， 是 


N 
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图 15-39 那样 的 电流 ， 它 是 多 少 伏 特 或 多 少 安培 无 关 紧 要 ， 有 意义 的 仅仅 
是 , :在 某 时 刻 它 有 没有 超过 某 个 定 值 的 电压 。 如 使 脉冲 的 有 无 分 别 对 应 于 
1,，0， 则 在 开关 代数 的 意义 下 ，Z 二 XVY RZ. 在 图 15-38 H,’ WASE 
ARTMA 不 solars, | 


! | ; x , 
y š x 
ho gmk $ pn 
a a 5 
ES x 
| Ye) 


ints | c a 


B) 18-38 图 18-39 ”图 15-40 
与 门 电路 ”也 是 一 种 多 端 输入 电路 ， 如 图 15-40 所 示 ， 其 特点 是 。 当 
所 有 输入 端 都 有 脉冲 信号 输入 时 ， 在 输出 端 才 有 咏 冲 信号 输入 . 在 开关 代 
数 的 意义 下 ，Z= 二 XAY RZ. 
非 门 电路 ”是 这 样 结构 的 电路 ， 即 假如 有 输入 脉冲 则 无 输出 脉冲 ， 假 
如 无 输入 脉冲 则 有 输出 脉冲 . 图 15-41 是 使 用 真空 管 的 非 门 电路 。 
再 有 ， 在 开关 代数 中 ， 常 常 还 有 等 式 Z=X4Y“ (与 非 门 电路 如 图 15- 
42 所 示 ， 这 时 当 有 脉冲 通过 Y 时 ， 别 处 的 脉冲 就 不 通过 ， 因 而 把 这 叫做 禁 


止 电 路 ， 

Xe 一 -oz 

| x i r 

k. 83 非 门 电路 “(Z=X v )—7 

x i)z 与 非 门 电路 (Z=XA 从 

jP t | 

É 15-41 图 15-42 
B. 计算 的 编排 
【加 法 】 EER ARNEE 不 同时 为 1 的 情形 是 简单 的 ， 例如 


3 
4) 100. +) 4 


111 f 


+ “在 相同 位 上 同时 有 1 时 情况 要 复杂 些 ， 这 时 ， 须 在 每 个 数位 上 使 用 开 
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X03333] FB 3 qn yB ak. 设 也是 根据 每 个 数位 的 和 所 得 到 
的 应 移 位 的 数 ，R 是 应 遗留 在 3 十 5 一 8 的 计算 此 数位 上 的 数 ， 忆 "表示 把 叫 
只 移 了 一 位 .加 法 就 是 在 每 位 上 重复 以 下 步 又 ， 贝 人、 站 作出 P. R, Fí 
由 P 作 出 P"， 然 后 把 R、P' 再 一 次 视 为 X、Y， 和 个 复 以 上 过 程 ， 直 到 对 
于 所 有 的 数位 ， 相 应 的 呈 变 为 0( 也 就 是 说 ， 直 到 移 位 没有 了 Ak. 


把 分 高 成 P 和 RR 的 电路 叫做 半 加 法 器 .二进制 的 两 11 


X oe 

个 数 的 脉冲 由 个 位 开始 依次 地 对 X，Y 作 计算 ， 这 时 ， 工 A 
在 图 15-43 所 示 的 半 加 法 器 的 R 上， 出 现 遗 留 的 数 ， P th 
在 已 上 发 生 移 位 的 信号 . s; Qn s 

在 图 15-44 中 ， 把 两 个 半 加 法 器 并 列 ， 于 其 间 加 上 p ooo 
一 个 延迟 电路 (仅仅 使 之 延迟 一 个 脉冲 ) 时 ， 移 位 信号 加 R 0100 ] 
于 左边 的 半 加 法 器 上 ， 于 是 ， 上 述 加 法 方 可 正常 进行 。 P° _ 0100- 
【减法 】 在 电子 计算 机 中 ， 由 XX 减 去 Y 的 运算 , 一 般 P `. 9100 
是 用 在 X 上 加 Y 的 补 码 的 方法 来 实现 ， 也 就 是 说 , w Ë. 1000 
X—Y=X+(h—Y)—k 来 计算 ,作为 &， 可 以 取 处 于 高 0000 一 
位 的 1。 例 如 设 X=46= 二 00101110, Y =21=00010101, R .r-T:1000 

x 


l P(XAY) 
图 15-43 半 加 法 器 图 15-44 加 法 器 
则 可 令 k=100000000 = 11111111-F00000001, k—21 = (11111111 一 
00010101) 十 00000001， 括 号 内 的 数 可 以 由 在 减 数 的 各 位 上 作 否 定 而 得 
乘法 作为 连续 加 法 ， 除 法 作为 连续 减法 进行 运算 。 


$3. 程序 设计 v ` 


3.1 程序 设计 ` 
如 象 任何 复杂 的 机 器 ， 都 是 运用 简单 元 件 的 组 合 装配 来 作成 的 一 样 ， 
任何 复杂 的 计算 都 可 归结 为 简单 的 四 则 运算 ( 即 加 、 减 、 乘 、 除 ) 的 重复 . 
我 们 把 求解 数学 问题 的 运算 依次 表 成 一 连 串 简单 运算 的 指令 ， 叫 做 算 


RSS. s: ,程序 设计 (1009) 


法 、 算 法 除了 包含 四 则 运算 外 ， 还 包含 比较 两 个 数 的 大 小 ， 变 换 指令 的 折 
行 顺序 ， 调 换 数 据 的 存 贮 地 址 ， 数 据 读 写 的 辅助 操作 等 。 因 而 电子 计算 机 
的 电路 只 要 有 了 四 则 运算 和 简单 的 辅助 操作 两 部 分 ， 则 任何 算法 都 可 执行 
T- 
为 了 简单 起 见 ， 设 存 贮 器 由 许多 存 贮 地 址 组 成 ， 每 个 存 贮 地 址 只 存 贮 
一 个 信息 (数据 或 指令 等 )， 且 附 有 地 址 码 0, 1, 2, bians gç 这 样 ， 当 我 们 要 
用 一 个 指令 来 提取 某 个 特定 的 数据 时 ， 象 前 面 说 的 那样 ， 只 须 采 用 这 个 数 
据 的 地 址 码 就 行 了 . 
下 面 假设 C、B8、?》 是 地 址 ，(a) RTM € 的 内 容 ， 并 给 定 下 列 基 本 
的 指令 ， 
(a)+(8)>y ”在 a 地 址 的 内 容 上 加 B 地 址 的 内 容 ， 把 结果 存 贮 在 
y 地 址 内 . 
(a) 一 (8B) 一 从 a 地 址 的 内 容 减 去 月 地 址 的 内 容 ， 把 结果 存 贮 在 
y 地 址 内 ， 
(a): (BB) 一 a 地 址 的 内 容 与 B 地 址 的 内 容 相 乘 ， 把 结果 FTE 
| y 地址 内 . 
Ca)+ (8)>y 用 6 地址 的 内 容 除 a 地 址 的 内 容 ， 把 商 存 和信? 地 
址 . 
h 比较 a, B 地 址 的 内 容 ， 落 8 地 址 的 内 容 大 ， 则 跳 
| 回 到 ?地 址 所 给 的 指令 ;， 洲 B 地 址 的 内 容 不 大， 
Na V has 
注意 对 于 四 则 运算 指令 《前面 的 四 个 ) 来 说 ， 若 ?地 址 原来 贮 有 数据 ， 
则 新 的 数据 输入 时 ， 原 有 的 数据 会 自然 消失 而 (a) 和 (《B) 在 指令 执行 后 
仍然 不 变 ， 
例题 1. K x 的 程序 (其 中 n Ew, n=(1), x=(2), 1=(3) 


“m 地 址 H | 说 - BB 
10. (4)— P 地 址 4 的 内 容 变 为 0(y=0), 
EIA- (3) . (3) 一 5 把 1 送 入 地 址 5(x'=1)， 
csi (3) +(4)—4 7 仅仅 添加 1. 
13 (2) : (5)—5 作 x-x'"==x"*1, R 更 新 xr。 
14 (4)<(1)—12 若 7Y<n， 再 一 次 到 地 址 12 的 痢 


令 ， 不 然 就 到 地 址 15. 
说 明 ”地 址 4，5 是 操作 码 地 址 ， 预 先 可 以 存 有 数据 . 在 地 址 12 和 14 2 
形成 了 循环 ，n 次 重复 后 ， 循 环 即 脱离 。 为 了 记录 这 个 重复 的 次 数 , ,使 脱 
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了 地 址 4. 每 次 算得 的 结果 送 入 地 址 5。 在 地 址 15 什么 指令 也 不 写 入 ， 供 
一 般 给 (15) 以 打印 指令 或 停止 指令 ， | 
例题 .已 知 :>0 0 <x=<1, RR, 误差 在 e 以 内 。 
8 利 用 展开 式 
2 一 1 十 x/11 十 x2721 十 … 十 Xe 十 … 

Eo | 
y T=}, T.,=(x/n)Ts.-1 (n<1); So=1, S,=S,- +T; (n1), 
对 于 nl, FARS 

s e= Su- tta, Ot STe. 
从 而 ， 假设 Ts<e/e, 则 <e” — S,- <e. 

s 33k 1 到 8 AFTREE Sk Fi, MUS TARF, 


地 址 内 容 地 址 指 S 说 有明 

! n 10 (7)+(8@ə>v I  *n=1 

2 Tos Ti, ° 11 (7)--(8)—2 今 To 一 1! 

8 Sos S 12  (7)+(8)=3  $S=1 

4 ENEE 13 (5+(J)>4  x/n>4 

6 x 14 (4) - (2)—2 把 T,-; 更 新 成 
(x/n)T,-/=T,s, 

6 e/e 15 (5)<(6)—-19 RRT, <e/e, 

到 邮 址 19, KA, 
到 地 址 16. 

? ' 16 (3G)+(2)—>S 把 S$,-;: 更 新 成 
Sa-1 十 Ts 一 5 

8 0 17 (1) 十 (7) 一 ! 把 n 只 前 进 1 


18 (8)<(7)—-13 返回 到 地 址 19 :9 

WW 6.12 的 指令 是 作 准 备 的 指 令 。 用 指令 13，14， 可 由 Ta~: Fikh 
Ta. WF 15 是 为 检查 计算 进展 情况 用 的 。 指令 16 是 由 S.-, 和 ,来 计算 
S。 用 的 ， 指 令 17 使 % 的 值 只 前 进 1, TR 18 是 无 条 件 返 回 到 地 址 13 的 
指令 。 在 地 址 19 中 什么 也 没有 写 ， 但 与 例 1 相同 。 N KAN 
印 指令 或 休止 指令 ， 
例题 3。 求 两 个 非 负 整数 a, b 的 最 大 公约 数 的 程序 
解 ” 假 若 把 a，b 的 最 大 公约 数 写 为 (ao，b)， 则 

(ao b)=(b, a)=(a, b—a), (0, b)=b. DA 
现 令 a=(1), b= 二 (2),，0 二 (3)，1 二 (4)， 得 到 下 列 程序 ， 
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地 址 指令 说 W 

10 (2)<(1)>14 假如 ba， 到 14， 不 然 到 11 

ll (1)<(4) 一 18 假如 a<1， 到 18, 不 然 到 12 

12. (2)—(1)—2 把 65 换 成 b 一 a. 

13 (3)<(4) 一 10 ”无条件 地 转移 到 10 

14 (1) 十 (3) 一 5 

15 (2) 十 (3) 一 ! | 调换 a Tü b. 

16 (5)+(3)—2 

17 (3) <X(4)—11 无 条 件 地 转移 到 11 
说 明 ”指令 13 是 取 比 较 指 令 的 反方 向 的 无 条 件 转移 指令 。 最 后 a 变 得 比 
1 小 ， 即 从 循环 中 脱离 出 来 ， 转 移 到 地 址 18。 这 时 要 求 的 最 大 公约 数 可 能 
ERAH 2. 

在 实际 过 程 中 ， 指 令 是 用 符号 〈 把 它 叫 做 机 器 语言 ) 按 二 定格 式 书写 
出 来 的 。 程序 被 打 在 穿孔 卡片 或 穿孔 纸 带 上 ， 由 输入 设备 一 次 存 入 到 存 贮 
器 中 。 其 次 ,在 控制 设备 中 的 计数 器 上 ,假设 把 指令 开始 执行 的 地 址 码 确定 
(如 上 例 中 的 10)， 并 使 之 起 动 ， 则 指令 依次 地 被 译 码 执行 ,而 自动 地 进 
行 计算 . 


3.2 自动 程序 设计 

机 器 语言 和 我 们 日 常 使 用 的 语言 ， 差 别 很 大 ， 难 以 记 住 旦 容易 弄 错 。 
如 果 能 用 与 日 常生 活 相 近 的 语言 来 编程 序 ， 而 电子 计算 机 又 能 把 它 翻译 成 
et 那 末 程序 设 序 就 变 得 方便 多 了 。 这 种 翻译 的 程序 叫做 语言 处 理 
程序 。 

现在 较为 流行 的 是 汇编 程序 和 编译 程序 . 
汇编 程序 ”在 原则 上 是 和 机 器 语言 一 一 对 应 的 ， 运 用 便于 存 贮 的 操作 记 
号 ， 地 址 也 可 以 用 记号 指定 。 因 而 ， 程序 不 须 考虑 一 个 个 的 存 贮 地 址 ， 只 
要 表 以 适当 的 符号 ， 电 子 计 算 机 就 会 自动 地 进行 分 配 了 ， | 
”编译 程序 它 运 用 我 们 日 常 使 用 的 普通 单词 ( 读 READ， 写 WRITE, 等 
等 ) 和 数学 公式 书写 程序 。 程 序 几乎 不 考虑 机 械 设 备 . 

在 编译 程序 由, 较 著名 的 是 在 科学 技术 的 计算 中 广泛 应 用 的 FORTRA 
N 和 ALGOL，BASIC， 以 及 在 事务 处 理 上 广泛 应 用 的 COBOL .最 近 又 
有 叫做 PL/1 的 新 语言 系统 被 1 BM" 发 展 ， 这 是 值得 重视 的 。 


# IBM 即 International Business Machine (国际 商用 电子 计算 机 公司 ) 的 编 
=, 一 一 译注 .+ WE 
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大 概 说 来 ， 使 用 机 器 语言 、 汇 编程 序 和 编译 程序 来 编程 序 的 比例 依次 
为 100:70:40， 而 最 近 在 美国 的 使 用 比 HEAR 1148551. MEX, $ 
后 的 程序 设计 也 许 会 发 展 到 几乎 都 使 用 编译 程序 . 
例 1. H FORTRAN 编制 程序 一 例 (根据 NEC，EDP5S 的 基础 ) 


d i 
Ten ES ， 初 始 条 件 x=0, y=2, 3 (RË Runge-Kutta (ka) 


REAL Kt; K2: Ka- Ki 
F(X, Y)=3.0:Y/(X+1.0) 
WRITE(3，2) 
X=0.0 
Y=2.3 
DX=0.01 
DO3I=1,101 
WRITE(3, 4)X, Y 
Kti=DX-F(X, Y) ` 
K2=DX:+-F(X+DX/2., Y +K1⁄2.) 
K3=DX-F(X+DX/2., Y+K2/2.) 
F4=DX-F(X+DX, Y+K3) 
Ke Y=Y+(K1+2,0.(K2+K3+K4)/6.0 
3 | X=X+DX 
| STOP 
2| FORMAT(IH!, 24X, 1HX, 20X, 1HY% 
FORMAT(1H, 21X, F6.2, E22.6) 
1 END 


例 2 用 ALGOL 编制 程序 一 例 ， 问 题 与 例 1 相同 (根据 NEC 。ECPS 的 
基础 )， 
RUNGEKUTTA. 
begin real H, K1, K2, K3, K4, XN, YN, X, Y, F; 
integer N, NN; 
Procedure UHEN; 
F:=3,0:Y/(X+1.0); 
Procedure INSATU; 
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begin CRLF; PRINTREAL(X); 
PRINTREAL (Y); PRINTREAL(F); 
end; 
HAZIME; READREAL(H); READINTER(NN); 
CRLF; PRINTREAL(H); 
READREAL(X); READREAL(Y); 
UHEN; INSATU; 
SINKO, for N:=1 step 1 until NN do 
begin XN:=X; YN:=Y; 
Kl:=H:F; 
X: =XN+H/2.0; Y.=YN+K1⁄2.0; 
UHEN; K2:=H°F; 
Y:=YN+K2/2.0; 
UHEN;K3;=H°F; 
X:=XN+H; Y:=YN+K3; 
UHEN; K4=H'F;, 
Y:=YN+(K1+2,0°K2+2.0°K3+K4)/6.0 
UHEN; INSATU 
| end 
end 
例 3 用 :COBOL 编制 程序 一 例 ， 
,PROCEDURE DIVISION. 
OPEN INPUT CARD-FILE. 
OPEN OUTPUT SIN-CARD-FILE. 
OPEN OUTPUT HUSOKUBUN. 
MOVE SPACE TO SIN-CARD-FILE. 
MOVE SPACE TO HUSOKUBUN-REPORT. 
a .YOMIKOMIt READ CARD-FILE END GO TO OWARI. 
| COMPUTE ZAIKORYO=ZAIKORYO+NYUKORYO. - 


IF ZAIKORYO LESS SYUKKORYO GO TO KEISAN- 


INZI. 
COMPUTE ZAIKORYO=ZAIKORYO—SYUKKORYO, 
MOVE ZAIKORYO TO NYUZAIKORYO. 

SENKQ，MOVE BUHIN-NO TO NYUBUHIN-NO, . 
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WRITE OUTPUT-ZAIKO. 
GO TO YOMIKOKI. 

KEISAN-INZI, COMPUTE SYUKKORYO= SYUKKORYO 
—ZAIKORYO. | 
MOVE BUHIN—NO TO BUHIN-NO-1, 
MOVE SYUKKORYO TO HUSOKURYO. 
WRITE HUSOKOBUN AFTER 2. 
MOVE ZERO TO ZAIKORYO. 
GO TO SENKO. 

OWARI. CLOSE CARD-FILE SIN-CARD-FILE 


HUSOKUBUN. 
STOP RUN. 

V 整数 论 
$1. 前 8 


整数 论 是 一 门 既 古老 又 新 近 的 数学 分 支 ， 从 它 古 老 的 历史 来 讲 ， 作 为 
“近世 数学 "这 一 章 的 一 部 分 ， 似 乎 不 大 恰当 ， 但 是 ， 整 数论 在 任何 时 候 
都 是 新 数学 的 一 个 分 支 ， 现 在 亦 然 ， 所 以 我 们 仍然 把 它 归于 “近世 数学 "这 
“一 章 。 整 数论 又 叫 数论 , 就 其 字面 来 讲 , 本 来 也 就 是 “数论 "， 是 研究 数 的 性 

质 的 一 个 数学 分 支 (英语 叫做 number theory 或 theory of numbers, 
古典 的 称呼 是 arithmetic 法 文 、 德 文 , 俄 文 也 同样 称呼 ). 然 而 ,由 于 数 系 
之 核心 还 是 整数 ， 所 以 "整数 论 "这 一 提 法 是 代表 了 本 质 的 。 再说， 整数 的 
概念 也 是 有 时 代 性 的 ， 它 随 着 时 代 进 展 而 越 来 越 广泛 。 以 它 为 汕 心 ， 数 的 
一 般 问题 乃至 更 深入 的 有 关 的 数学 问题 都 包括 在 整数 论 中 了 ， 

整数 论 的 内 容 是 很 丰富 的 。 它 的 古典 问题 ， 看 起 来 一 般 都 是 杆 宕 单纯 
的 。 然 而 考究 起 来 便 知 ， 它 的 很 多 问题 却 有 意外 的 困难 .之 所 以 困难 ， 在 
于 整数 的 形式 不 能 用 单纯 的 法 则 来 得 到 . 在 整数 论 里 留 下 了 不 少 业绩 的 十 
八 世纪 的 大 数学 家 拉 格 衣 日 ， 曾 自 谦 他 说 过 : “数论 研究 对 于 我 来 说 ， 付 出 
的 劳动 很 多 ， 得 到 的 成 果 却 很 少 .” 然 而 ， 数 论 是 美妙 的 ， 就 象 高 斯 的 名 
言 所 说 “数学 是 科学 的 王后 ,数论 又 足 妆 学 的 王后 .” 

整数 论 中 有 很 多 重要 的 方法 ， 其 中 代数 方法 一 一 从 古典 的 到 现代 的 


_ 
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一 一 是 有 着 广 泛 应 用 的 方法 。 19 EUR, EA 648 2ybr25 te (函数 
” 论 ) 和 几何 方法 .特别 是 分 析 方 法 ， 对 于 有 的 问题 是 不 可 少 的 ， 以 这 个 方 
法 为 主 而 形成 的 一 个 重要 分 支 叫 做 解析 整数 论 . 而 最 近 ， 来 目 拓扑 学 的 拓 
扑 群 同调 代数 、 测 度 、 代 数 函数 、 代 数 几 何等 现代 数学 诸 福 念 和 方法 在 
整数 论 中 也 有 了 应 用 ， | 

这 里 ， 要 全 面 地 介绍 整数 论 ， 是 不 可 能 的 ， 我 们 只 着 重 介绍 初等 整数 
论 (§ 2~ 8 7)。 然 后 ， 对 它 的 自然 的 发 展 ， 即 代数 的 整数 特别 是 二 次 域 的 
整数 ， 作 了 叙述 ($88. 89). 对 § 2~ 8$46 中 的 结论 ， 给 出 了 全 部 的 证 明 . 
东 过 ， 限 于 篇 幅 ， 在 $7 以 后 ， 只 罗列 一 些 简要 的 结果 ， 说 明 从 简 ， 证明 
MRK. 

详细 内 容 请 参阅 其 它 的 参考 书 . 

Eu, S2: 的 后 半 部 分 ， 所 用 的 代数 学 基本 术语 和 概念 的 叙述 尽量 做 
到 不 用 查 其 他 的 书 或 本 书 的 其 它 章节 也 可 以 明白 ， 至 于 这 方面 更 详细 的 
东西 ， 也 可 参考 本 章 的 I, I. 
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> UTAR $ 7。 讲 到 整数 ， 都 是 指 有 理 整 数 ， 也 就 是 普通 意义 下 的 整 
数 ， 0, +i , t2, +3; Tr 

在 考察 每 个 个 别 整数 的 同时 ， 我 们 砚 多 的 是 考察 这 些 整数 的 各 式 各 样 
的 集合 .我 们 用 特定 的 记号 Z 来 表示 全 体 整 数 .这 时 ，“aEZ” 是 与 “整数 ae" 或 
<a 号 整数 "等 价 的 表示 .又 , “ACZ” 相当 于 说 “整数 集合 .A4” 或 "4 是 整数 的 
一 个 集合 ”再 则 ， 把 零 和 正 整 数 的 全 体 表 成 N。 同时 把 有 理 数 的 全 体 记 
成 Q; 实数 的 全 体 记 成 R, 复数 的 全 体 记 成 C, 显然 有 关系 , NCZCQCRCC 
成 立 。 另 外 从 这 些 集合 中 去 掉 零 而 剩 下 的 集合 ， 在 相应 符号 的 右 肩 上 标 以 
X 号 、 例 如 ，N 表 正 整数 (自然 数 ) 的 全 体 , 


2-1: 洪 本 术语 的 定义 | 
在 讨论 整数 的 性 质 之 前 ， 先 定义 -一 些 基 本 术语 ， 两 个 整数 之 阁 可 以 作 
加 、 减 、 乘 的 运算 。 特 别 地 ， 就 乘法 而 言 ， 对 于 整数 G，b， 洲 存在 整数 
c， 使 得 ac=b.c 时 ,叫做 a 的 约 数 或 者 因数 ，c 叫 做 2 的 倍数 ,用 记 
号 bj a 表示 ,这 了 时 ,也 叫做 a 被 b 整除 或 者 b 整除 a 其 否定 用 ba 表示. 
1 的 约 数 是 1 和 一 1， 这 两 个 数 1， 一 1 中 做 也 的 单 位 . 单位 是 所 有 38 
数 的 约 数 ， 对 于 任意 整数 ao， 至 少 有 单位 和 和 十 是 它 的 约 数 ， 它 们 叫 


- 


G 
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做 c 的 平 见 约 数 ,其 他 的 约 数 叫做 a 的 真 约 数 .没有 真 约 数 的 (大 于 1 的 ) 正 
整数 叫做 素数 〈 或 质数 )。 具 有 真 约 数 的 数 叫 复合 数 ， 整数 a 的 约 数 是 


素数 时 ， 把 它 叫 做 a 的 案 因 数 ， 又 两 个 以 上 的 整数 av .... an 的 共同 的 约 


数 (倍数 ) 叫 做 a1…a 的 公约 数 ( 公 倍 数 ) ， 特 别 地 , 把 正 的 公约 数 中 的 最 大 
者 ( 正 的 公 倍 数 中 的 最 小 者 ) 叫 做 cv as 的 最 大 公约 数 (最 小 公 倍 数 )。 


2.2 整数 的 基本 性 质 

整数 的 性 质 中 ， 有 一 些 是 很 明显 的 ， 例 如 

(1) 《i) 可 以 作 加 、 减 、 乘 运算 ， 且 数 的 诸 运算 法 则 (交换 律 、 结 合 
律 、 分 配 律 ) 成 立 . 

(ii) 两 个 整数 的 和 、 差 、 积 还 是 整数 ，! 是 整数 

(2) 在 整数 中 有 ( 按 实数 中 定义 的 ) 大 小 顺序 ， 顺序 和 运算 之 间 有 如 下 的 
法 则 成 立 ， 
(1°) 若 a<b, MJ a+c<b+cbo; 
(2°)## a<b, c>o, WJ ac<bc. 
(3) 正 整数 的 任意 集合 ( 即 N* 的 任意 非 空子 集 ) 中 有 最 小 数 ， 
(4) 对 于 含 正 整数 的 命题 ， 数 学 归纳 法 成 立 .( 见 后 面 [ 定 理 】3). 
(5) 整数 a 的 倍数 的 倍数 也 是 a 的 倍数 ，a 的 约 数 的 约 数 也 是 a 的 约 
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(6) a, b 同 为 c 的 倍数 ， 则 ， a, b 的 和 、 差 也 是 e 的 倍数 ， | 

(7) 对 于 任意 的 整数 a 和 beo, 恰 有 一 对 数 g 和 7 存在 ,使 得 
a=ba+vy, o<y<|b| AZ. 

(8) 对 全 为 非 零 整数 的 人 ax(m22), 

Gi) 存 在 最 大 公约 数 ， 最 小 公 倍 数 。 

《ii) 最 大 公约 数 是 任 一 公约 数 的 倍数 ， 

(iii) 最 小 公 倍 数 是 任 一 公 倍 数 的 约 数 ， 

(9) WRR p 是 两 个 整数 a, b 的 积 ab 的 约 数 ， 则 p 是 a 的 约 数 或 
者 是 b 的 约 数 ， 

(10) 任意 非 零 整 数 可 以 分 解 成 素 因数 与 一 个 单位 的 乘积 ， 且 除 因数 
的 顺序 外 ， 这 个 分 解 式 是 唯一 的 . 〈 但 要 包括 素 因 数 的 个 数 为 o 的 情形 ) 即 
是 说 ， 洲 整数 asco, M a=e: Ppr pa Eest, mo, p 为 素数 ) 就 
是 a 的 ( 除 乘积 中 因数 的 顺序 外 ) 唯 一 的 素 因 数 分 解 式 . 

现 把 上 面 性 质 (1) 中 所 说 的 “ 数 的 诸 运算 法 则 ”等 性 质 ， 详细 地 罗 列 出 
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来 如 下 ， 
(A) 若 a, bE€2Z， 则 a 十 bE€2; 
(A1) (a+b)-tc=a 十 (b 十 c)( 加 法 结合 律 )，; 
(A) at+b=bta . (加 法 交换 律 ); 
(As) 对 于 任意 a， 存 在 元 素 o 合 行 a 十 o=0 十 a= 二 a( 存 在 零 元 ); 
(A) 对 任意 a, 存 在 元 a 使 得 a 十 a 二 a 十 a 二 0( 加 法 中 存在 2636), 
这 个 a? 表 为 一 a，b 十 (一 a) 表 为 b 一 a. 
(M) Æa, bEZ, U abC Z. 
(M.)-.(a:b):c=a-(b' c) CRER). 
(M;) a:b=b'a 《乘法 的 交换 律 ). 
(Ms) 对 任意 的 a， 存 在 元 1 使 得 al =1'c=a( 存 在 么 元 )。 
(D) alb+c)=a'b+a'c, (b+c)a=b'a+c'a (分 配 律 ) 
(D 若 a:b=0， 则 a=0 或 b=0. 
要 说 明 的 是 (4)、(.44) 中 所 说 的 存在 ， 意 思 是 在 Z 中 存在 ， 


2.3 H, WA (或 叫 整 区 ) , 域 

在 一 般 的 代数 学 中 ， 假 设 有 一 个 集合 S( 可 以 是 数 的 集合 ， 也 可 以 是 
数 以 外 的 元 素 的 集合 )， 它 的 两 个 元 素 之 间 可 以 有 两 种 运算 ， 一 个 叫做 加 
法 , 另 一 个 叫做 乘法 ,分 别 用 记号 "十 ,，“，…" 表 示 , 如 果 上 述 法 则 中 (至 少 ) 有 
(A0), CA1) 、 (42) CA) (4), CM), CM). (D). CECA), (Mo Hii 把 
Z 换 成 5) 这 样 八条 成 立 。 则 叫 8 为 环 ， HIEMER, N SA ST 
换 环 . E $ 是 可 换 环 ， 且 (1) 也 成 立 ， 由 叫 Ss 为 整 环 . 此 外 若 (Ms) 还 成 
立 ， 则 叫 S 为 具有 1 的 整 环 . 

从 而 ， 前 面 的 性 质 (1) 可 表述 为 

《1)“Z 是 具有 1 的 整 环 ”. 

”而且 ， 把 Z 叫 做 有 理 整 数 环 (确切 说 ， 该 应 叫做 整 环 ). 

象 这 样 引入 的 环 、 整 环 等 的 概念 在 此 具有 两 个 方面 的 意义 ， 一 方面 ， 
涉及 到 前 面 叙述 过 的 很 多 法 则 都 不 必 在 此 一 一 重复 了 . 另 一 方面 ， 即 便 除 Z 
以 外 ， 凡 基 有 相同 法 则 ] 之 对 象 的 全 体 ， 都 可 以 认为 是 具有 共通 概念 的 东 
西 ， 同 时 ， 由 上 述 法 则 还 可 导出 其 它 的 各 式 各 样 的 法 则 ， 不 过 这 些 法 则 对 
所 有 的 环 或 者 整 环 都 是 共通 的 性 质 这 里 举 几 个 简单 的 事实 ， 

在 一 般 环 中 有 

das=a'0=0, (—a):b=a:(—b)=—a:b, (—a)(—b)=a:b 
#a+b=c, Jü a=c—b, (H) 
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E atb=ate, MJ b=c, TH. 
在 可 换 环 中 有 
(a+b)? =a? +2ab+b, Ca tb)la—b)=a b 3 ` 
在 整 环 中 有 
车 gab=ac c0, Di b=c; 
车 a 二 六 ， 则 a 三 十 b 等 等 。 

不 用 说 ， eg 十 述 这 些 法 则 是 当然 成 立 的 了 。 但 是 ， 后 面 将 
看 到 ， 当 m 不 是 素数 时 ，z/(m) 是 可 换 环 而 不 是 整 环 ， 因 此 ， 上 十 面 的 最 后 
两 个 法 则 ， 对 z/(m) 就 不 一 定 成 立 了 (参见 $5。5.2)、 

最 后 ， 谈 谈 域 ， 一 -个 整 环 s， 当 下 面 的 法 则 (M0) 成 立时 ,就 叫做 域 ( 下 
面 把 从 s 去 掉 0 后 的 集合 记 作 5*). 

(M4) ,对 于 sz 的 任意 元 o， 存 在 o4 ， 使 得 aa“ =a ta=1, (乘法 的 逆 元 
索 存 在 )、 把 这 个 ERa, (QS hnk a 的 送 苑 (如 果 a 是 数 就 叫做 
倒数 )， 并 且 把 a~'b 表 成 号 .注意 这 里 的 “存在 "是 指 "在 5 中 存在 "， 而 在 
“Z 中 ， 由 于 土 1 以 外 的 数 a， 其 a-! 不 是 整数 。 因 此 (M6) 并 不 成 立 ， 即 是 说 
Z 不 是 域 "， 然 而 0，R, C 都 是 域 ， 它 们 分 别 则 做 有 理 数 起 ， 实 数 域 、 复 
k. 一般 地 说 ， 把 数 的 集合 构成 的 域 叫 做 数 城 . 除 上 述 的 0,R,C 数 域 
外 ， 还 有 无 限 多 的 数 域 ， 这 些 在 § 8.9 将 着 重 谈 到 ， 

另 一 方面 ， 其 元 不 是 数 的 整 环 和 域 中 ， 最 一 般 的 是 多 项 式 环 和 有 R 
备 数 域 等 ， 例 如 ， 把 以 C 的 元 为 系数 的 一 个 变数 x 的 多 项 式 (f(x) =at 
+aix +a:x* 十 十 GaX Goap ‘anEC 的 全 体 表 成 clx]. 22 知 ， i 
具有 ! 的 整 环 . 

同时 ， 把 以 C 的 元 为 系数 的 一 个 变数 x 的 有 理 式 (gl) = 
f(x)，g(x)EGC[x]，g(x) 于 0 的 全 体 表 成 C(x) 时 ， 它 构成 Bg, PES 
CC(x)， 这 是 因为 ，C《x) 的 元 是 由 CLxj 的 所 有 元 构成 分 式 形式 而 得 到 
的 。 在 这 种 情形 ，C(《x) 叫 做 多 项 式 环 CLx1 的 商 域 显然， 有理 数 域 Q，。 
是 有 理 整 数 环 Z 的 商 域 . ; 

以 上 所 述 是 与 整数 性 质 (1) 有 关 的 一 般 代 数学 概念 ， 二 人 人， 
我 们 先 对 顺序 的 概念 作 些 准备 ， 然 后 用 顺序 的 语言 来 叙述 它 . 

在 集合 5 的 元 和 元 的 关系 中 ,具有 如 下 的 性 质 ，(R1), R) (Rs) 的 关 
系 ; (无 论 用 什么 记号 表示 都 行 ， 一 般 用 委 表 示 ) 叫 做 里 序 关 系 ， 把 具有 这 
样 关系 的 集合 S 叫做 有 序 集 合 ， as: 

(R) aSa (RHE). 


2. 整数 的 基本 性 质 (1019) 


(R) #a=<b, b<c, Mase 《传递 律 ). 
(R) a[b, b<a, WJa=b (反对 称 律 )， 
# 8 是 有 序 集 ， 且 满足 下 列 性 质 (T)， 则 S 叫 做 全 序 集合 . 
(T) 对 于 5 的 任意 二 元 a，b, 关系 a<b, b<a 中 至 少 有 一 个 成 立 . 
车 5 是 整 城 ， 同 时 也 是 全 序 集合 ， 而 日 在 它 上 面 整 数 的 性 质 (2) 中 的 
(1*) 和 (2*)， 即 
(1) 车 a<b, 则 a 十 c<b+c. 
(2°) 若 a<b, c>o, MU ac<be. 
， 成 立 ，S 就 则 做 全 序 整 域 ， 这 时 ， 整 数 的 性 质 (2) 可 以 表 成 ， 
(2) “Z 是 全 序 整 环 ”. 


$3 基本 性 质 的 整理 


31 公理 系 
要 把 前 述 的 整数 性 质 整理 成 一 个 体系 ， 最 低 限 度 ， 应 以 娜 些 基 本 性 质 
作为 出 发 点 昵 ? 就 是 说 ， 需 要 考虑 ， 普 整数 中 把 哪 性 质 确定 为 公理 才 好 ， 
有 种 种 方法 选取 整数 的 公理 系 ( 例 如 ， 根 据 著名 的 皮 亚 诺 公 理 系 来 确定 自 
然 数 ， 然 后 代数 地 定义 一 般 的 整数 的 做 法 是 一 个 标准 的 方法 ). 在 这 里 ， 我 
们 取 前 面 诸 性 质 中 的 (1)，(2)，(3) 为 公理 ， 并 改 记 为 如 下 的 形式 。 
整数 的 公理 系 :[Zi]， 整 数 的 全 体 z 是 具有 1 的 整 环 . 
[Z.], Z 是 全 序 整 环 、 
[Zs]， 任 意 非 空 正 整数 的 集合 有 最 小 数 ， 


32 直接 的 结果 | 
我 们 说 仅 由 上 述 公理 就 可 以 把 (前 节 列 出 的 整数 的 性 质 全 部 导出 来， 

关于 这 点 的 证 明 : 在 前 面 $ 2 所 述 的 诸 性 质 中 ,譬如 (5), (6) 的 证 明 是 简单 
的 ， 剩 下 的 (4),.(7) 一 (10) 虽 然 不 能 说 都 是 自明 的 ， 但 其 中 的 任意 一 条 都 
要 直接 或 间接 地 用 到 [Zs]. 因此， 首先 要 把 [Zs1 变 成 更 好 用 的 形 A. (FE 
【定理 ]】1)。 为 此 我 们 定义 整数 集合 的 有 界 性 ， 若 整数 集合 4 中 的 全 体 整 
数 不 小 于 (不 大 于 ) 某 个 确定 的 整数 c, 4 叫做 是 下 (上 ) 有 界 的 (这 里 的 c 可 
以 属于 4， 也 可 以 不 属于 A). 8 

【定理 11. # A 是 Z 的 非 空 下 (十 ) 有 界 的 子 集 , 则 4 中 有 最 小 数 (最 大 数 ). 
证 明 4 下 有 界 时 ， 对 所 有 的 xE-4. Dec 使 得 cSx。 设 ?=x 一 c 十 ! 
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(xC 4) 的 全 体 构成 的 集合 为 4 ， 如 果 y€E 4’, 则 由 y>o, GAN. 
所 以 , REL] AL ERDA o. amate, MH at =a 一 c 十 1 得 
aC A， 但 是 对 于 任意 的 xE€ A, a 二 a 一 c 十 1 之 y= 二 x 一 c 十 1， 所 以 a <<, 
a 是 4 的 最 小 数 ， 在 4 是 上 有 界 的 情形 ， 对 xG A, 把 y= 一 x 的 全 体 记 
32 B, WJ B 下 有 界 ， 所 以 在 B HARDA b, a=b È 4 的 最 大 数 ， 口 
【定理 ]2。 oa、b 是 整数 时 
Gi) #a>0, Mal. 
(ii) #a¥0, b¥0,a!b, Wlals<ib)l 
证 明 (i) 设 o<a<1， 则 a?<a， 同 样 地 , 0< KaKa" iLe Lal, 
据 [Z;]，6a 的 方 宫 的 全 体 中 有 最 小 数 ， 设 其 为 o"， 由 于 有 a"”1<o"， 因 此 
与 a" 为 最 小 数 矛 盾 ， 所 以 a21. 
Gi) 由 假设 有 cEz 使 得 ac=b, 而 c 志 0, 所 以 lcl>0, 更 由 
(i), lell, 再 加 上 0<lal, WE lalLlal!el=lbl. 口 
【 定 更 】3，( 数 学 归纳 法 )( 见 S 2, 2.2 (4) 
对 于 含 正 整 数 n 的 命题 p(n)， 若 如 下 的 1"，2° 成立， 则 对 所 有 的 正 
n, PMEZ. | 
1 BC1) 成 立 。 
2” 对 任意 的 mw>>1， 假 设 对 满足 1k<m RA k, POR 立 ， 则 
p(tm) 也 成 立 . 
”证 明 设 存在 使 p(n) 不 成 立 的 #4, 由 于 这 样 的 的 集合 4 非 空 , 据 [Z3]4 中 
有 最 小 数 m， 由 1*"，1E€ 4， 所 以 <m, 而 且 满 足 ISk <m 的 所 有 R， 有 
RE .4， 即 是 说 p(R) 成 立 ， 所 以 据 2"，p(m) 也 成 立 ， 这 与 m C A 相 矛 盾 ， 
所 以 使 p(n) 不 成 立 的 n 不 存在 ， D) 
【定理 】 4. (LS 2. 2.2, (5)#1(6)) | 
(iy #alb ble. Malc. 
Gi) #alb alc, Mal (bte) 
(iii) #alb ale, 刚 a | 《mb 二 nc) (m, n 353698) 
证 明 由 于 简单 ， 故 从 栈 . GiiE(O, (i) 的 自然 推广 , Gi) 也 叫 整数 关系 
的 传递 性 ，《ii)，(《iii) 叫 整除 关系 的 线性 性 。 x ma 


33 理 想 


把 一 个 整数 a 的 倍数 的 全 体 令 为 4， 据 [定理 ]4 知道 ，4 RAT 
性 质 ， 
(10) ATZ, 


N 


$ 3. 基 本 性 质 的 整理 (10212) 


(11) # x, JEA, WxtyEA. 

(12) 车 xE4，mEz， 则 mxC A. 

代数 电 ， 把 具有 如 此 性 质 的 集合 4 叫做 z 的 理想 ， 即 有 
【定义 】 数 的 集合 4 满足 上 述 条 件 (10)，(11),(12) 时 ,4 叫做 QZ 的 理想 
(整理 想 )， 

由 定义 ， 若 4A 是 z 的 理想 ， 则 有 (C 4, 若 xE.4, 则 有 一 xE.4， W 
数 ac 的 倍数 的 全 体 是 理想 ， 并 且 一 般 地 有 ， 
【定理 ]5。 一 组 确定 的 整数 a,, +, an 的 倍数 的 和 的 全 体 ， 即 形 如 
aixi 十 … 十 anxn(xtCz，R 一 1 2，…m) 的 整数 的 全 体 构 成 理想 ， 而 且 是 含 
Gr ° 6 的 ( 按 包含 关系 ) 最 小 的 理想 ， 

与 其 说 这 是 整数 论 的 定理 ， 倒 不 如 说 这 是 一 般 的 代数 学 定理 ,( 即 是 不 
仅 对 于 整数 环 ,对 一 般 可 换 环 也 成 立 的 性 质 ), 其 证 明 在 很 多 书 上 都 是 可 以 
看 到 的 。 不 过 为 了 阅读 的 方便 ， 我 们 还 是 写 在 下 面 . 
证 明 设 如 上 上 形式 的 整数 全 体 为 4， 则 AC-Z 叉 设 y'zE A, H 


Y=a1x’ 1 十 … 十 dnxn ， z=aix! 十 … 十 amxm M) y+z=a (x + x1) 十 … + 
on(xs + xe) € A, 并且 ， 令 1 为 任意 整数 ， 有 1 二 at(nx1) +w a, 


(nxzs)E4， 所 以 4 是 z 的 理想 . 另 一 方面 ， 设 妃 是 包含 cu o anb E 
意 的 (Z 的 ) 理 想 ,显然 ,由 于 它 包含 形 如 ajxi 十 … 十 anxn 的 一 切 整数 ,所 以 
有 ACB. G 
把 这 个 定理 中 得 到 的 理想 叫做 cu s On 生成 的 理想 , 表 成 (qj,…, ax). 
BJA, m=1 BF, (oÈ Sa 的 最 小 的 理想 ， 它 就 是 a 的 倍数 的 全 体 . 也 
叫做 由 a 生成 的 单项 理想 (或 主 理想 ), 这 时 (一 a)=(a),，(1)=( 一 1)=2Z. 
(co)C(Ccb)， 同 时 ， 著 alb， 则 (co) 二 人 p)， 反 之 也 成 立 . 
TE TAKES AHB, HERT 4 的 数 与 属于 召 的 数 的 和 的 全 Ik 
RE AtB. AHER a 与 集合 B 的 数 的 积 的 全 体 表 作 aB, 这 时 有 
(a)= aZ, (ax z ax) =a Z+ Fax, 
【定理 136. 《除法 定理 ) 《参看 $ 2 的 (17)) 
对 于 任意 的 整数 a F bo 必 存 在 唯一 的 一 组 整数 q,? 满 足 a=ba 填 7， 
0o=g=r< bl. ` | 
证 明 设 b>0, TJ bla lal, Bbl—la)S—!la! La, FML, b 的 倍 
数 中 不 超过 a 的 数 的 全 体 s 是 非 空 且 上 有 界 的 ,由 【定理 )!，s 中 有 最 大 数 ， 
设 它 为 bg， 则 它 满足 bya<blq+1), 因此 令 a 一 bq=7 即 a=bq 十 7 
0<a<b. RZ, 设 b<0,， 则 有 gs 和 7 使 得 a=1bl.qo 二 +，0 志 +r<1b1,: 午 
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是 取 q=— 4o 则 有 a=bq+7, | itl. B, RA a=bqa+7 =bg? +Q, 
o&r</ b! F 0r < b [JHI blag =r —y A lbllga—gl= 7 一 加 
<bl, 所 以 , 若 4 一 4 六 0， 则 不 等 式 左边 Slb) PEFEA AKUA q=q, 
Arer. 口 
该 定理 中 的 4 UREA, r 叫做 余数 (最 小 剩余 )， 显 然 ，y=0 bla 
是 等 价 的 、 整 数 a 的 倍数 的 全 体 是 z 的 理想 ， 实 际 上 ， 其 六 也 成 立 . 
【定理 }?。 Z 的 任意 理想 是 主 理想 ， 
证 明 对 于 z 的 任意 理想 A， 我 们 来 证 明 存 存 a 使 得 4=(a). 若 4=(0)， 
则 取 a=0 成 立 ， 当 A 寺 (0) 时 ，.4 合 0 以 外 的 整数 ， 没 有 cEA，c 寺 0， 
则 也 有 一 cE 4, c 和 一 c 中 必 有 一 个 为 正 ， 所 议 属于 .4 的 全 体 正 整 数 的 集 
合 是 非 空 的 ， 从 而， 据 [z3]，B 里 有 最 小 数 a,， 那 末 ， 对 于 任意 的 
x€ A, Hga, ?使 得 x=a'gq 二 ?+，06 志 7r<a, Fr D) r=x—aq € A. 但 
由 于 a 是 生成 4 的 数 ,而 又 要 满足 0 去 7<a, 所 以 必 有 ?=0， 因 此 x=ag， 
即 x 是 a 的 倍数 ， 也 就 是 说 AC (a)， 反 之， 显然 有 (a) A, -. A= (a). 


D 


[X] 对 于 全 不 为 零 的 任意 整数 组 AL G2 Go 

G) FERK d, Elaran) =), Rao. 

Cii) d 是 Ql 0m 的 公约 数 ， 存在 整数 Uir °° ny 满足 
d=əiuiToo T asum. 
证 明 (i), 在 理想 (ob r an) 中 运用 【定理 7 即 成 
| (ii). 据 (i)， 一 方面 由 于 a€ (d), a, E d 的 倍数 ， d 是 ar(R 王 1，…， m) 
的 约 数 。 另 一 方面 ,由 于 d€ (a, …， am)， 所 以 可 表 为 d=aju+ Omil m 


以 下 的 [定理 ]8，9，10 分 别 是 前 节 的 性 质 (8)、(9)、(10), 
【定理 】8. 对 于 任意 全 不 为 零 的 整数 arees am 

G) 存在 最 大 公约 数 ， 最 小 公 倍 数 。 

Gi) 最 大 公约 数 是 任意 公约 数 的 倍数 ， 

Gi) 最 小 公 倍 数 是 任意 公 倍 数 的 约 数 . 
WRA CGPA ar 是 a1,…, an 中 的 一 个 非 零 数 ， 由 于 公约 数 全 是 mi 的 
约 数 ， 所 以 据 【 定 理 ]2， 这 些 公约 数 必 不 大 于 al MEEMI AEIR 
中 存在 最 大 者 。 辐 样 ， 据 [Z:] 正 的 公 倍 数 中 有 县 小 者 。 

- (ii) 据 前 定理 的 系 ， d FÈ ai» °, ank 的 约 数 ， 一 个 任意 的 公约 数 是 


Qu Fe Trasus =d 的 约 数 ， 从 而 ，d 是 最 大 公约 数 ， 且 是 任意 公约 数 的 
售 数 ， 


§ 3. 基 本 性 质 的 整理 (1023) 


Gi) 设 1 为 最 小 公 倍数 ， x 为 任意 公信 数 ， 若 x=1.q 二 7，0 志 7>b 
那 末 ?=x 一 1q 也 成 为 公 倍数 ， 由 于 1 是 最 小 公 倍数 ， 所 以 必 有 ?7=0， 亦 
Bp tlx. 口 

根据 这 个 定理 ， 在 理想 的 关系 式 (ay,…, ar) = 二 (d) 中 ,，d 是 最 大 公约 
数 。 所以， 对 于 这 个 最 大 公约 数 4， 一 般 也 用 记号 (a1,…as) 来 表示 。 不 
过 以 后 在 理想 的 情况 下 ， 我 们 仍然 冠 以 “理想 ”二 字 写 成 理想 (@1*…, as), 
并 且 ， 对 最 小 公 倍 数 ， 我 们 用 [ a1,…， ax]. 

(a，b)==1 作 为 理想 来 讲 是 与 (a，b)=(1)=Z 等 价 的 ， 这 时 a f b m 
做 是 互 素 的 . 

[Æ]. (i) 如 果 (c, a)=1, Hcelab, Melb. 

Gi) p 是 素数 ， 若 plab， 则 pla 或 plb. 
证 明 (i) 由 于 (c，c)=1， 则 必 有 u, v 满足 cu 十 ov=1， 两 边 乘 以 b 
得 cbu 十 aby 一 b， 由 于 左边 第 一 ， 二 项 皆 可 被 c 整除 ， 所 以 右边 也 同样 有 
b. 

Gii) 因为 (pa) p, w pR, # (p, a)=p 或 (p， a)=1, 在 
第 一 种 情形 ，p1a; 在 第 二 种 情形 ， 据 (i)，p 1b. 0 
[R] 若 (a,b)==1，(ga，c)==1， 则 (a，bc)=1， 反 之 也 成 立 ， 

【定理 ]10. 《来 因子 分 解 定 理 ) 

非 零 整数 能 分 解 成 素 因 子 之 积 ， 且 ( 除 因 子 的 顺序 外 ) 分 解 式 是 e w 
的 。 也 就 是 说 ， 若 a 装 0， 则 有 唯一 的 分 DREIN G 一 2B1B1…， pn (M0, Pt 为 
KA, e=t1). 

证 明 sa IDn u s T: 我 们 用 数学 归纳 法 ， 当 
0 一 1 kf, PJR m=0, e=1, 分解 式 成 Z. 假设 在 ao>1 时 ， 对 于 满足 
1<4 <a 的 所 有 a“， 因 子 分 解 式 皆 成 立 ， 则 对 于 a 为 素数 的 情形 ， 取 
m=, 分解 式 地 成 立 ; a 为 复合 数 时 ， 假 设 可 分 解 为 a=b-c, 1<b<a, 
i1<&c<a， 则 对 于 bb c， 归 纳 假设 成 立 , 即 bo=prepr c=pi p. 所 以 有 
4 一 Bi…pn， 至 于 唯一 性 ，a=1 时 显然 。 现 假设 对 满足 1:<o“<c 的 所 有 
a ORRE- E A aS prep.=pi-pi, Npalpi = po HEE [E A) 
9 的 (ii)， 必 有 某 个 RE {1, 2.…n}， 使 得 pnlpi， 比 如 pulp?， 于 是 
Pn = P$, pi" Dm-i = pi ` Pi- <a, 招 归 纳 假设 ， m =n, 因此 两 边 的 素 
因子 是 相同 的 ， 所 以 关于 a 的 素 因 子 分 解 是 唯一 的 。 口 
ER ; 可 以 认为 这 个 定理 所 讲 的 是 极其 自然 的 ,从 而 不 作 上 述 的 证 明 ,一 开 
始 就 直观 地 承认 这 个 定理 〔 即 把 这 个 作为 一 个 公理 ， 来 考虑 一 个 公理 系 》 


~ 
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自然 一 切 都 简单 了 , 上述 的 【定理 ]8, 【定理 】9 等 都 可 以 由 它 导 出 . 可 
是 ， 对 于 不 是 有 理 整 数 的 《后 面 将 要 叙述 的 ) 代 数 域 的 整数 情形 ， 一 般 说 
来 ， 因 子 分 解 定理 是 不 成 立 的 ， 这 就 说 明了 该 定理 的 重要 性 , 正 因 如 此 ,有 
时 称 它 为 初等 数论 的 基本 定理 ， 由 此 看 出 ， 上 面 的 证 明 也 是 很 有 意义 的 . 

关于 索 因 子 的 分 解 ， 常 把 相同 的 素 因 子 写成 害 的 形式 ， 即 可 唯一 地 表 
Bz. 


asept p? coepi o (Po eo p 是 互 异 的 素数 , ai 1) 
但 是 ,车 允许 将 a 的 素 因 子 以 外 的 一 些 素数 加 上 0 Zap KA a 的 素 因 
子 分 解 式 中 的 话 , 上 面 的 表达 式 对 ai 的 限制 可 改 为 ci 之 0 这 是 有 好 处 的 .. 
例如 有 两 个 数 a，b， 设 它们 的 全 部 素 因 子 是 py p> …pb 这 时 其 中 的 px 如 
果 是 b 的 素 因 子 ， 而 不 是 e 的 素 因 子 ， 则 在 a 的 表达 式 中 相应 地 取 ay=0 
即 可 ， 这 一 来 就 有 

a= epi p'' + pr , b= e pi Pih sa p“ (a 20, Bj 这 0) 这 Fb, tt; 
如 对 以 下 的 运算 ， 就 带 来 方便 了 。 


o- ab=e"p™ +h 了 Di (e"=e.,e2). 


(a.b)=pY p? + pk 0 ri=min(ap Bi). 
[a b]=p' p pi i= marla» pi) 
并 且 ， 由 这 些 容 易 证 明 
【 系 】 对 正 整 数 a b, 有 
G) (a,b)[a,b]=a:b 
Gi) #ab 323, Mia b]=a'b. 


为 了 求 出 两 个 整数 的 最 类 公约 数 , 最 小 公 倍数 , 虽然 可 以 用 上 面 的 公式 ， 但 


需要 作 实 际 计算 以 求 出 素 因 子 ， 并 不 简单 。 这 时 ， 下 面 的 欧 几 蜂 得 驾 转 相 
除法 是 很 有 效 的 方法 ， 


DEM). Æ b*o, a=b,q++, Nla b)=(r, b). 
证 明 itla b)=d, (r.b) =a, HF b0, MJd2>0, d'>0. AH d’lb, 
Tir, a=bq+r, F d'a, odid. 同时 ， 由 于 dla, dib， 及 r=a 一 bq, 
有 dijr，.，dld’， 亦 即 d=d”. J 
在 这 个 定理 中 ， 我 们 没有 假定 0<sy<!b1， 但 若 加 上 这 个 条 件 ， 则 对 
最 大 公约 数 的 计算 是 有 用 的 . 这 时 ， 设 o,b HE, B: a>b, 由 上 =b 十 7 
0<r<b, 7 比 a 小， 再 把 这 一 关系 式 用 于 b,7， 并 且 重 复 这 样 作 ， 即 得 
a=b: q+: Ti cr, <b; b=r;q +r.: , 0<r; KT; **; Ya-2 = Ya-na- 1 十 Y。 


Š 3. 基 本 性 质 的 整理 (1025) ` 


O<r,<r,-i;YI-1=rqe WRR H ro y> s Tn 及 b>7y >r >: DTO, 
则 有 

(a,b)=(r,b)=(r;, T2) =" =(Tn-1 Ta) =(0> Ta) =Tn. Fi 以 yn 是 
a b ARKAS”, RODEAR ERRER IS. w 

对 三 个 以 上 的 整数 也 是 一 样 的 ， 例 如 对 于 正 整 数 a,b,c. 设 a= cq+v, 
b=cgf 十 S， 则 可 得 (ac,b c)=(7, sc)， 重 复 这 样 作 ， 如 果 成 为 (x， y, ki 
则 因 (x, y: 0) = (x， 2» 即 回 到 两 个 数 的 情形 了 。 


š 4， 整 数论 的 问题 


4.1 素数 问题 和 不 定 方程 

把 一 个 整数 分 解 成 几 个 素数 的 乘积 ， 这 在 素数 的 研究 中 ， 早 在 古 和 希腊 
时 代 就 成 为 有 名 而 基本 的 问题 了 。 这 一 方面 表现 在 相 异 素数 的 无 穷 性 上 ， 
男 一 方面 表现 在 素数 的 求法 或 者 对 一 个 数 是 否 为 素数 的 判别 法 上 . 
【定理 11. 〈 欧 几 里 得 ) 素 数 的 个 数 是 无 穷 的 。 | 
EA ” 设 素数 的 个 数 有 限 , 它 的 全 部 为 pu pz …， ps， 那 末 , a= pipa: Pat 1 
不 能 被 pu Po ets px 中 任何 一 个 整除 ， 故 不 是 复合 数 ,但 a 又 不 等 于 其 中 任 
何 pt， 因 而 c 不 是 素数 ， 显 然 也 不 是 单位 数 ， 因 此 产生 矛盾 ， = 

不 大 于 正 整 数 N 的 素数 表 的 作法 ( 爱 拉 托 斯 散 利 法 ) 

写 出 数 1, 2, 3, …, N， 消 去 1 后 ， 下 一 个 数 2 是 素数 ， 然 后 消去 2 以 
外 的 一 切 偶 数 (2 的 倍数 )， 在 剩 下 的 数 中 ，2 的 下 一 个 数 3 是 素数 ,再 消去 
3 的 倍数 (3 除外 )， 又 在 剩 下 的 数 中 ， 对 3 的 下 一 个 素数 ， 重 复 上 述 作法 ， 
3448313827 p 时 ， 消 去 p 的 倍数 (p 除外 )， 这 样 作 下 去 ， 直 至 N， 最 后 在 
N 内 剩 下 的 全 是 素数 但 是 ， 在 作 实 际 计算 时 ， 只 要 消去 不 大 于 WN 的 案 
数 的 所 有 倍数 , 即 可 完成 ， 并 且 ， 为 了 消去 这 种 素数 p 的 倍数 , 实际 上 从 
?2 开始 消去 就 行 了 ， 当 N 很 大 时 ， 可 利用 电子 计算 机 进行 计算 。 | 

观察 上 面 得 到 的 素数 表 会 发 现 ， 素 数 的 分 布 是 极 不 规则 的 。 对 素数 分 
布 的 探讨 ， 是 整数 论 的 一 个 大 问题 。 把 不 大 于 正 实数 x 的 素数 的 个 数 


记 为 元 (x)， 高 斯 猜想 ， 当 x 增 大 时 ，x(x) 的 值 近似 地 等 于 了 这 二 ， 大 约 


在 一 百年 以 后 (十 九 世纪 末 ) 由 阿达 玛 和 托 ， DEMARATE 3 
里 所 谓 近似 ， 准 确 地 说 法 是 ， 


3: 


(1026) 第 十 五 章 ”近世 数学 


logx ` 

同时 ， 效 利克 菜 的 如 下 定理 ， 揭 示 出 了 更 深刻 的 内 容 、 | 
HAREM ”在 首 项 和 公差 互 素 的 任意 等 差 数 列 中 ， 存 在 着 无 限 多 个 束 
数 。 

上 述 两 个 定理 的 证 明 都 不 简单 ,要 用 到 解析 的 (函数 论 的 ) 方法 , 故 从 
路 ， 

这 样 一 来 ， 由 正 整数 的 素 因 子 分 解 定 理 直 接 得 到 的 几 个 性 质 都 讨论 过 
了 ， 还 有 下 面 的 事实 也 很 简单 .把 正 整数 a 的 所 有 正 约 数 的 个 数 记 为 T(o) 
(包含 1 和 a 自身 )， 朋 把 a 的 所 有 正 约 数 的 和 (包含 1 和 a 自身 之 和 ) 记 
s(q) 便 有 
(REN. GERS a 的 素 因子 分 解 为 
a=piph. pam, M| T(a)=(a;+1)(a,+1)- Canti), 


dut1l ‘puti amti 
s(a)=-2: —! , 一 p, : We "hse ° 
pi—1 p:— ìl pa 1 


证 明 R a 的 约 数 形 如 Pi D; Din(O< 和 <cny esi 0 <, Lan), A 取 


法 有 ai 十 1 种, An 的 取 法 有 ant! 种 , 且 它 们 是 互相 独立 的 ,所 以 T(o) 
如 上 式 所 表 ， 同 时 有 


G Om r Am 
> ) b Ñ alias Àm EA WY 2 ; Im Š " 
i= o m=? LYA =u Am=0 


在 希腊 时 代 , 当 o 的 约 数 ( 含 1 不合 a) 的 和 等 于 a 自身 时 , 即 S(a)=26 
时 ， 把 a 出 做 完全 数 . | 
【定理 J (KHE) 
4 是 侦 完 全 数 的 充 要 条 件 是 a=2"-1.p n>1,p=2" 一 1 ERR. 

TA 必要 性 设 a 是 偶 完全 数 ， 则 可 取 成 a=2"-!1.b(n>1, b ERNO, 
S(a)=2a, 所 VA S(a)=(2"—1) : S(b)=2a=2"b, 因此 S(b)=b+ 
For WH r =c 2852. EUF 2" 一 1>1,c 是 b 以 外 的 b 的 约 数 ,并 
ne S(b) 一 b 十 c， 因 此 必 有 c=1, b 不 具有 真 约 数 ， 所 以 =24 一 ! 是 
充分 性 反之, 车 a=2"-1.p，n>1，p==2" 一 1 是 素数 ， 则 S(a)=(2*—1) 
(g+1)=(2'—1)2"=2".p=2a. Q 


3 4. 整 数论 的 问题 (1027) 


ee - — T y. V TƏ- — —- .—A To vv —. c ars 


形 如 zp=2 "一 ! BJ šK 3 SK Sr. E 2" 一 1 成 为 素数 , 必须 m 是 素 
数 , 这 是 因为 , Wn=l:m, 121, m>1, 则 2 一 1=(2)" 一 1=(2! 一 1) 
(2 -0 十 … 十 2! 十 1) .右边 的 每 一 个 因子 都 是 真 约 数 .( 但 是 ，m 是 素 数 却 
不 是 充分 条 件 )， 当 n=2,3,5,7 时 得 到 的 麦 森 素数 是 3, 7, 31, 127, 与 之 相 
应 的 完全 数 是 6, 28, 496, 8128。 直 到 现在 ， 大 约 已 经 知道 了 二 十 三 个 麦 森 
过 数 (是 否 有 无 穷 多 个 麦 森 素数 ， 尚 属 未 知 )， 从 而 偶 完 全 数 有 多少 也 就 知 
WT .(n=11 时 ，21 一 1 不 是 素数 )， 同时， 奇 完 全 数 是 否 存在 也 还 不 知 
道 . 

嚼 一 方面 ， 形 如 p=2"+1 JE SKIN SSS IE 2* 十 1 为 素数 ， 
必须 不 具有 麻 约 数 ， 即 nn 是 2 KR. REAA, EnA 1U UB J 
数 ， 取 

n=l1-m, m>1, m 是 奇数 ， 则 

2'+1=(21+1)(2%-D1_.... +2:! 一 21 十 1) 

”右边 的 每 个 约 数 都 是 真 约 数 。 因 此 n==2'"，7=0, 1,2,3,4 MN, 227 +1 ER 
数 ， 分 别 为 3, 5, 17, 257, 65537， 对 费 马 素数 ， 除 上 述 五 个 外 ， 还 没有 新 
的 发 现 .。 

高 斯 证 明了 这 样 的 命题 “只 用 直 尺 和 圆规 能 作出 正 N 边 形 的 充 要 条 
件 是 

N=2*pipr pi (k>o0, 120), po, p 全 是 费 马 素数 .他 特别 ， 对 * 正 
十 七 边 形 " 的 作 图 作 了 演示 . 正 多 边 形 的 作 图 问题 是 极其 经 典 的 问题 之 一 ， 
上 述 结果 载 于 他 的 伟大 著作 "整数 论 ”(Disquisitiones Arthmeticae. 
1801) 中 ， 它 是 其 中 近代 理论 所 必须 的 ， 涉 及 到 了 新 的 方程 式 论 和 整数 论 
的 衔接 关系 问题 . 

以 上 所 谈 ， 是 与 素数 有 关 的 一 些 性 质 和 问题 ， 下 面 还 有 著名 而 尚未 解 
决 的 问题 ， 

哥 德 巴 将 铺 想 (或 问题 )， pe 的 偶数 都 可 以 表 成 两 个 素数 的 和 ， ps 
P 4 一 2 十 2，6 一 3 十 3，8 一 3 十 5，10=3 十 7 一 5 十 5 等 等 ， 

”不 限于 素数 的 研究 ， 一 般 说 来 ， 把 处 理 这 种 加 法 性 质 的 问题 的 整数 论 
叫做 加 法 的 整数 论 ，. 


#: ESER, # 46 个 费 马 数 (包括 r=5 直至 f=16 所 对 应 的 十 二 个 费 马 数 ) 
不 是 素数 一 一 译注 ， 

:这 个 猜想 迄今 未 完全 证 明 ， 但 我 国 数学 家 陈景润 已 取得 重大 突破 ， 他 证 明 
T: 大 偶数 都 可 表示 为 两 个 来 数 之 积 与 一 个 素数 之 和 一 译注 ， 
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我 们 还 需要 考虑 更 一 般 的 整数 论 问题 ， 其 中 员 有 多 种 多 样 的 问题 ， 但 
大 部 分 是 与 不 定 方程 (以 及 同 余 方 程 ) 有 关 的 ， 

例如 ， 要 求 83x 十 24y 二 1，6x 十 39 寺 5，X 十 二 2 X 一 XY 十 十 2X 一 
一 14y 十 6 二 0 等 的 整数 解 就 是 这 样 的 问题 。 一 般 地 ， 求 含 两 个 以 上 的 未 知 
数 x1y,…, 而 系数 是 整数 的 代数 方程 式 f(x1y,…) = 二 0 的 整数 解 问题 ， 就 是 
不 定 方程 式 的 误 题 ， 它 要 求 第 一 ， 判 断 一 个 不 定 方程 的 解 是 否 存在 ;第 二 ， 
如 果 解 存在 ， 求 出 所 有 的 解 . 关于 解 的 存在 问题 ， 例 如 ， 也 有 象 上 面 例子 
中 第 二 个 方程 那样 ， 尽 管 很 简单 ， 它 却 显 然 没 有 整数 解 。 

不 定 方程 起 源 于 古 希 腊 ， 这 是 在 公元 三 、 四 世纪 时 期 丢 番 图 在 他 的 十 
三 卷 本 《数论 (Arithmetika)( 现 存 6 卷 ) 中 提出 的 ，( 该 书 忠 提出 了 很 多 
这 类 问题 ), 因 此 ， 人 们 也 把 不 定 方程 叫做 丢 恤 图 方程 。 

以 下 我 们 着 重 介绍 一 次 不 定 方程 和 二 元 二 次 不 定 方程 ， 它 们 中 有 名 的 
毕 达 哥 拉 斯 方程 和 费 马 方 程 问题 . 
毕 达 哥 拉 斯 问题 :十 交 王 寻 的 正 救 数 解 〈 毕 达 哥 拉 斯 数 ) x=3,y=4,z=5, 
是 在 希腊 建立 以 前 就 知道 的 了 .但 一 般 的 解 大 约 是 在 六 、 七 世纪 时 期 ， 由 
印度 移 往 阿拉 伯 居 住 的 布 菜 马 格 普 塔 所 得 到 的 , 它 是 x=m—n2,y=2mn, 
$=m? 二 mx(m，n 是 满足 m>n>0 任意 整数 ). 《请 读者 作为 练习 来 试 一 
试 ) . 
RSME (也 四 做 费 马 大 定理 或 费 马 最 后 定理 ) 在 费 马 的 起 稿 中 声称 证 明 
T “33 n23 时 x" 十 ==z" 没 有 正 整 数 的 解 .” 但 没有 见 到 证 明和 的 过 程 .从 十 
七 世纪 以 来 直到 现在 ， 一 般 的 证 明 还 没有 得 到 ， 因 此 不 能 作为 正式 的 定理 
来 叙述 。 但 是 对 于 n= 二 3, 4, 5 甚至 对 更 大 的 n， 已 有 证 明 ， 为 着 该 问题 的 
彻底 解决 ， 大 大 地 刺激 了 整数 论 的 发 展 ， 因 此 对 促进 整数 论 的 发 展 ， 它 是 
有 很 大 功绩 的 , 


下 面 比较 系统 地 来 考虑 不 定 z 方 程 和 同 余 方 程 ， 


42 一 次 不 定 方程 和 连 分 式 


”一 次 不 定 方程 的 解 的 存在 条 件 可 以 简单 地 求 出 ， 不 用 说 ， 这 里 所 说 的 
解 应 该 是 整数 解 . 


【定理 14. 一 次 不 定 方程 
"z GIXI 十 G2%2 十 … “十 GnXn 一 D @ 
有 解 存在 的 充 要 条 件 是 (ov “s Om)! b. 


证 明 lareo ad=d, 2 QO 80 2) x), xo MWE 


Š 4. 整 数论 的 问题 (1029) 
b= ax? 十 … + n A 

由 于 它 属 于 理想 ， (ax ATRD am) = (d), 所 以 b 是 < 的 倍数 ， E T E 4!b, 
H FoE(da)=(ar e am) Fi Klb=aixt 十 … 十 anxn. g 
其 次 ， 在 解 存 在 的 前 提 下 ， 我 们 来 考虑 实际 求 出 解 的 问题 ,这 时 ， 由 于 
(ao a,)=4, db8， 所 以 可 令 at=afd，b=bd， 用 4 除 @ 的 两 边 得 
到 | 

axi tafx: + dafx,=b', (af, = a4) 二 1。 © O50 是 同 解 
的 ， 从 和 而， 为 了 解 @*， 只 要 在 @ 中 令 (ay cm) 一 1 成 立即 可 . 

现在 ， 我 们 先 考虑 二 元 的 情形 ， 即 考虑 


axtby=c, (a, b)=1 @ 
的 情形 ， 这 时 ， 
“ 设 @ 有 一 组 解 为 xo Yo 则 @ 的 任意 解 可 表 成 
x=x¿—bt, y 一 yo 十 at。 @ 
其 中 4 可 以 取 任 意 整数 .” 


其 原因 是 ， 在 @ 中 取 xy 为 任意 解 ， 于 是 把 axé+by =c 与 @ 的 两 边 
分 别 相 减 ， 得 alx) toy- y) = 所 以 a(x—x|a)=—b(y—ye), 
由 于 (c,b)=1 则 al(y 一 yo)， 所 以 ?一 yo=atf。 和 再 把 这 个 代入 上 式 的 右 
边 ， 则 有 

Pi a(x—xs)=—bat, YX 一 X 一 一 Dt。 ` 
也 就 是 说 任意 解 必定 形 如 图 . 
反之 ， 把 @ 代 入 @ 的 左边 ， 由 于 有 
Ga(xo 一 bt) 十 b(yo 十 at) 一 axo 十 bye 一 C， 
所 以 形 如 图 的 X, y 都 是 解 

在 人 中， 把 + 认为 是 参 变量 , 且 它 的 变化 范围 是 Z。 这 样 的 含 参 变量 的 
解 思 叫做 @@ 的 通 解 .而 x。， yo 这样 不 合 参 变量 的 解 叫 做 特 解 .于 是 ,只 要 求 
出 了 一 组 特 解 ， 所 有 的 解 都 可 以 得 到 了 。 

“对 于 @， 芳 求 出 了 

au+bv=1, (a,b)=1 @s 
的 特 解 Uo, vo NM) xo 一 cuo ?yo 一 CVo PEDR FRE.” 由 此， 要 RO, 只 
票 解 出 人 @@* 即 可 . 这 时 最 标准 的 方法 龙 利 用 欧 几 里 德 辊 转 相 除法 ， 而 且 经 
过 变形 ， 可 整理 成 所 谓 连 分 数 法 ， | 
对 系数 a b 进行 驾 转 相 除 ， 得 
G=bgs+ 71 b=7q1TT ya- 一 7x<lqa-1 十 yo Ta-1= qa 个 
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— 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 ~ 


由 假定 ， 7 = (a, b)=1, 对 @ 式 依次 作 变 形 ， 出 它 的 第 一 式 但 Co 
=, 再 代入 第 二 式 , 移 项 得 (—q)a+(1+qQ)b=r, 一般 的 ， 
对 任意 ROSS), feo BOBNE do duede- HER, WE 

| fi(qo ar dt-i}aT gx(qo gu u 44-1)b 二 7 人 这 个 可 用 数学 归纳 

法 证 明 )。 特别 地 ， 当 =n 时， 有 . 
aldor Qir Qa-i)a T ga(qo s qx-1)b= 1; 

HHE, uamf,(qa gs-1)，Vo 一 gs(qo e 4n-1) 是 一 组 解 ， 

例 解 83x 十 24y=1. 

作 轰 转 相 除 ，83 二 3X24 十 11，24 二 2X11 十 2，11==5X2 十 1。 所 以 ， 
g=83, b=24, qo=3, q,=2, q.=5, Yyi=11, r=2, r,=1(n=3) AL] 
g—3b=r';,, b—2y,=y, 7 一 57 一 73 一 1， 从 而 3 一 2 (a— 3b) =r; BP 
— 2a +t7b=Ty (a—3b)—5(—2a4+7b)=1, 也 就 是 说 ， lla+(—38)b=1, 
“Xu = ll, yo 二 Wo 二 一 38 大 一 组 特 解 ，x 二 11 一 24t, 7 三 一 38 十 83t 是 通 
解 . 

连 分 数 法 现在 ， 对 两 个 整数 a, b, 考察 分 SA GHE o» b 是 互 案 的 ， 


从 而 该 分 数 是 婚约 分 数 ， 又 a,b 中 车 有 负数 ， 便 取 其 绝对 值 ， 由 于 对 最 后 
的 符号 可 作 适 当 的 改变 ， 所 以 可 直接 把 a,b 作为 正 数 来 讨论 .) 这 时 上 面 的 
@@ 有 如 下 的 形式 ， 


a Yi b a E Tn-2 Ta Tr- 
p q+ b’ Yi a L RES y, Tai 一 Gn- Pipa so 7 =q: © 
a 1 
s a 7 "a ss vas ES 
== 1 
7 Yı q, + 1 @ 
ds-~1 qa 
Su sai RR 
: 1 1 1 
qo T gı +g: d Fis] +q. ©’ 
人 
dı 十 93 Fan Pp e : 


叫做 @“ 的 部 分 商 . 把 这 个 部 分 商 表 成 -52-， 则 有 


Y 


Š 4, 整 数论 的 问题 Di (10315 


1 十 1 P 
Sessea o tabi u n s SySu 3 
' pn 一 0nDn- 1 十 pn-2 Om = 一 gal0。 «tO -29 : @ 


#H, p-u=1, 0-/=0, p=qe 0=1 | 
成 立 ， 这 是 因为 ，@ 在 m=! 是 显然 成 立 的 ， 对 m>1, 假设 m 一 1 时 成 


X, WA 


Pr-1 aE Am~1Pm-2 T Pm-3 
bu- qm-10m-2+ On-3 “ 


s 58 AE Hi Am 


pe (an t 十 一 -一 十 pn-s 
时 (e+ 十 


dmPm-1 二 Pm-2 
S Aulan- Gn-2 . 


据 归 纳 法 ， ORT. 
对 @ 的 第 一 式 的 两 边 分 别 乘 以 0。-，,， 第 二 式 两 边 分 别 RY pa-1 青 分 
别 相 减 ， 得 到 
PaOm-1™— OuPa-l= — (pa-10n-2— 0, - ipa -1) = = (—1)"(p.0-i—0p-1) = 
= (— 1)" (q X0— tx 1)=(1—1)", bi 
也 就 是 PuOwm-1™— aa- (— 1)". @ 
由 此 得 到 (p.s. 0.) =l, 从 而 Ps= oa 0.=b. 
所 以 ， 由 @(n=m) 得 
o{(—1)"10.-1} +b{(—1)"ps-1} = . 
所 以 Wo=(—1)" 10- yv = (— 1)" Pa-i 是 一 组 特 解 ,对 a-is Ds-1 的 计 
算 可 用 公式 @. 
例 在 前 例 83x 十 24y= 二 1 h, H FEBE n=3, Q= q=, Q5, 
Qs 一 2， 可 直接 算 Hip =3, 0,=1;pi=2p +1=2X3+1=77,0=20,+0= 
m2X1=2,; 
p.=5%7+3=38, 0,=5x2+1l=11, 


Bp 


— -in (am-1Pan-2 + Pn- s) 十 了 pm-3 


xv Om- aa (qa-iñ.-:0,- ) + Ou-3 


.. u(Í=0,=11, u= —p;= —38, | 
在 一 般 情形 , tg m>2 的 情形 求解 时 ， aitis = 元 情形 下 
的 解法 来 完成 的 ， : 


Z Cais s as) 一 ! N o 
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中 ， 当 m >2 时 ， 设 (a> °°. an) = =b, 则 可 令 
G2X3 十 … + GnxXa 一 六 181， 


于 是 @ 就 变 成 了 

GIXI 十 DVI 一 C， (ao bi) =1. ® 
#H, 可 令 at=ha’(k=2, te , m); FRUS 

alx: +=. + nXm = is (aZ, °°. az) 一 1。 | @ 


办 此 ， 可 根据 二 元 情形 的 解法 来 解 @， 然 后 把 u RACHA 5, X 时 人 @ 
又 成 为 @ 形 的 方程 (只 是 变 元 的 个 数 少 了 一 个 ， 而 右边 含 了 一 个 参 变数 )、 
反复 使 用 上 述 处 理 过 程 ， 有 限 次 后 即 可 得 到 所 要 求 的 解 ， 

例 8x 十 15y 十 6z 一 1， 

由 于 (15,6)=3, #9 5y 十 2z=uw， 便 得 8x 十 3& 一 1， 对 此 求解 ， 
A R=2, q=2, qi= i,q,=2; p,=3,0,=1, .X00 二 一 1， h=; x=—1 
一 3t, u=3+8t. 

TE jJ EARR fg 5y+2z=3--8t, M G fg 5v+2w=1, %48 2 
一 一 1, W 一 3, 于 是 yy= (—1)(3+8t),z=3(3+8t); y=—(3+8t)—25, 
2 一 3(3 十 8t) 十 5s， 2 
所 以 通 解 为 x=—(1+3t), y=—(3+8t+2s), 

多 二 9 十 24f 十 58. 
注意 通 解 可 根据 取 用 参 变数 的 方法 不 同 而 具有 不 同 的 形式 "例如 ,在 上 面 
的 通 解 中 ， 营 令 1 十 t=tf， 一 (4t 十 s) = 二 ss:， 则 t= 龙 一 1 
s=4—(4t 十 s“)， 故 得 通 解 的 男 一 形式 为 ; 
x=2—31, y=-—3-+2s°, z=5-4t1—5s, 


35. 同 & pe. 


5.1, . 同 余 的 基本 性 质 

探讨 个 别 整数 的 性 质 的 重点 之 一 是 考察 它 与 其 它 整数 的 整除 关系 ; - 例 
如 对 整数 a。， 求 它 的 约 数 , 作 因 式 分 解 等 都 是 为 了 要 知道 整数 a 的 构 造 , 然 
而 整数 z 不 一 定 都 有 约 数 ， 求 出 用 不 一 定 为 a 的 约 数 的 整数 m 来 除 a 后 所 
和 镜 下 的 余数 .也 是 了 解 a 的 性 质 的 一 个 重要 方面 ,本 节 将 对 这 方面 作 进一步 
”的 讨论 ， 我 们 暂且 将 作为 除数 的 整数 m 确定 , 用 m 去 除 所 有 的 整数 ,然后 把 
整数 按 余 数 来 分 类 , 令 余数 相等 的 整数 都 属于 同一 类 ,这 就 是 同 余 的 概念 。 


l 


$5. 同 余 (1033) 


用 m 除 两 个 整数 aat, SRRI a 和 ao 关于 模 m E F) $£ 
的 ， 并 表 成 . 
0 三 a’ (mod m). 
这 时 ， 立 刻 知道 如 下 关系 式 是 成 立 的 ， 
G) c<=a(mod m); 
Cii) 车 a 三 a’ (mod m)， 则 6 三 2(mod m); 
(iii) # aa, a’ =a"(modm), W) a 三 a' (mod m). © 
二 般 说 来 ， 如 果 集 合 8 的 元 与 元 之 间 有 某 个 关系 “~ ”使 得 下 面 的 
(R), (R:)，(R4) 成 立 ， 则 这 个 关系 叫做 等 价 关 系 ， 
(R) ara (BRÈ) 
(R) 车 a~b，b~c， 则 a~c 《传递 性 )， 
(R) 若 a~b， 则 b~a 《〈 对 称 性 )， 
” ”这 里 用 对 称 性 (R,) 代替 了 顺序 关系 (Ras) | š 
例如， 图形 的 全 等 “经 ”图形 的 相似 “co”"， 直 线 的 平行 “外 ”等 ， 都 是 
等 价 关系 ， 并 且 由 上 述 Q@ 很 明显 , “在 整数 中 ， 关 于 模 m 的 同 余 关 系 也 是 
等 价 关 系 。” 
在 集合 S 中 车 有 等 价 关系 ~~， 则 可 根据 这 种 关系 把 S 分 成 子 集 ， 即 对 
S 的 元 a， 把 满足 x~a 的 全 体 x 组 成 的 集合 记 成 a a 叫 做 仿 o 的 类 . X a E 
然 是 非 空 的 ,( 因 为 它 至 少 含有 一 个 元 a) 。S 就 成 为 这 些 类 的 并 集 。 并 且 任 


” 意 两 个 类 或 是 相同 的 ， 或 是 无 交 的 (没有 公共 元 )。 即 是 说 芳 asb N 


a | b =6(%#). 象 这 样 把 S 分 类 叫做 按 ~ 分 类 ， 对 T z B EE m BJ Il 
佘 来 分 类 .将 在 后 面 叙 、 | 
立刻 可 以 看 出 ，o 皇 ao (mod m) 与 如 下 的 (a)，(b)，(e) 中 的 任何 一 
个 关系 式 都 是 等 价 的 ， 
(a) aə—at==o(mod m); 
(b) ml|a—a; 
(c) a=a’+mt. 
还 有 ， 数 的 运算 和 同 余 关系 之 间 有 如 下 的 法 则 成 立 .( 下 面 约 定 ， 对 于 
. i 只 是 总 的 在 它们 后 面 加 上 记号 (mod m)). 
【定理 1 1. Gi) a= a, bŒb’ (mod m), 则 a 十 b 三 a 人 十 b’, a 一 b 三 a 一 b*、 
ab 三 ga’b’ (mod m). 
Gi) # ama (mod m)， 则 对 任意 的 ce， 有 ca 三 ca’ (mod m)、 
证 明 简 单 ， 故 从 路 ， 
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该 定理 表明 对 模 相同 的 同 余 式 ， 其 加 ， 减 ， 乘 的 运算 与 等 式 的 运算 一 
样 地 成 立 ， 由 此 看 出 ， 移 项 是 允许 的 ， 也 就 是 说 ， 若 a 二 +b 三 c(mod. m, | 
则 有 a 尘 c 一 b(mod m)， 间 时 ， 从 有 限 个 同 余 式 ar™ai (mod m), k=1, 


“h, TAD al, Te- I {eimo im) RZ, 也 是 因为 这 


点 ， 下 面 的 系 显然 成 立 ， — “”， 
[R] (E a 宇 a’ (mod m)， 则 a! 夺 a’t(mod m). 

CH) flx) = cot cix te Hex" Piaya a==a“* (mod m) Ni 
1(a) 三 f(a:) (modm). 

以 上 是 与 等 式 相同 的 法 则 ， 但 【定理 】1 Gi) 之 道 命 题 ， 若 ca 三 ca 
(mod m), Co (mod m), N) a=at (mod m) 不 是 无 条 件 可 以 得 出 的 ， 
对 于 这 所， 我 们 有 
1 定理 】2。(i) 若 a 三 a’ (modm), mslm, N) a@at (mod m). 

(ii) 若 ca 二 ca’ (mod m), clim， 设 m= 二 cmo; 则 有 a 二 a’ (mod mo). 

(iii) 若 ca 三 ca’ (mod m), (c:m)=d, m=dmo 则 aga” (mod m). 

特别 地 ， 当 d=1 时 ， 就 回 到 了 aat (mod mo). 

ER ”每 一 个 的 证 明 都 很 简单 .例如 由 于 (iii), H cla—a’)= mt 和 
c=dc, m=dmo (co m)=! 有 pol ra FAMA, d 守 0，: 
于 是 cv(e 一 ao) =m, 因为 mo| coa—at), (com) = 二 1 所 以 moi(a 一 a’). 

从 而 ， 下 面 的 定理 也 是 明显 的 . | 
【 定 惠 15。 (i) Z =a (modm), Uu(a,m)=(a2,m). 

Gi) #a=a° (modm,;), Œa" (modm;), 最 小 公 倍数 [mi,m;]=m. 
Wa=a’ (modm) 


5.2 BET 剩余 系 

我 们 把 整数 的 全 体 Z 按 模 m 的 同 余 性 来 分 组 ， 这 样 的 每 个 组 是 用 m 
来 除 后 余数 相同 的 整数 的 全 体 ， 从 而 可 以 有 tm 个 组 ， 把 这 样 的 组 叫 做 模 
m 的 周 余 类 (或 简称 为 类 )， 因 而 余数 (剩余 ) 的 概念 在 这 里 得 到 了 扩张 ， 从 
一 个 类 的 整数 中 任 取 一 个 整数 ， 称 这 个 整数 为 它 所 属 类 的 所 有 整数 关于 模 
m 的 剩余 ， 于 是 ， 从 每 一 类 中 取出 一 个 整数 构成 的 集合 (ao ai aa-1) 
”由 做 模 m 558 M34:3e, Btrh£fa,S#hk(modm). k=0, 1,..,m—1, $ 
别 地 ，{0, 1,…,m 一 1} Bz 5564902228, DK OEA) EOS $ m, 
同时 ，tm 是 育 数 时 的 tl +2, --. r Se : ja m 是 偶数 时 的 {0， +1, 


$5. 同 A (1035) 


+ 二 (一 t), ER (起 者 将 其 让 LE y ib 可 ) 这 些 


也 是 剩余 系 ， 叫 做 绝对 最 小 剩余 系 . 

由 于 最 小 剩余 为 0 的 这 个 类 是 m 的 全 体 倍 数 . 它 是 由 m 生成 的 理 想 ， 
A= (m), 同时 , 把 剩余 为 a 的 类 ( 含 a 的 类 ) 用 Ata 383828 这 时 【定理 】! 
(i) 在 这 里 就 意味 着 ，A 十 a 类 的 任意 整数 与 4 十 b 类 的 任意 整数 的 和 属 于 
A 二 (a 二 +b) 类 ， 差 属于 A 十 (a 一 b) 类 ， 积 属于 A+ab 类 . 例如 m=7 时， 
象 第 一 表 ， 有 ?7 个 同 余 类 ， 属 于 4 十 3 类 的 任意 数 与 属于 :A 十 4 类 的 任意 
数 之 和 


A+5 A+6 


第 一 表 maT 


JT A+(3+4)=A+7=A28, ZE T A+(S—4)=A+(—1)=A+6 
x, PAT A+3X4= A+12= A+5 2, 

现在 我 们 把 类 本 身 作为 个 体 ( 对 象 ) 来 考虑 , 即 考察 以 m 个 类 A, A+ 1, 
.4 十 (只 一 1) 为 元 束 的 集合 ， 用 Z/4 或 Z/(m) 来 表示 它 ， 这 是 个 有 限 集 
合 ( 元 的 个 数 为 m)， 而 且 可 以 自然 地 在 Z/4 的 元 之 间 定 义 W, W REB 
A. 即 是 说 ， 当 定义 A+a K A+b 的 和 ÆA+ (a+b), 2 4 十 (ao 一 b)， 
积 是 4 上 ab 时 ， 它 们 与 剩余 a、b 等 的 选取 无 关 ， 从 而 (和 、 差 ， 积 ) 是 确 
定 的 ， 即 若 A+a=A-+a, A+b= A+b', WJ A+(at+b)=A+(a’ +b), 
A+ (a—b)= A+(a*—b'), A+ab 一 A 二 a’b‘( 这 是 【定理 】16(i) 的 另 一 种 
表示 )。 对 于 按 这 种 方式 定义 的 运算 ，2Z/4 的 元 之 间 几 乎 可 以 象 数 一 样 进 
行 计算 ， | | 

以 下 为 了 简便 ， 把 Z/4 的 元 A 十 x 表 成 x*， AN, x= x" Rf x==x° 3 ` 


(1036) 第 十 五 章 近世 数学 
价 的 ， 并 且 f x+y=x+y x—y= xy Xx'p= x 2 例如 如 =7 时 (前 
面 讲 过 的 例子 ) 有 z (7) = {5,15,5,4,5,6} , HØ 3+4=ə, 3—4=6, 3.5 
一 5 因此 有 3 十 4 三 )，3 一 4 三 3,3.4 兰 5(mod 7)， 这 是 很 明显 的 事实 。 在 这 
个 例 中 ， 由 第 二 表 ， 第 三 表 , 也 就 可 以 看 出 类 与 类 的 运算 (等 于 同 余 式 的 运 


第 二 表 ”加 法 表 (m=7) | 
HIR. AERE, 8152 FERIA St. ZRA, ¿yE 律 ， 并 
HO, 工 在 《ZX》 的 作用 和 0,1 在 {x》 中 的 作用 一 样 ， 即 有 2 十 = 元 
元 一 ， 区 一 3。 所 以 过 对 于 加 法 具有 逆 元 (x 十 一 x =0). JA Tü “Z/(m) 
构成 可 换 环 .” 


第 三 表 ”乘法 表 (m 二 ?7) 


$5. 同 从 (1037) 
但 是 ， 也 有 不 同 于 数 的 运算 的 性 质 、 例 如 ， 在 m=6 的 情形 ( 见 第 四 
表 ) 有 3:4=05， 及 5 夺 )，4 二 0( 这 种 情形 下 ，2, 3, 4 是 零 因 子 )。 同时， 在 
样 的 情形 ， # m=7 时 ， Ba bsp, Nj a=0 R b= 0, # ab=ao% a% 


第 四 表 Rikklm=6) 


则 5=5 成 立 ， 不 仅 如 此 ， 若 asss, MEg z= x E, BD W, 
5 的 逆 元 素 存 在 ( 亦 即 .Z/(7) 构 成 域 ). 若 把 a 的 道 元 写作 (5) 因 3*:5=1， 
于 是 有 (3)-!1=5，(5)"!==3. 但 是 所 有 这 些 只 不 过 是 整数 同 余 问 题 的 另 一 


种 表示 而 已 . 下 面 就 是 从 Z/(m) 的 表述 方法 返回 去 对 z 中 的 同 余 关 系 进行 
描述 。 


53 ” 欧 拉 函数 


PA. (i) ， 若 一 个 类 含有 一 个 与 模 m TRARRE 所 有 的 
数 都 与 m 互 素 ; 从 而 与 m 互 素 的 类 是 确定 的 ， 这 些 (与 m 互 素 的 ) 类 叫做 
编 剩余 类 (或 既 约 剩余 类 ) , 并 且 由 这 些 类 作出 的 宰 余 系 叫 做 编 剩 余 类 .) 或 
既 约 剩余 系 ). 他 们 一 般 是 从 非 负 最 小 剩余 系 中 选 出 来 的 。 缩 剩余 系 的 元 的 
个 数 表 和 作 gp(m)， 它 是 m 的 函数 ， 叫 做 欧 拉 函 数 ， 例 如 ， 当 m= 二 14 时 ， 
SURAE {1, 3,5, 9, 1113} ,gp (14) =6. | 

对 于 (m), 有 下 面 的 性 质 ， 
引 理 1。 若 (bp 1 王 1， 则 (CR = p (h)o (1). 
证 明 设 mod m(m=hl), modh, modi 的 缩 惠 余 系 分 别 为 
Am {aav “es a) ,B= {bp byw) C= {ap GDI ， 首先 证 明 
如 下 的 @、@、 图 是 成 立 的 。 
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@@， 对 于 4 中 的 任意 数 ( 剩 余 )a， 有 确定 的 bE B, c€ C, 使 得 amb 
(modh), aŒ@c(mod1t). L. 

@, 反之， 对 任意 的 bE B，cEC， 有 aC 4 存在 ,使 得 a 三 b(modh)， 
a=c(mod1))K, V. 

©, OFK a EH b, c 唯一 确定 的 . l 
事实 上 ，@ 若 (a, h)=1, WAC, h)=1, Tat) BKE 数 modh 
同 余 ， 故 存在 bE B， 使 得 a=b(modh). WT C 也 一 样 . 

@ 因 (h,1)=1， 于 是 对 bE€ B，cEC, 一 次 不 定 方程 式 hx 十 ly 二 c 一 b 有 
解 ， 设 其 一 组 解 为 (xw yo)， 则 有 b+hxo=c 一 lyo. 令 a"==b 二 hxo 二 Cc 一 yo， 
则 ga' 三 bp(modh)，a' 三 c(mod1)， 又 因 (g',h) = (a"',1) = 二 1， 于 是 据 §3 
【定理 】9 的 [ 系 ]， 有 (a°, hl)=1, PWP oa tË5 AB 3 4 $& F] £; at= 
(modhl).aC 4. 换言之 ， 有 a 三 b(mo dh), a=c(modti). 

. Oka, d EA, A 0 三 b 三 a’ (mod h), a=mc=a“(mod1), 由 【定理 ]3 
《ii) 得 amat (mod hl), BÆ a, a GA, TPE a= a” 

mM, HO, ©, @, .A 的 元 a 与 B, 6 的 元 组 (b, 6) 成 一 一 对 应 关 系 ， 
由 于 b 的 取 法 有 wp(p) 种 ，C 的 取 法 有 p (0 种 ， 改 a 的 取 法 gp QD 等 于 
ph) pH). 


【定理 】 4. ODE PREK Wo) =p -p= 1-4); S 


` Gi) # m= ph' pp pit, W p(m)= mí i-i 


a) 
ses 一 一 一 一 . ' "9 
( pk 7. E: 


证 明 (i) 由 于 模 p? 的 完全 剩余 系 的 元 的 个 数 是 p2, 其 中 为 p mismas. 元 
有 ps-! 个 ， 剩 下 的 是 与 p 互 素 的 数 ， 于 是 上 述 表达 式 成 立 ， 


GD 据 引 理 1， 有 e(m)=o(p;)o(pP)o (pu)， 在 右边 的 各 个 因子 
中 ,利用 (i) 结 果 即 得 证 . =: = 
特别 的 ， 对 素数 p， 有 gp(p) =p 一 !。 例 如 有 | 


` 9()=s,o(2)=o( AN | 


p(14) 一 u(1=7)(1-7)=6-8. 


B|382 R A= (a, G2, `° Goo D 是 模 m HERR, Z E: (a, m)al, ni 
4i 对 任意 oiE 4， 有 aiEG 4 使 得 oai=otmod nm) 成 | 


§5. 同 余 (1039) 

Cii) #¿aa;==aai(modm), Wla;=z=ai(mod m)( JA ai=a;). 

(iii) A’ = {aai, AA-, ++ GG ç0(m) } 世 是 缩 剩 余 系 . 

(iv) 对 任意 的 atE A, A x 使 得 ao,x=at(mogm) 成 立 ， 并 且 可 取 
为 x=a;. 
证 明 (i) 由 于 (a，m)=(a;，m)=1， 所 以 (aa;，m) 二 1， 即 aai 与 某 个 at 
AR. 

(ii) H ao; 二 aa; (modm), (a, m)=1, + Æ UE Œ] 2 (iii), #4 
Gaigzaj(mod m). 

(iii) GG1 GGz ***s GGç(m) 全 都 与 -J mM TR, 且 是 相 异 的 ， 对 各 个 取 缩 
镜 余 系 ， 然 后 从 各 个 缩 镜 余 类 中 各 取出 一 个 数 即 可 构成 所 要 的 缩 剩 余 系 . 

(iv) ”因为 4 的 数 与 每 一 个 .A 的 数 关 于 模 m 是 同 余 的 ， 所 以 对 a € 
A’ FH ai 使 oai= at(mod mm) 成 立 . O 
【定理 15. (一 般 的 费 马 定理 )， 或 ( 欧 拉 定理 ) 
© Ela m)=1, 则 a? =1(modm). 


证 明 由 引 理 2， 有 aa 二 an，aqs 尘 atzr aae) =m mod m). 

OF iad Qid2""*do(m) EE Akla k2 Gke(—(m) = A102" Gç(m) (mod m). 
N'e (aiar agm ，m) 二 1， 于 是 a =1(mod m). 已 
[R] 1. (#322) 

p 是 素数 时 ， 有 


GÆ pta, MJat-1=1(modp); 

' 《ii) 对 任意 的 oa， 有 at=a(mod p). 
WA (i). 属 【 定 理 】5 的 特例 . 

(让)。 当 p+ta 时 ， 由 (i) 即 得 ， 当 p|a 时 ， 由 于 a'=sos=a(mod p), 
Gi) A. = 
【 系 】2.(〈i) 若 (cG，m) 王 1， 则 存在 c 满足 Wp #(a;m)=1, 
则 对 任意 的 bp， 存 在 c, WE ac=blmod m). . 
证 明 HORER c=ay-1 即 得 . 
对 (ii) 只 要 取 c= 7b 即 得 ， 口 


5.4 Ë 
一 般 说 来 ， 在 一 个 集合 $ 中 ， 有 一 种 运算 或 者 有 两 种 (乃至 两 种 以 上 

的 运算 ， 其 中 具有 一 种 运算 的 集合 ， 是 我 们 本 节 要 着 重 考虑 的 情 形 ， 不 

过 ， 这 里 的 运算 并 不 是 一 般 意义 下 的 加 法 或 乘法 ， 说 成 加 法 或 乘法 那 只 是 

一 种 表示 而 已 . 例如 ， 对 乘法 形式 的 运算 ， 当 下 列 的 法 则 (M), Qy. 
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(M:)，(M4) 成 立时 ，S 叫 做 群 . 
(M) 若 o，bES， 则 obE 8$; 
(M,) (ab)e=a(bc); 
(M) 对 任意 的 co， 存 在 元 1， 使 得 a'1=1.a =a 成 立 ， 
(M) 对 任意 的 a， 存在 ae， 使 得 aa '=a'ta=1. 
这 时 ，1 叫做 单位 元 ;a "做 a 的 道 元 ， 常 用 all 表示 . 
在 群 5 中， 如 果 还 满足 (Ms)ab=ba， 则 S UREN RER TAR. 
对 于 加 法 形式 的 运算 ， 若 满足 (40o), Kabes, MatbEs. (A) 
(a+b)+c=a+(bt+c)，(A2)a+b==bt+a,，(A3) 对 任意 的 a, 存在 o 元 
素 ， 使 得 ao 十 o=o+a=a， 成 立 ，(-44) 对 任意 的 a, 存在 at, 使 得 a 十 a’ 一 
=a? 十 G 王 0 成 立 ( 这 里 常 表 a? 为 一 a). 这 时 ，8 叫 做 阿 贝尔 群 。 
z 对 加 法 是 阿 贝尔 群 ， 更 一 般 的 ， 环 是 对 加 法 的 阿 贝 尔 群 . 0 以 外 的 
有 理 数 全 体 Q* 对 一 般 的 乘法 构成 阿 贝 尔 群 .〈 但 Q*) 对 加 法 不 构成 阿 贝 尔 
群 )。 另外， 含有 0 的 有 理 数 的 全 体 Q (有 理 数 域 对 加 法 构成 阿 贝尔 群 ， 对 
乘法 不 构成 阿 贝 尔 群 (因为 没有 0 的 逆 元 ) . 
群 的 元 素 个 数 有 限时 ， 叫 做 有 了 酸 恬 ， 它 的 元 素 的 个 数 叫 做 有 限 群 的 
阶 。 同时， 把 含有 无 限 多 个 元 素 的 群 叫做 无 限 群 . 当 群 S 的 子 集合 T( 对 于 
号 S 相同 的 运算 ) 也 构成 群 时 ， 称 T 为 S 的 子 群 . 群 5 是 乘法 群 时 , 把 8 的 
元 a 的 n 重 积 (n RER %)a ara RE a", 并 设 al=a，a%=1。 同 时 ， 
对 负 整 数 4， 令 |n|=k, Mi a H h ERU ER a". TEHER 整 
数 n，a" 都 有 定义 了 ， 这 时 ，or .ao" 一 or t", (a) =" R M, ab FW 
AK... a, a", 1, a, a’, +s ;是 S 的 子 群 ， 用 [ao] 表 示 它 。 特别 
的 ，S=[c] 时 ，S MMRR, a MH 它 生成 元 。 在 [a] 中 的 a 的 矫 中 ， 如果 
mæn, {E a=". 则 [ao] 的 相 异 元 只 有 有 限 个 。 [a]=(1l,a,a2 0 al, 
而 且 有 a'=1 (Mik 1 阶 的 有 限 循环 群 ). 若 mm 六 4 awa", MRLJE Z 限 
”循环 群 .。 一 般 的 (8 不 是 循环 群 时 也 一 样 )， 把 [co] 的 阶 数 叫做 元 o 的 阶 数 
如 果 把 以 上 所 述 用 加 法 来 讲 , 那 末 把 加 法 群 S H nA a h A atat 
+a X #Ena, W l'a=a, 0:a=0. R Rt, Xt ti gn, Inl=h B, 
《一 a) 的 hh 个 的 和 hh( 一 a) 设 为 na， 于 是 对 全 部 整数 n,na 被 定义 了 ,这 时 
ma-+na= (m+n)a，n(ma) 二 nnma 成 立 。 [La] 是 a 的 倍 元 的 全 ls, 
(一 2)a， 一 a，0，a，2a,，…}， 如 果 是 1 阶 有 循环 群 。 则 1.a=0。. 循环 群 
是 阿 贝 尔 群 ,而 阿 贝尔 群 不 一 定 是 循环 群 。z 对 于 加 法 是 循环 群 , 9. 不 是 循 
环 群 . | 
有 两 个 群 5，S:， 由 SEIS 的 映射 g 满 足下 面条 件 (H) 时 ，g 叫做 8 到 


$5. 问 Æ 《1041) 

S 的 同 态 映 射 . 

(H) 对 5S 的 任意 二 元 x，y， 有 

| eu) pie), 

特别 地 ， 设 p 是 一 一 映射 ， 即 x==y 时 , p (ply), B. 2(S)=S”, 
这 时 g 叫做 同 构 映射 . 芳 有 S 到 S$“ 的 同 构 映 射 (至 少 一 个 )， 则 S 和 8s nu 
做 是 同 构 的 , 表 作 SS2S7, Ai S 和 Ss“ 作为 群 其 构造 是 完全 相同 的 

如 果 使 用 上 述 群 的 术语 便 可 以 把 前 述 引 理 及 系 2 表述 如 下 。 

当 把 z/(m) 中 的 缩 镜 余 类 的 全 体 表 成 (z/(m)) 时 ， 有 

“(z/(m))* 对 于 胰 法 构成 有 限 阿 贝尔 群 ”， 

特别 的 ，m ==p( 索 数 ) 时 , 在 Z/(p) 的 元 中 除去 a 后 就 是 (Z/(p))* 的 示 ， 
从 而 Z/(p) 中 的 元 除 o 以 外 ， ATREHAST, 5— Jim, HFZ(p)t 
是 环 ， 所 以 “Z/(9) 构 成 域 ”. 当 p=7 时 ， 就 是 前 面 已 经 讲 过 的 情形 。 
注意 ”作为 上 述 事 实 的 应 用 ， 洲 能 对 (1 二) 循环 小 数 的 性 质 ，(20)x1 的 n 次 
方 根 的 性 质 作 作 考 查 倒是 有 意义 的 ， 而 且 也 是 有 趣味 的 事情 , 特别 是 (2)， 
它 在 整数 论 中 具有 重要 的 意义 ， 但 在 这 里 我 们 从 略 . 
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61 原 根 

我 们 看 出 ， 前 节 的 后 半 部 分 好 象 不 全 是 由 整数 论 出 发 而 得 到 的 ， 但 限 
于 篇 幅 ， 以 下 的 证 明 ( 除 去 十 分 简单 的 情形 ) 就 只 好 给 予 省 略 了 。 

M m 的 缩 剩 余 系 A= {ais G2 ***, Golm) ;中 取出 一 数 Gi; 为 简便 
起 见 ， 就 记 成 a, 由 于 它 HJ Ë 

1. PET. ww 5 ss. @ 

全 都 与 m 53, 所 以 与 4 的 某 些 数 同 余 同 焉 由 费 马 定理 ， 有 at ==1 
(modm)， 把 满足 at=1(mod m) 的 最 小 正 整 数 尺 叫做 0 关于 横 玫 的 阶 
RRES), Hek, H ZZ jM £f at=1(modm)#o<j<e, M) al 
(mod m)， 这 时 有 
【定理 】1，e 是 gm) 的 约 数 ， 
证 明 ¿Z o(m)=e:q+7T, 0=<çr<e ill, 

| 1=a s@)=(a°)t¿a'=l:a'=a'(modm). 
若 0<r<e， 则 产生 矛盾 ， 所 以 Y=0, Re plm). D) 

这 时 , B= 41，a，a2，…，021) 的 元 相互 不 同 A. Mia, af", s 
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， 全 部 与 它们 是 同 余 的 ， 特别 是 ， e=gp(m)BË, BRAMA A, 
3 a, aê, +, C ™-i ÆR a 生成 的 ， 这 样 的 ec 叫 做 关于 
Wm 的 原 根 . 例 30, m=7 f, o(m)=6, a=2 B R ZE 1, O 02=4, 
at=8==1(mod7), HT e=3%p(m), MU a=2 KERIR 其 次 ,a==3 的 
JE 1, 3, 332=9==2, 3 三 6, 3154, 35 三 5，35 三 1(mod 7 ) FÆ e=6= (m), 
所 以 a=3 是 对 于 模 7 的 原 根 . 

I 定理}2。 当 对 于 模 m 的 原 根 存在 时 ， 原 根 的 个 数 为 o(o(m)), 即 是 说 ， 
取 一 个 原 根 为 g， 设 关 i 缩 独 余 系 为 (r=, To s T), 
k=g(gp(m))， 则 {g，g"*，…，g 碟 全体 原 根 ， 

例如 m=7 时 ， p(p(7))= (oy 2, 关于 模 6 的 缩 镜 余 系 为 {1 5}, 
因 g=3， 故 原 根 是 3 和 35 二 5 两 个 。 
注意 对 任意 的 m， 原 根 不 一 定 存 在 ， 例 $, m=15 时 ，9p(15)=8， 缩 
剩余 系 {1，2，4,7, 8, 11, 13, 14} 的 各 个 数 的 阶 e 分 别 为 1, 4 2, 4 4, 2,4,2. 
没有 阶 数 为 38 者， 所 以 w=15 的 原 根 不 存在 . 
【定理 ]3、m>>1 时 ， 关 于 模 m 有 原 根 存在 的 充分 必要 条 件 是 m=2 


4, 
pv, 2p°, RE p ETAK. 
62 指 数 | 
以 下 考虑 m 是 素数 p 的 情形 ， 这 时 必 存 在 原 根 g, as-imsI(mod p), 
u (1, 5 85 | 8g? 7212-3838): 系 ， 从 而 


它 全 部 与 {1,2,…, 了 一 1} 中 各 数 是 同 余 的 ， 
《例如 对 p= 二 7,g 二 5， 第 五 表 上 栏 两 行 是 司 
余 的 )， 

这 就 意味 着 , 可 以 用 g 的 短 来 表示 {12， 
vp- DAA, p 1 a, 则 有 a=gi (ME 
| 例 第 五 表 的 中 栏 )， 当 原 根 g 确定 村， 从 

p=7,g=5,i=Inda a 可 定 出 gi 从 而 从 a 可 定 出 i 这 个 # 叫 
做 a STR p 的 指数 ， 记 为 Ind a.( 例 如 ， 第 五 表 的 下 栏 )， 这 个 指数 与 对 
数 服从 同样 的 法 则 . 
【定理 ]}4。ind(ab)==Ind a+ Indb(modp 一 1)， 

Ind(a")==n Ind a (mod p—1). k 

从 面 , 同 余 式 的 积 的 计算 化 为 对 它 的 “lnd" 的 和 的 计算 ， SNEHA 地 
得 到 了 简化 . 例如， 对 3 .4 作 mod 7 的 计算 ， 使 用 第 五 表 的 下 栏 有 
co Ind(35.4°) 一 5lnd3 十 3lnd4 王 5X5 十 3X2 一 31=1(mod6). .5 — J 


Š 6.| 6. 原 根 和 指数 (1043) 


面 ， 因 为 Id5=1, 所 以 有 35。 35, 4°=5 (mod 7). 

用 与 m 互 索 的 任意 整数 x 作成 一 个 非 零 复数 的 函数 z), 当 如 下 的 
条 件 (I),《 了 工 ) 满 足 时 ， 把 它 叫 做 关于 模 m 的 特征 . 

(I)E x=xt (mod m), Wy(x)=x(x2); 

= CGI) x(Gy)=x(y).x(y) 

这 时 立刻 看 出 ， 有 x(1)=1, Xit y(x) =0, 由 于 xe =1(modm), 
所 以 osg(m 一 (XY(x))9 =y L )= x(1)=1. 所 以 @ 是 1 的 gp(m) 次 方 
根 ， 特 别 地 ,m =p 是 奇 素数 时 , 取 一 个 原 根 g, i %(g) 一 <， 由 于 与 p 互 素 
的 x 与 g 的 某 个 等 丝 同 余 ， 所 以 X(Gx) 一 X(8 昌 一 c， 也 就 是 说 ,如 果 确 定 了 
E x 也 就 随 之 而 定 了 。 由 于 1 的 p 一 1 次 方 根 上 有 p 一 1 个 ， 故 特征 BA 
?一 1 个 . 

特别 地 ， 对 满足 x(g) =—1 的 特征 ， 不 用 /而 用 (六 ) 表 示 ， 这 m 


做 勒 让 德 笠 号 ， 它 的 确定 是 与 原 根 5 的 取 法 无 关 的 ， 这 时 ， 显 然 有 
【定理 15， 当 g 是 关于 模 p 的 原 根 时 , 2: y=g (mod p) 则 有 ( 关 )=(- 二 


EREN. (*)= =(—1)™ 


象 前 节 末 所 谈 的 那样 ， 缩 剩余 系 的 全 体 (Z/(m)x 对 于 弱 法 构成 阿 贝尔 
群 ， 迄 今 讲 到 的 好 多 东西 ， 用 群 论 的 术语 ， 将 得 到 简单 而 明了 的 表示 ， 如 
(1*)(Z/(m))* 是 关于 乘法 的 阶 数 p(m) 的 阿 贝尔 群 。 
《2*) 有 原 根 g 的 情况 ,(Z/(m)) 癌 是 循环 群 ，& 是 它 的 生成 元 ， : 
(3- ) 这 里 所 说 的 特征 就 是 群 府中 阿 贝尔 群 的 特征 ， 即 是 说 ， 它 是 由 阿 
贝尔 群 (Z/(m))* 到 Cx* 中 的 同 态 映射 、 / 
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71 同 余 方 程 
设 有 整 系数 的 整 式 g(x) = 二 bo 十 bix 十 … 十 brx” 和 有 h(x) 二 co 十 01x 十 … 十 
cix (n1). 现在 来 考察 g(x) 与 h(x) 关于 m 的 同 余 式 g(x) =h (x) 
(mod m)， 若 设 
1(x) =g(x) —h(x)= 二 Qo 十 QiX 十 … “二 aux!. 
' 则 上 述 同 余 式 与 J(x)=s0(mod m) 等 价 ， 我 们 对 这 个 同 余 式 考察 如 下 的 三 
”种 情形 ， 
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(1°) bi=ct(modm)， (acm0(modm),R=0,1,--, 7 的 倩 形 。 这 时 
g(%) 与 h(x) 为 取 式 赔 余 (f(x) 与 0 取 式 同 余 ) 的 情形 ; | 

(2) g(x) 与 h(x) 不 是 取 式 同 余 (1《x) 与 0 不 取 式 同 余 ) 而 对 全 体 整 数 
a ARER. g(a)=Rh(a)(mod m). f(a)=so(mod mm)) 成 立 的 情形 ; 

(3) 上 述 (!0)、(29) 皆 不 成 立时， 考虑 对 g(x)， h(x)，(f(x)) 存 
fr ik xi， 使 得 

g(x)=sh(x) (modm) (fx)sEo(mod 办 )) 满 足 的 情形 . 

在 情形 (2)， 例如 模 是 素数 p 时 ，f(x)=x? 一 x Z (1°) 的 意义 下 与 0 不 
同 余 ， 但 是 据 费 马 定理 ， 对 全 体 整 数 a，f#(a)=a? 一 a 三 o(mogp) 是 成 立 
【定理 ]1。 对 于 素数 p, WA j)ata te tax 关于 模 p 与 0 不 局 
余 ， 但 对 多 于 1t 个 的 数 a， 若 有 1(4) 汪 0(me p)， 则 在 取 式 同 余 (1) 的 意 
义 下 )j(x) 三 0(mod p). 

IR] (ARREA) 有 (p 一 1)! 三 一 1(mod p) 
在 p= 二 2 时 这 是 明显 的 ， 当 p>2 时 
fx) 王 (x 一 1)(x 一 2)…(x 一 了 一 1) 一 (xt 1 一 1 
的 次 数 小 于 p—1, Tu H x p= 个 不 同 余 的 数 1，2，…， p~l, 15 0 同 余 。 
因此 有 了 到 式 同 余 f(x) 尘 o(m6d 了 ) 特 别 地 ， 当 x=0 时 ， 有 
Ko)=(—1)-{p—1): —(—1)Æ0(mod p). 

在 (3°) 的 情形 是 固 余 方程 。 当 

fx)==ao 十 aix 十 … tanx", a3go(modm)É$, E 

1(x)0(mod p) © 
这 时 把 电 叫 做 关于 x 的 n 次 同 余 方程 (在 不 率 产 生 误 解 的 时 候 ， 可 以 简 
单 地 叫做 同 余 式 ) 

LOHE u, MRE u'=su(mod m) 的 任意 的 好 也 是 四 的 解 . 把 彼此 
同 余 的 解 看 成 一 个 解 ， 而 v2eu(modm), (8 f(v)=/f(u)=o(mod m) 
时 ， 把 w 和 vw 叫做 由 的 相 异 解 . 


7'2 ”一 次 同 余 式 
首先 考察 一 次 同 余 式 ax 三 b(mod m). © 
【定理 ]2。 当 (a, m)=d 时 ， 要 使 加 有 和 解 ， 其 充 要 条 件 是 4d1b. 而 当 这 个 条 
ERL, ORA aN m 相 异 解 . ZEN 
= m= do 时 ， 该 定理 的 后 半 部 可 以 说 成 @ 具 有 关于 模 m. 的 一 个 解 。 
[R] 若 (a,m)=1， 则 对 任意 的 5»p，@@ 有 解 ， 并 且 只 有 一 个 解 。 
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解法 1， 当 (ga, m) =1 时 ， 若 a 关于 模 的 阶 数 是 e, 则 xmsa'"lb(mod m) 
是 解 ， 实 际 上 ， 有 ala ib)=abæblmod m), MUAR. 
Ëj #2x==5(mod7), XE m=7, a=2, b=5, H-TF(a,m)=1,a`s=4, 
at=8=si(mod7). Hik e=3, x=22,r==6(mod 7) 是 解 . 
解法 2. 当 m==p( 京 数 ) 时 ， 利 用 取 指 数 的 方法 解 Indatindx=Indb 
(mod p 一 1) 即 可 . 

在 上 例 中 ， 有 Ind? 二 Ind x 二 Ind 5(mod 6)， 据 第 五 表 得 
4 十 Ind xl 三 1(mod 6), 

由 Ind x=3 (mod 6) A x=s6(mod 7). 

解法 3. axg=b(mod m)Æ5 PE b—ax=my 的 y 存在 性 等 价 的 ， 也 就 
是 说 ， 只 要 解 ax 十 my 二 b 就 够 了 ， 这 可 用 § 4.2 的 方法 求解 ， 然后 取 其 
中 的 x 就 是 我 们 要 求 的 解 ， 

在 上 例 中 ， 可 直接 看 出 2w 十 ?v=1 的 一 个 特 解 是 we= 一 3,ve=1， 所 
以 2x +7y=5 BJ Fk Ae J x = —15, y a=5. E M 2xg=5(mod 7) 的 解 是 
x 三 一 15 三 6(mod 7). 
注意 1. 相反 地 ， 在 解 二 元 一 次 不 定 方程 ax +my=b 时 ， 可 以 先 用 上 述 
的 解法 1 或 2， 解 出 ax 三 b(modm)， 然 后 把 x 代 进 去 求 出 y. 
注意 2, (o m)=4d4, d|b Bf, Wa=ad, m=m,d, b=bd, N) W pI 
先 用 上 述 方法 解 aox 三 bo(mod mo)(a,, m. )=1. 其 解 关 于 mod mo 是 E 
一 的 ， 而 关于 mod m 则 有 a 个 . 

从 以 上 君 出 ， 二 元 一 次 不 定 方程 式 与 -元 一 次 同 余 式 从 本 质 上 讲 是 等 
价 的 . 


对 于 一 次 联 立 同 余 式 组 有 
【定理 ]3 mi, m tk 中 两 两 互 素 ， Hwt. 
Mi=m,'mi-ismi a mi(i=1,2,-, k), 


由 于 M. 让 Z=. 所 以 满足 M.M t =1(mod mi;) 的 Mi 是 确定 的 ， 这 时 
联 立 同 余 式 组 

x=zzb, (mod m1), 

xæb, (mod m:), 


| x=zzb, (mod m, `: 
的 解 关于 模 M=mmr" m 唯一 存在 ， 且 为 
x MiMl bl 十 M:M2z bz 十 … 十 MiMb (mod M). 
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a ammm ——- .- — ~ 一 -一 一 一 一 -一 一 < 


饮 解 联 立 同 余 式 组 / =b, (woda 9)， 
x 三 b, (mod 4)， 
x 三 bs (mod 5). 
解 由 于 这 里 M =20, M;=15, Ms=12,20X2=1(mod3)， 
15X3 二 1(mod 4), 12X3==1(mod 5)， 所 以 解 为 
x==40b, +45b:+36b;, (mod 60). 
特别 地 ，bi 二 2，bs 二 3，bs 二 1 时 ,有 有 x==40X2445X3436X1=11 
(mod 60). 
73 二 次 同 余 式 与 平方 剩余 
， 二 次 同 余 式 ax: 二 bx + c=0 (mod m), (2a, m) 二 1 时 ， 与 
(2ax+b)*'g=sb!— 4ac (modm) 等 价 ， 所 以 对 于 D=b? 一 4ac， 设 z: 圭 D 
《mod m ) 有 人 解 2?， 则 解 出 一 次 同 余 式 2ax 十 b 寺 ?ol(modm)， 此 x 就 是 所 
要 求 的 解 。 
一 般 的 ， 二 项 同 余 式 x" 兰 aoCmod m) ®© 
+— X 0, EARN, am 
网 n KW. 在 无 解 时 ，a 叫做 n 次 非 剩 余 . 特别 地 ， 当 n=2 时 ， 分 别 
把 a UREJE, FHER. 
LEAN. p 是 素数 ， 当 p+a 时 ， 关 j 模 p，a 是 n 每 剩余 的 充 要 条 件 是 


si 
ef 二 1(mod p) 成 立 ， 这 里 f= 


— —  — a 


Ks 


IRI p 是 奇 素数 时 ， 关 于 模 p，a 为 平方 剩余 的 条 件 是 a Teml 
(mod p). 
以 下 就 平方 剩余 来 讲 讲 。 先 考 记 以 奇 素数 p 为 模 的 情形 ， 设 关于 模 ， 

的 原 根 为 8， 在 pta h, IREA ag (mod p), ZAHER 

x`=#=a(mod p) ©) 
有 解 xo， 则 可 写作 xog 《mod 了) 所 以 有 g*’ 三 gt(mod p), BLA 须 aij==k 
(modp—1), HT p 一 1 定 偶 数 ， 所 以 R 也 是 偶数 ， 因 此 有 = 2R、 反 之 ， 
23 k=2k 时 ， 由 于 a 二 gp**"《(mod p)， 所 以 @ 具 有 形 如 xo 三 g* (mod pi 
解 。 在 模 p 的 缩 剩 余 系 {1, g, 8g”，…,g*“} 中 ， 由 于 有 一 半 是 & BAAI, 所 


以 平方 剩余 与 平方 非 镜 余 各 占 Pi 个 ， 由 以 上 的 事实 。 立刻 得 出 下 述 
定理 . | 
【定理 15. ptaki, a 为 平方 镜 余 还 是 平方 非 剩余 ， 取 决 于 (2 /) 二 十 1 或 


8 5. 同 余 方程 (1047) 
者 是 一 1， 
注意 这 个 定理 的 结果 可 用 来 定义 勤 让 德 符号 ( 4 ) ag. = 计算、 
( 气 ) 只 要 看 a。 是 否 为 平方 和 余 就 行 了 ， 
an m (ov /oN 
【定理 ]6. (i) 3# ama (mod p)、 则 (2)=( j 


` i i 
o (PGG) 


+ = 


Gii) 《 欧 拉 准 则 ) (2 =a 7 (mod p). 
【定理 17 《平方 剩余 的 互 倒 法 则 ) bp, q 古 相 异 的 奇 素数 、 则 
1 
Gi) (Or e + (HEREN) 


(iD (=)= (一 1) (第 一 补充 法 则 )， 

Gi (全 )=(-D TO ( 惫 二 补充 法 则 ) 

互 倒 法 则 (i) 有 深刻 的 内 容 ， 十 九 世 纪 初 高 斯 首先 给 出 它 的 证 明 ， 并 

且 一 共 给 出 了 七 种 本 质 上 不 同 的 证 明 ， 后 来 又 出 现 了 多 种 证 明 ， 
dp HH, “p q 中 至 少 有 一 


` 1(mod 4) B$, 即 至 少 有 一 个 形 如 4 十 1 时 ,定理 的 《i) 成 为 OG 
i p=q==3 (mod 4)BP,G) 3 (2) =- (F) 而 当 pai (moda) 
e Gi) (F -)=1, # p= (mod4) 时 ,(ii) RA (T) =-1 3p 
en 一 1 = p= +3 (mod 8) 时 ， Gii) 成 为 


的-- 


使 用 这 个 法 则 ， 可 以 计 算 (4 ， 因 此 关于 模 p，a 是 否 为 平方 剩余 的 


判定 可 变 得 很 简单 . 
, 例 # p=109, a=91, MH 


(305)=( Ti )(%6)= 6 N) 
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(全 ( 晤 )-( 二 (人 (二 = 一 


在 这 些 等 号 中 第 一 个 是 由 于 91=7x13; 第 二 个 是 由 于 109=1(mod 4); 
第 三 个 是 因为 109=4(mod 7). 109=5(mod (13); 第 四 个 是 因为 5 二 1 
(mod 4); 第 五 个 是 因为 13 志 3(mod 5); 第 六 个 也 是 因为 5 三 1(mod 4); 


39-1 


第 七 个 是 因为 5 三 2Cmod 3): BANERA (E= © =i A 
关于 模 109, 91 是 平方 非 剩余 ， 

对 一 般 的 模 m， 有 
【定理 ]8，m 二 2"p?，ps3* … plp: 是 奇 素数 ，a 之 0，a; >0). (cm) 一 1 时 ， 
a 关于 模 m 是 平方 剩余 的 充 要 条 件 是 a 关于 模 2°, p, = £ p 是 
平方 剩余 ， 又 a 关于 模 2*(a 之 1) 成 为 平方 剩余 的 条 件 是 ， 当 a=1 时 无 条 
fF: a=2 时 条 件 是 a= (mod 4); a23 时， 条 件 是 a 二 1(mod 8) 成 立 . 


【 系 】 m=p;' pipa (pi 是 奇 素数 )，(a,m) 二 1 时 ，a KFR m 为 平方 


剩余 的 条 件 是 (2-)=( 2-)=…=( 了 -)=1. 


礁 可 比 符号 m=ph p p"(pi 是 奇 素数 ) 时 ， 用 (~ ) 来 表示 


勒 让 德 符号 的 积 ，( -2 ) …《 -2 一 ) …( 耻 -) 在 勒 让 德 符号 中 ， 限 


制 分 母 为 奇 素数 ， 而 这 里 { - S ) 的 分 母 m 可 以 是 任意 的 奇数 ， 这 个 符号 


(全) 中 做 雅 可 比 符号 用 这 个 符号 ， Te )=1A 是 a 关于 模 m 成 为 平方 


箱 余 的 必 有 条 件 ， 但 不 是 充分 条 位 , 不 过 [定理 】8 HO., GNUR Lemy 
对 于 该 符号 也 照样 成 立 、 雅 可 比 符号 对 于 勒 让 德 符号 的 计算 也 是 有 用 的 。 
(ERJ. 设 m.n 是 奇数 ， 


s Se. O 2 ‘GY /a 
G) Zam a(modm) M) - 2 =f 各) 
w ab a \/ b 
a (IEN) 
1 n—1 


(iii) (本 ) 儿 二 )=(-D F, 


— TYN + -一 一 -一 一 一 一 一 一 -一 一 


8 7 . 同 余 方 程 (1049) 


1 


Gv) (== ar 


si-t 
(v) ) (*)- (—1) ` 


(5 is La o. elar i E ) =( 言 -)=-1. 


第 一 等 式 是 因为 109==1(mod 4), í (r) 是 雅 可 比 记 号 (由 于 91= 
=7X 13); 
第 二 等 式 最 因为 109=18(mod 91); 


第 三 等 式 是 因为 18 一 2 Xx 37， 最 后 等 式 是 因为 (一 1) 二 一 1。 


§ 8. 代数 整数 


81 Æ X 

EDERRAK, Hi 3EB3k AJ Y BI AAI k T = 
数 ， 又 由 实数 扩张 到 了 复数 ， 才 得 到 统一 的 理论 ， 对 于 整数 论 也 由 狭义 的 
“整数 ”扩张 到 了 广义 整数 的 范围 才 有 可 能 得 到 更 丰富 的 内 容 ， 这 个 广义 的 
驯 数 ， 即 代数 整数 的 概念 是 由 高 斯 于 1830 年 左右 年 乒 出 的 ” 今后， 我 们 
把 狭义 的 ， 即 通常 的 整数 叫做 有 理 整 数 ， | 

高 斯 性 嵌 的 是 形 如 a 十 a’i(i=w 一 1 )》 的 数 , 这 里 ca.a“ 十 有 理 整 数 ， 
顺和 人 把 它 虽 做 高 斯 整数 .两 个 高 斯 整数 的 和 ， 盖 、 积 也 是 高 斯 整数 。 从 而 
高 斯 整数 的 全 体 构 成 整 环 ， 这 是 含 Z 并 且 添 加 i 于 2 中 生成 的 整 环 ， 
记 为 Zf 们 ， 其 中 ， 整 除 关 系 ， 即 约 数 ， 倍 数 ， 单 位 ， 素 数 等 概念 和 率 因数 
分 解 定理 都 成 立 ， 可 以 同 有 理 整 数 一 样 地 进行 讨论 ， 


假设 由 高 斯 整数 a=a+ati, B=b+Lb'i(B=co) g =7+ri. 这 里 


| b+ a“b° š “D- m Sa b 12 
T= Tr ST = g zo JEI S. 这 样 的 数 7 十 7 ilr, T CQ) 的 


全 体 构 成 数 域 ,，( 数 域 是 数 构成 的 域 ， 参 看 §2,3，Q，R,C 等 也 是 数 域 ， 
还 有 其 它 的 无 限 多 种 数 域 ， 但 是 任意 数 域 必 含 Q， 且 含 于 C 内 ， 上 述 的 数 
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REZA, CERM 于 有 理 数 域 Q 中 得 到 的 城 表 成 Q(i), 就 象 
有 理 整 数 是 数 域 Q 中 的 整数 一 样 ， 高 斯 整数 可 视 为 Q(i 中 的 整数 ，Z[ 计 
tn Q GD 的 整数 环 . 

显然 , 高 斯 整数 a=a++a’i 全 方程 1(x) =x?—2ax+at+a?=0 的 
根 ， 这 里 f(x) 中 x° 的 系数 为 !， 系 数 都 是 有 理 整 数 ， 男 一 方 Hi, Q) 的 
数 p=7Y 十 7 是 方程 式 g(x) =x2? 一 27x 十 ?2 十 722 一 0 的 根 ，g(x) 的 系数 是 
有 理 数 而 不 一 定 是 有 理 整 数 ， 不 言 所 喻 ， 假 如 用 g(x) 的 系数 之 分 母 的 最 
小 公 倍 数 乘 g(x)=0 的 两边， 则 所 有 系数 都 变 成 有 理 整 数 ， 这 时 x 的 系 
数 不 一 定 是 1!1， 用 这 种 方式 来 定义 一 般 的 代数 整数 .《 对 于 高 斯 整数 来 讲 ， 
还 有 § 9 要 讲 的 东西 ， 今 后 还 是 把 方程 (x) =o 的 根 吊 做 整 式 f(x) 的 
根 .) 

一 般 的 ， 把 一 次 以 上 【〔 最 高 次 项 的 系数 为 1) 的 有 理 系数 的 某 个 整 
式 
glx) =x" trax" TX 十 Yo (z, € Q) @ 
的 根 叫 做 代数 数 . 这 系 也 可 以 是 用 r, Tisto Yn-1 的 分 母 的 最 小 公 倍 数 as 
乘 由 的 两 边 后 得 到 的 有 理 整 系数 整 式 : 
G(x)=as8g(x)=ax"-a,- ix" 1 十 … 二 ax 十 ae a€EZ (Ds 
的 根 . 特 别 地 ， 把 最 高 次 项 系数 为 1 的 有 理 整 系数 (一 次 以 上 ) 的 整 式 ， 
1(x)=x"+ar-ix"!+ aca, (ai€z) @ 
的 根 叫 做 代数 整数 .这 就 是 由 中 , r 都 是 有 理 整 数 的 情形 ,也 是 @: 中 a,s=1 
的 情形 ， 
”很 明显 ， 代 数 整数 的 这 一 定义 是 高 斯 整数 的 推广 ， 由 下 面 的 [定理 】2 
所 述 的 性 质 ， 还 能 看 出 这 是 自然 的 推广 ， 
” 当 a 是 代数 数 时 ， 以 a 为 根 的 有 理 系 数 的 整 式 中 ， 次 数 最 低 的 整 sÇ 
〈 取 它 的 最 局 次 项 系数 为 1) 仅 有 一 个 ; 它 是 在 有 理 系数 范围 内 的 婚约 整 式 ， 
Eui a 的 最 小 整 式 . OK g (<)A a 的 最 小 整 式 时 ， 其 次 数 mn 电 做 和 
的 次 数 ( a ZË Q 上 的 n 次 代数 数 ) . g (x) 的 根 C=Q1, G° Ga 叫做 C 的 
HHR. 这 时 有 
【定理 】1.(〈i) 两 个 代数 数 的 和 、 差 、 积 以 及 用 非 0 代数 数 去 除 所 得 的 商 也 
是 代数 数 ， 从 而 ， 代 数 数 的 全 体 A 构 成 数 域 . 

(ii) 代 数 数 的 共 轿 数 古 代数 数 ， ; 
【定理 12、(i) 两 个 代数 整数 的 和 、 差 , 积 也 是 代数 整数 ， 从 而 ， 代 数 整 数 的 ; 
全 体 工 构成 整 环 ， | 

Gi) RARR ERREA e 
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(iii) 有 理 数 中 的 代数 整数 是 有 理 整 数 ， 即 是 说 1 站 Q=Z. 

(iv) 代数 数 乘 以 适当 的 有 理 整 数 后 ， 可 以 成 为 代数 整数 . 

(v) 系数 是 代数 整数 的 整 式 . 

P(x) =x" +r" e rax trma, rE) ©; 

的 根 也 是 代数 整数 ， 

【定理 35. 设 A 的 子 集合 ( 即 代 数 数 的 某 个 集合 )B 满足 如 下 条 件 ， 则 B 是 
全 体 代 数 整数 . 即 是 说 B=1. 

(1°) BERK; 

(2°) 含 于 B ORDHA ES TF BAA, 

(3) 含 于 B 的 有 理 数 是 有 理 整 数 ， 

(4") 在 满足 上 述 三 个 条 件 的 集合 中 ，B 是 最 大 集合 ， 

zlil) 满足 该 定理 的 条 件 (1")、(2")、(3"), 然而 不 满足 条 件 a). 
附加 上 条 件 (4") 后 ， 即 成 为 1. 

一 般 的 ， 在 数 的 任意 整 环 R 中 ， 可 象 有 理 数 一 样 地 来 定义 整除 关系 : 
如 下 , (参照 § 2)， 对 于 RR 的 数 a, 8, HWE a= yh RR y 存在 时 ， 
PB 叫做 a 的 的 数 或 者 因数 ，c 叫做 B 的 倍数 ， 而 且 称 a 能 被 8 整除,， 记 成 
Bla，R 中 1 的 约 数 叫做 单位 ， 在 R=Z[ 订 中 ,单位 是 1, —1,1 一 i 等 四 个 . 

在 Bla 时 ， 若 又 有 a! pla 既是 的 倍数 又 是 8 的 约 数 )， 则 a 和 pp 
叫做 相伴 数 ,这 时 ， 由 a 二 hy， 二 a6 得 a 二 ay6， 而 a0, 于 是 26=1. 即 
EH, y 和 6 都 是 单位 ,所 以 a=B:ele 是 单位 ).R 的 任意 数 a 必 可 被 单位 
和 相伴 数 整除 .它们 叫做 c 的 平凡 约 数 .这 以 外 的 约 数 叫做 走 约 数 ， 当 ac 没 

KK “一般 说 来 ， 设 有 对 于 加 法 的 阿 贝尔 群 和 域 0p， 当 各 的 元 与 素 的 元 之 同 

的 运算 ， 用 和 膝 法 的 形式 来 定义 时 ， 这 样 的 积 也 是 术 的 元 ， 当 c,dERo,o.8EF 时 ， 姐 - 
果 (c 二 d)o=ca+do,c(a+B) 一 ca+cB, (cd)a=clda), lc. 一 成立, 矿 就 叫做 RO 上 的 
向 量 空间 .( 这 时 ，ec*0==0,0'4=0,( 一 c)o=c( 一 4)= 一 ca 等 ,显然 也 成 立 ). 对 于 VV 的 
TO, …, Oa, WEM cat … 十 cmom( 当 然 cl e. em Eko hI Tia, =, Gaby ko 系 
: 数 的 线 往 组 合 , TELENORS EE —, HAARE, a, ,GEo 具 有 性 质 ? 
若 xiQl 十 YX… 十 xm 一 0, xi e, Xm Eko, Wx1 二 … 二 x 二 0， 这 个 性 质 叫 做 a1, …，oam 的 
线性 无 闫 性 、 当 从 六 的 子 集合 B 中 任 训 有 限 个 元 都 是 线性 无 关 时 ，B 也 叫做 是 线性 
无 关 的 ， 对 于 的 线性 无 关 的 子 集合 B. 信 的 所 有 元 都 是 B 中 适当 选取 的 有 限 个 元 的 
线性 组 合 ( 从 而 ， 该 线性 组 合 的 表 法 是 唯一 的 )，8B 叫做 灰 的 基底 可 以 证 明 , “所 有 疝 
量 空间 都 有 基底 "， 向 量 空 间 的 基底 不 是 唯一 的 ， 但 所 有 基底 是 等 势 的 ， 菩 的 基 户 
日 是 有 限 集合 ， 则 7 的 其 它 的 基底 8 也 号 有 限 集合 ,它们 的 元 的 个 数 是 相等 时 的 ， 
把 这 个 B 的 元 的 个 数 叫做 庆 的 维 数 ， 表 或 Bdimv、 当 B={q1, …, Ga} 所 有 的 天 元 可 吃 
mR RES ciot tcan. (cl …GaERo) 的 形式 
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有 真 约 数 时 ， 叫 做 壹 数 . 至 于 复合 数 ， 素 因 数 ,公约 笋 ， 公信 和 数 ， 可 与 $ 2 一 
EEX. Gin, EZR, 1H H 3 都 是 素数 , 然而 2 是 复合 数 ， 因 为 ， 
可 以 作 素 因数 分 解 ， 得 2=(1 十 让 (1 一 记 . 

但 是 ， 在 代数 整数 全 体 的 整 环 | 中 不 存在 素数 . 实际 土 ， 对 于 除 0 和 


单位 以 外 的 1 的 任意 数 a, 有 a=(V ay, Va E14, 但 VY a 不 是 单位 ， 也 不 
是 a 的 相伴 数 ， 于 是 单位 以 外 的 数 在 1 中 具有 真 约 数 . 从 而 在 1 中 可 以 无 
限 地 进行 因数 分 解 ， 这 对 于 整数 论 的 发 展 是 不 利 的 ， 这 了 时， 我 们 太 考 虑 吾 
个 1, 而 只 考虑 1 的 适当 的 子 整 环 (例如 , 象 Z(] 这 样 的 整 环 ) 中 的 整数 论 ， 
换 一 种 说 法 ， 也 就 是 只 考虑 A 的 适当 的 子 数 域 k 中 的 整数 论 ，k 中 的 代数 
整数 的 全 体 es=kfn1， 叫 做 整 环 中 的 整数 环 ， 

这 里 ， 对 于 数 域 中 一 般 的 内 容 再 作 著 干 叙述 .一 般 的 有数 域 k 和 ka 
kocCk 时 ， 把 k 叫做 ko 的 扩张 域 .这 个 关系 表 成 扩张 k/ko A 时 ，k 被 认 
为 是 ko 上 (一 般 意 义 下 7) 的 向 量 空 间 .* 即 

(1°) 若 c,pEk， 则 c 十 PEGk， 

(2°) 车 cEko, a&k, W|caGk 
成 立 ， 从 而 k 的 教 cl，…，as 的 ko 系数 的 (以 属于 ko 的 数 为 系数 的 ) 线性 
组 合 c1Q1 十 … 十 caCs 也 属于 k. H TI E = 8 R 3 Jx, k 有 在 kk 上 的 基底 
B= {0 aa, 

k 的 任意 数 被 唯一 地 表 或 B 中 (适当 的 ) 有 限 个 元 的 ko 系数 的 线性 组 合 ， 把 
k 作为 ko 于 的 向 量 空间 ， 其 维 数 ， 即 B 的 元 的 个 数 ( 府 )R 做 扩张 k/k。 的 维 
表 成 (kko)， 当 (kko) 有 限时 ，k/ko 叫 做 有 限 扩张 .这 时 , lkk) = 
， 则 Kk/kKold 做 rn 次 扩张 、 例 如 ，Q(i)/Q 有 基底 {1, 让 QQ) 的 数 可 表 成 :1 
ea i， 从 而 (QO 中 :Q) 二 2，QQ)/Q 是 2 次 扩张 ， 若 存在 9Ek 满足 k=k 
《9)， 则 kA/ko 叫 做 单纯 扩张 .并 且 ， 对 Kk/ko, 当 的 所 有 元 是 ke 上 的 代数 数 
(BD, 系数 在 ko 中 的 整 式 的 根 ) 时 ，K/Kko 叫 做 代数 扩张 ， 这 时 有 
【定理 4, -k/ks 为 有 限 扩张 的 充 要 条 件 是 ，k/ko 是 单纯 代数 扩张 ， 满 足 k 二 
ko(9) 的 9 在 ko 上 的 次 数 等 于 (k:k。). 
[R] 对 k= 二 ke(90)， 若 9 在 ko 上 是 m 次 的 ， 则 {1,0,8,…,0"-!} 是 k 在 k。 
上 的 一 个 基底 ，k 的 任意 数 可 唯一 地 表 成 E= pt B18 十 … 十 B,-19*-1:(PiE 
KOREA. 


今后 ， 我 们 考虑 ka =Q 的 情形 ， 并 把 KHARI KAAR 
亦 即 考察 代数 域 的 整数 论 ， 


me ee a 


82 因数 分 解 与 理想 

根据 前 一 小 节 ,n 次 代数 域 k 可 以 写成 k 二 Q(9), 这 里 0 是 代数 整数 ， 
心 () 是 二 次 域 (二 次 代数 域 ),， QY 2 ) 是 三 次 域 . 

在 代数 域 k 的 整数 环 0 中 有 素数 存在 , 它 的 任意 整数 可 分 解 成 素 因 素 
这 个 分 解 不 一 定 是 唯一 的 ， 素 因数 分 解 定理 不 一 定 成 立 。 但 素 因 数 分 解 的 
唯一 性 具有 如 下 意义 . 设 04 的 单位 以 外 的 整数 a 的 圳 因数 分 解 为 


AZN N NT i= xl! alee zl. 


es coea 


-~ 一 ~ — —— 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 


5 I=m 且 ( 必 要 时 可 适当 交换 顺序 ) zj 与 x 是 相伴 时 ,a 的 索 因 数 分 解 ( 从 
本 质 上 说 ) 叫 做 是 唯一 的 当 O; 的 所 有 整数 的 素 因 数 分 解 都 唯一 时 ,Qs 叫做 
俊 一 分 解 整 环 . 例如 , Z[ 让 是 唯一 分 解 整 环 , Z(wW 一 5 ) 则 不 是 .实际 上 ， 在 
ZL[w--5] 中 

| 6=2-3=(1+// 一 5)(1 一 w —5), 

2, 3, bta 一 54wW 一 5 的 每 一 个 部 是 荡 数 ， 但 互 不 相伴 。 

如 此 ， 代 数 域 的 整数 环 一 般 说 来 不 是 唯一 分 解 整 环 ， 在 这 里 ， 不 能 使 
用 与 有 理 整 数 同 样 的 方法 研究 整数 论 ， 克 服 这 个 困难 的 关键 在 于 提出 理想 
这 个 概念 。 定 义 01: 的 理想 与 § 3 定义 的 Z 的 理想 一 样 ， 即 把 满足 如 下 条 件 
《10)、(11)、(12) 的 数 的 集合 a 中 收 0 的 理想 (k 80 822638). 

(10) aC0,, 

(l) #xyCa M] x+yC€a, 

(12) 若 hE01,，aEa, 则 uxEa. 

0i 的 任意 数 a 的 全 体 倍 数 (ac) 构 成 钮 银 ， 它 叫 属 由 a ERA 项 理想 
《 主 理想 ), 这 里 叙述 它 的 简单 性 质 . 

4 定理 15。(i) 若 e 是 04 的 单位 ， 则 (e)=(1)==0:. 

(ii)a 和 a 相伴 的 充 要 条 件 是 (a) = lat). 

在 Z 中 $83 的 【定理 17 成 立 的 ， 所 有 的 理想 是 单项 理想 ， 然 而 ， 在 
某 种 fs 的 理想 中 ， 有 非 单项 理想 .例如 ,在 0t=Z[w 一 5] 中 ,ea 一 (2, 1 十 
一 5 即 由 2 和 1 二 VY 一 5 生成 的 理想 (2 的 倍数 和 1 十 V 一 5 的 倍数 之 和 
的 全 体 )， 随 便 取 怎样 的 aE€04 也 不 可 能 有 a 二 (a). fb Z 那样 的 ， 它 的 所 
有 理 想 是 单项 理想 的 整 环 叫 作 单项 理想 整 环 .Z, Z[ 订 是 单项 理想 整 S, 


而 ZLV 5 ] 则 不 是 . | 
[EAJ 整数 环 O; 是 唯一 分 解 整 环 的 充 要 条 件 是 ， 它 是 单项 理想 整 环 . 
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这 个 定理 的 充分 性 ， 对 一 般 整 环 也 成 立 , (在 一 般 整 环 中 有 不 是 单项 理 
想 整 环 的 唯一 分 解 整 环 )， 然 而 ， 等 别 地 ， 对 于 整数 环 0:， 这 个 条 件 是 必 
要 的 ， 

E $ 3 述 及 的 Z 的 公理 系 和 定理 中 ,【Z1] 对 于 所 有 的 Qt: 成立， 但 【2Z;】， 
[Z,] LEZE, 2, 3 涉及 大 小 顺序 ， 在 一 般 的 08 中 无 意义 ， 至 于 从 定理 4 
起 的 整除 的 性 质 , 在 一 般 的 O, 中 成 立 的 只 有 定理 4 与 定理 5. 而 1 定理 ]6~- 
10， 一 般 不 成 立 ， 

X F OHI asb, JE a Kët x I b HZ y ON x+y 的 全 体 叫 做 a 
和 的 和 ， 表 成 a& 十 b， 又 ， 把 a 的 任意 有 限 个 数 x1，…x。s K b 的 任意 有 
限 个 数 Yo e Ya 之 积 之 和 xi 十 … 十 xnaya 的 全 体 叫 做 a 和 b 的 积 ， 表 成 
.&"b. 这 时 有 
[Z]. a, b,c 是 O 的 理想 时 ， 

` (i) anb 也 是 04 的 理想 ， 并 且 是 属于 a,b 的 最 大 理想 ， 

Gi) a+b 也 是 04 的 理想 ， 并 日 是 含 a,b 的 最 小 理想 ; 

(iii) ab 也 是 0; 的 理想 , HE ab=ba,(ab)c=a(bc), XabCza Yb. 

特别 的 ， 若 a 十 b= 二 OQ:， 则 ab 一 afb， 

(iv) 作为 理想 ab 间 的 关系 , .a 二 bc M a 2b 是 等 价 的 ， | 

a 汪 b( 从 而 ，a= 二 bce) 时,b Md 做 a 的 约 理 想 ( 或 a 的 因子 )，a 叫做 b 的 
们 理想 ， 也 说 成 a 被 b 整除 . 表 成 b | a 或 a 三 0(modb) 等 , 这 时 候 ， 两 个 - 
理想 a, b 的 公约 理想 ， 公 倍 理想 也 可 以 自然 地 得 到 定义 ,由 上 述 定 理 ， 容 . 
PAHaNb 2 a, b 的 公 倍 理想 ， 并 县 对 于 包含 关系 来 说 是 最 大 的 公 倍 理 
想 ， 这 时 (正好 与 包含 关系 相 有 及) 如 流 最 小 公信 理想 . 问 样 的 a 十 b 对 于 包 
含 关系 是 最 小 公约 理想 ， 叫 做 a,b 的 最 大 公约 理想 ， 这 种 叫 法 的 由 来 是 ， 
在 这 些 理想 全 证 单项 理想 的 情形 ， 和 若 a=(a), b=(08), aNb=(4), a+ 
b 一 (6)， 则 1 是 c, 8 的 最 小 公 倍 数 6, 是 a, 8 的 最 大 公约 数 , (但 是 , 当 a, 
b ÆR, AR, afb. a+b 等 不 一 定 构 成 单项 理想 ) . 当 ab 的 
最 大 公约 理想 是 O; 时 ， 即 a+b=0t=(1) 时 ，a,b 叫做 是 互 素 的 。 当 理想 
Pac O: 时 ， 如 果 除 P 及 04 外 不 存在 共 他 的 约 理想 ，P 就 叫 极 大 理想 , 义 P 
满足 下 述 条 件 (B7 时 ， 叫 做 素 理 想 ; 

(p)“ 若 a,BE01:，aBEP, 则 aEP 或 6EP"， 这 时 有 
【定理 18、(i) 整数 环 04 中 ， 极 大 理想 与 素 理 想 是 相同 的 ， 

Gi) 藻 单 项 理想 P= (x) 是 素 理想 ， 则 x 是 素数 ， 

(iii) 芳 理 想 的 积 ab 能 被 c 整除 ， 且 .b,c 互 索 则 a 能 被 c 整除 ; 

(iv) 若 a,b 能 被 素 理想 P 整除 ， 则 & 或 b 能 被 P 整除 ， 
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注意 ”上述 诸 定义 对 一 般 的 整 环 (即使 不 是 整数 环 ) 也 适用 。 这 时 定理 8 的 
G) 可 以 表述 成 " 极 大 理想 是 素 理 想 , 但 素 理想 却 不 一 定 是 极 大 理想 ." 定 理 
8 的 (ii) 的 逆 对 于 整数 环 O, 也 不 成 立 ， 即 ， 由 素数 生成 的 单项 理想 P 一 


《) 不 一 定 是 素 理 想 ， 还 有 ， 下 述 定 理 征 各 荧 的 . 
【定理 ]9. 《理想 的 案 因 子 分 解 定理 ). 


”整数 环 0 的 (04 自身 和 《0) 以 外 的 ) 任 总 理想 a 可 ( 除 矣 序 外 ) 唯 一 地 表 
为 素 理想 的 积 ， BD a 二 pi! pp 如 …p it B EZ=1,e;2>0, p. pt 是 相 异 的 素 理 


在 单项 理想 环 时 ， 册 于 有 a 一 (c), P i= (mi), 上 述 理想 的 素 因 于 分 解 


-可 不 过 是 a WRAS 解 a= rilr 条 …z 人 的 另 一 方面 表示 方法 ， 然 而 04 
不 是 单项 理想 环 ( 即 唯一 分 解 环 ) 时 , 上 述 定理 就 具有 更 大 的 意义 了 .这 时 ， 


a IË 没有 唯一 的 这 因数 分 解 ， 但 《a) 二 pf! p 条 …p 关 和 素 理想 可 有 唯一 的 
分 解 ， 这 时 简单 地 写成 | 

a=pi pi. “pi. š: @ 
其 中 pi Y ca 的 素 因 子 ， 

AUETA, HHF Z 中 §3 的 【定理 ]8, 9, 10 的 定理 ,对 0, -A 
说 来 不 成 立 ， 然 而 对 于 理想 ， 每 一 个 都 成 立 ， 把 这 些 作为 基本 性 质 ， 整 数 
论 就 可 以 深入 发 展 了 。 

当 把 理想 的 定义 之 (10) 换 成 下 述 (104) 时 ，a 叫做 的 分 数理 想 . 

(102) aCk 存在 适当 的 ?Ek .使 得 7a 必 oi. 

前 面 所 述 的 理想 (整理 想 ) 是 分 数理 想 的 特殊 情形 .对 于 分 数理 想 ， 其 
和 ， 积 都 可 以 与 整理 想 一 样 的 定义 ， 这 时 有 
【定理 ]10. (i)i a 是 k 的 (0) 以 外 的 分 数理 想 ， 则 满足 yaCopyEk 的 7 
的 全体 也 是 k 的 分 数理 想 ， 叫 做 a 的 逆 理 想 ， 表 成 a -1 

(ii) a'o;=a,aa- l=ok; 

Giii) k 的 (0) 以 外 的 分 数理 想 之 全 体 对 于 乘法 构成 河 贝 尔 群 ， 

对 于 上 面 的 四 式 ， 当 c 是 整数 时 (a€01， 取 ej>0) 和 白 然 成 立 ， 而 a 不 
是 整数 时 (cEob)， 世 可 以 使 用 负 祖 的 方式 过 成 介 的 形式 ， 

有 了 以 上 的 准备 ， 代 数 整数 论 就 可 以 得 到 深入 地 发 展 了 ， 这 里 述 及 的 
JBRIDL Po 3 KB IVA 
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$9, 二 次 域 的 整数 和 二 元 二 次 不 定 方 程 
9.1 二 次 域 


Z[ 计 和 Z[w 一 5 ] 是 二 次 域 的 整数 环 ， 它们 分 别 是 具有 a + ata? 
w 一 5 (a, a° EZD ÉZ, AREL i {1, /—5 》 的 Z 系 数 的 全 体 线 性 
组 合 .这 时 (1 让, {1，w 一 5 } 分 别 叫 做 Z[ 记 , Z[V 一 5 ] 的 整数 基底 . 另 一 方 
Bi, EKER 一 3 ) 的 整数 中 , 除 ately 一 3 laat €Z) 以 外 还 有 e= 
ta 一 等 ，( 由 于 是 x 一 x 十 1=0 的 根 ， 所 以 它 是 代数 整数 ). 因 
此 {1，w 一 3 } 不 是 QCw 一 3 ) 的 整数 基底 .事实 上 , 可 以 证 明 ，{1,e} 才 是 
一 个 整数 基底 . 
把 全 部 二 次 域 表 作 Q(Ym )， 如 果 m 中 有 平方 因子 ， 则 把 它 提 到 根 
号 外 来 ， 于 是 可 以 只 对 m 中 没有 平方 因子 的 情形 来 讨论 (特别 地 ， 可 以 设 
ay 4 m>0, 则 有 Q(wm )CR,T Æm yU? RR, "4 m<0 
, WARTA. | 
as 作为 二 次 域 Q(wm ) 的 整数 其 底 , 当 m=, modat, TTUN 


{1，wm }， 而 m 三 1(mod4) 时 ， 可 以 取 Ea 


从 而 ,k=Q(Ym ) 的 整数 环 , 当 m 三 2，3(mod 4) 时 是 ot=Z[wm]， 
当 mse1(mod 4) 时 是 0=z| L Zm ], 例如 在 k==QG) 时 ， 对 于 m= 一 1 


三 3(med 4), #lo,=z[i), 在 k=Q(V 一 3) 时 ， 对 于 m= 二 一 ?三 1(med4)"” 
有 a=z| 1 t =], 


二 次 域 k=Q(Cwm ) 的 数 a=7 十 7 wm ER Aa =r- , aa? 
=r -mr RAER. E Ui a 的 模 , 表 成 N(a). 特别 地 , 若 a 是 Q{ Vm ) 
的 整数 ， 则 N(g)=aa* 也 是 整数 ， 由 于 也 是 有 理 数 ， 故 是 有 理 整 数 , 所 以 
可 有 N(a)=nEZ. 

对 于 理想 a a 的 数 的 共 恩 数 全 体 a 也 是 理想 ， 叫 做 a 的 共 加 理想 . 
【定理 ] 2，a 是 整理 想 时 ， 

Gi) oi/a 的 剩余 类 的 个 数 是 有 限 的 ， 


$ 9, 二 次 域 的 整数 和 二 元 二 次 不 定 方 程 (1057) 
(ii) aa 是 有 理 整 数 生 成 的 单项 理想 (7)，m 等 于 (i) 的 剩余 类 个 数 。 
把 这 个 加 叫做 a 的 模 ， 表 成 Na. 则 Na=n=aa” , 
Q(Cwmm) 的 整数 基底 和 其 共 恩 数 构成 的 矩阵 之 行列 式 的 平方 4& 思 做 
Q(wmm) 的 判别 式 .比如 当 


2 


m==2, 3(mod 4) it, # d= 1 Vm | =4m. 
1 一 wm | 
i i+. mi 
当 m=1 (mod 4) 时 ,有 d= . mi. 
i 1— /m 
ur SE. 


这 时 ， 对 于 二 次 域 的 素 理想 ， 下 述 定 理 成 立 。 
(E. ZORRAC m ) 的 判别 式 为 d, 它 的 任意 素 理 想 为 p， 设 含 于 py 
的 最 小 有 理 正 整数 为 p， 则 p 是 素数 ， 且 有 如 下 的 三 种 情形 产生 ， 


0) 若 p 是 奇 素数 ，( 5 )=130GEp=2, a=i(mod 8), B| Np = 
p, p=pp', ppt; 

(2°) 若 p 是 奇 素数 ,( =- 1 或 p=2,d=s5(mod 8)， 则 Np = p*,. 
p=p; 

G> #pla, 则 Np=p, p=p. 

单位 ”关于 二 次 域 的 单位 ， 有 下 述 性 质 . 
【定理 34、 对 于 二 次 域 K ， 和 任 取 一 个 单位 e， 唱 

Gi) #HE— DEIB, |e] =1, Am, k= 一 1 ) 时 ,单位 有 土 1 
+i 等 四 个 ;k= 二 Q《V 一 3 ) 时 ,单位 有 士 1， 士 es ， 土 s 等 六 个 ,这 里 e 


s Tt 一 3 ,对 其 它 的 k， 单 位 只 有 土 1 两 个 . 


(iii) 在 实 二 次 域 中 ， 有 无 限 多 个 单位 ， 这 时 存在 一 个 单位 es, 使 得 
有 关系 式 
e=te(n=0, 1, E2 ee. i 
EAE > 3 ka 


车 eo 是 基本 单位 ， 则 一 eo, 土 so! 也 是 基本 单位 ， 即 基本 单位 有 四 个 ， 
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其 中 大 于 1 的 只 有 一 个 ， 假设 就 把 这 个 取 为 @。， WAEL, <s! <i, 
例如 ,对 Q(Cw 2 ), RF 1 BEKARE e=. +L X ey1=.,/ 2 — 


1， —e = —Z2—1,— =A 2 十 1 都 是 基本 单位 ,单位 可 表 成 = 十 
{ V2+1) "(n=0, +1, +2, <) 


Po 


9*2 欧 几 里 得 整 环 
在 § 3【 定 理 )6~~10 中 谈 到 的 有 理 整 数 的 基本 性 质 ， 对 二 次 域 的 整数 
环 ， 一 般 是 不 成 立 的 ， 不 过 对 于 二 次 域 K= 二 Q(Vm ) 的 整数 环 01, 如 果 相当 
FEIER HOTREC), PA k 叶 做 欧 几 里 得 二 次 域 ，o4i 叫做 
LET ES. 
(E) 对 于 任意 的 a, po, B>=0, 有 k, pCok 使 得 a=p, ktos .. 
| NCO) | < IN(8) | 成 立 . 
【定理 15. 欧 几 里 得 整 环 是 单项 理想 整 环 ( 从 和 而 是 唯一 分 解 整 环 ) 其 逆 定 理 
不 一 定 成 立 , 在 8 8【 定 理 16 已 经 讲 过 ,单项 理想 整 环 与 唯一 分 解 整 环 是 一 - 致 
的 .例如 ,高 斯 整数 环 Z[ 记 是 欧 几 里 得 整 环 , 从 而 是 单项 理想 整 环 和 唯一 分 
解 整 环 .于 是 ， 对 于 Z, 8$ 3 的 【定理 16 成 立 ， 从 而 把 Z 换 成 0 二 zf[ 订 时 , $ 3 
的 【定理 7 一 10 也 成 立 . | | 
已 经 证 明 ， 欧 见 里 复 二 次 域 只 有 如 下 的 五 个 虚 二 次 域 和 十 六 个 实 二 次 
域 ,共计 二 十 一 个 ， 它 们 分 别 是 m= 一 1, 一 2, 一 3, —7, 一 11 N m=2, 3, 5, 
.6, Te 11, 13, 17, 19, 21, 29, 33, 37, 41, 57,73, 
[定理 ] 5 的 道 定理 不 成 立 ， 存 在 单项 理想 整 环 (唯一 分 解 整 环 ). 但 不 是 欧 
几 里 德 整 环 . 作 为 这 样 的 二 次 域 ， 以 下 的 事实 是 熟知 的 ， 
在 虚 二 次 域 中 有 m= —T79, 一 43, 一 87, —163; ,在 实 二 次 域 中 有 贡 =14 
22, 23, 31, 38, 43, 46, 47, 53, 59 等 (100 以 下 的 共 22 个 ), 高 斯 猜想 , “ 虚 二 次 
域 由 的 整数 环 能 构成 单项 理想 整 环 者 ， 限 于 m 之 一 163. 而 实 二 次 域 中 象 这 
样 的 整 环 有 无 限 多 个 , "但 至 今 一 个 都 末 得 到 证 明 . 但 不 管 在 哪 种 情形 下 ,至 
少 有 47 个 整数 环 ， 和 2 一 样 ， 任 意 整数 都 可 以 作 唯一 的 素 因 子 分 解 。 


93 理想 类 


RF k= m ) 中 两 个 非 (0) 整 理想 a b， 若 存在 ose0 使 得 a=ob, 
_pEk， 则 记 作 a~b, "~" 是 等 价 关系 ， 即 有 
(1°) a~a; 


$ 6. 二 次 域 的 整数 和 二 元 二 次 不 定 方程 (10595 

(2) #a—b, T) b~a; 

(3') #a~b, b~c, Bi ac, 

从 而 (0) 以 外 的 全 体 整 理想 可 以 按 上 述 等 价 关系 分 类 ， 这 样 的 类 叫做 
(广义 的 ) 理 想 类 .这 时 可 以 证 明 ， 类 的 个 数 是 有 限 的 ， 其 个 数 九 叫做 类 数 。 
单项 理想 的 全 体 E 构 成 一 个 类 ,在 类 的 集合 G 中 ， 可 以 自然 地 定义 积 ，E 就 
是 关于 这 个 积 的 单位 元 ， 而 对 于 这 个 积 ，G 构成 阿 贝尔 群 . 这 叫做 理 想 类 
群 .类 数 因 就 是 这 个 群 的 阶 数 ，ox 是 所 请 单项 理想 整 环 这 件 事 相 当 + h= 
1, G={E}. 

关于 二 次 域 的 基本 知识 ， 应 该 讲 的 还 多 ， 已 讲 的 这 些 知 识 有 着 广泛 的 
应 用 ， 特 别 是 对 有 理 整 数 的 整数 论 的 应 用 ， 这 里 我 们 只 讲 一 个 问题 一 对 
二 元 二 次 不 定 方程 式 的 应 用 ， 


9*:4 ”二 次 不 定 方程 

如 下 形式 的 二 元 二 次 不 定 方程 吗 做 佩 尔 方程 

x'—ayt= + (a 是 非 平方 的 正 整数 )， oJ 

析出 a 中 最 大 平方 因子 , 设 a=fm(m 夺 1) 则 @ 的 左边 可 以 在 实 二 次 域 
Q 《Ym ) 的 整数 环 中 因数 分 解 ,(x+fyVm) (x 一 jyVm )= 土 1， 即 N(x 
+Jy/m )=-+ 1, MU e=x+Jy m 是 单位 ， 然 而 为 了 使 单位 6 成 为 这 种 
形式 ， 其 充 要 条 件 是 ， 当 m=2,3(mod 4) 了 时 ， 存 在 rE2Z 满足 e=r(mod 
1): 3 m=s1(mod 4) 时 ， 存 在 yEz 满 足 s=r(mod 2f), IB Æ, %4 m=1 


(mod 4) 时 ， 一 般 的 单位 形 如 二 & 中 。 不 过 可 以 求 一 对 特殊 的 取 为 偶数 


— 


BU tu, R t=, ú=2u”, RRE T e=t' tudm 的 形式 ， 且 它 还 满足 
了 | ,因此 形式 地 讲 ,还 可 以 象 m 三 2, 3(mod 4) 的 情形 一 样 来 处 理 , 设 满足 
以 上 条 件 的 大 于 1 的 单位 中 之 最 小 者 为 Eo=xo+uoVm) 则 xo 和 y= + 是 
由 的 最 小 正 整数 解 , 由 Bo=xo 十 fyowm ， E= (xo iyo m ), W Es(n 
==0, i +?, …) 中 ， Vm 的 系数 全 部 能 被 f 整除 ， 所 以 有 Eo = xs t fY 


wm 的 形式 ， 这 里 x. y, 全 是 @ 的 解 ， 生 它们 就 是 @ 的 全 部 解 . 
例 1. 对 2—75y2=1, 75=5x3, f=5,m=3, QV 3 ) 的 基本 单位 是 。。 


s=? + M3 作出 €o EDE: P 得 2 一 7 十 4w 3, e3 一 26 十 15w 3, 在 中 V3 的 - 
系数 被 =5 除 尽 , 所 以 Bo=26 十 15w 3 。 因 此 最 小 正 整 数 解 是 xo=26。 
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B2. x*—45y’=1,45=3°X5, f=3, m=5=1 (mod 4) QC 5) 的 基本 单位 
s e =L 5 yp t eg 355, =2+. 55, EKET CG 3 


正 整 数 ) 才 Attu Ad e(t u Ez) 的 形式 , 即 e§ 二 9 十 4V5 ,e l= 38 十 
17wW 5 ,ey= 161 +72,/ 5 二 Eo， 于 是 x0 二 161, yo== z =24 契 最 小 正 整 
数 解 。 
对 于 一 般 二 元 二 次 不 定 方程 ， 
ox:+bxy+cy’:=k, (a:b, c)=!, a>. ©) 
设 判别 式 dt =b°—4oc 不 是 平方 数 (d 和 平方 数 的 情形 ， 可 以 化 为 一 次 不 定 


方程 的 简单 问题 ), 这 时 ， 由 于 @ 有 N (ax 4 =a, itd =f'm, 


仍 成 为 二 次 域 Q(wm ) 中 的 问题 ,于 是 可 以 司 佩 尔 方程 一 样 的 进行 讨 
论 , 然 而 ,实际 上 对 于 这 样 的 情形 ， 用 关于 理想 的 方法 不 一 定 简 单 ， 它 需要 
有 较 复 杂 的 处 理 过 程 ， 感 兴趣 的 读者 可 以 参考 有 关 的 书籍 ， 


$10. 结束 话 


沿 着 上 述 的 途径 ， 完 全 可 以 进入 代数 整数 论 中 去 了 ， 可 是 基于 本 书 的 
宗 央 ， 却 不 得 不 就 此 而 止 .可 惜 对 于 19 世纪 整数 论 中 的 一 个 重要 组 成 部 分 
一 一 解析 整数 论 一 一 我 们 也 还 没有 和 触及 到 ， 如 果 把 这 部 分 也 讨论 了 ， 可 以 
说 就 达到 了 现代 整数 论 的 入 口 。 作 为 补遗 ， 让 我 们 来 看 一 看 整 数论 历史 
的 概观 .整数 论 的 历史 之 所 以 能 告别 希腊 时 代 而 进入 近代 整数 论 的 时 期 ， 
这 是 以 17 世纪 的 费 马 为 标志 的 ， 费 马 在 这 方面 证 明了 很 多 定理 ， 提 出 了 
不 少 问题 ， 谍 称 整 数论 的 开山 鼻祖 , 当 历 史 进 入 十 八 世 纪 以 后 ,诸如 欧 拉 ， 
拉 格 朗 日 等 又 使 得 整数 论 得 到 了 显著 的 进步 ， 到 十 八 世 纪 末 ， 勤 让 德 把 这 
些 成 果 收 集 到 他 的 “ 数 整 论 ”(Essai sur la theorie des nombers) 中 
了 ， 儿 平 与 此 同时 高 斯 的 大 作 “ 整 数论 "(前 面 已 说 过 的 Disguisi tiones 
Arithmeticae) 也 以 第 一 次 系统 地 闪 述 整数 论 为 特点 而 问世 了 ,， 它 不 仅 总 . 
结 了 整个 十 八 世 纪 的 整数 论 ， 而 且 也 大 大 地 超越 了 时 代 的 成 果 ， 其 中 在 这 
本 书 里 ， 他 得 到 了 平方 剩余 的 互 倒 法 则 ， 二 元 二 次 不 定 方程 (二 次 型 理论 ) 
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及 分 圆 方程 理论 等 等 ， 因 此 我 们 说 十 九 世纪 是 现代 整数 论 的 开端 . 其 次 ， 
狄 利 克 菜 的 单位 定理 等 除了 代数 研究 乙 外 也 利用 了 解析 方法 作 类 数 计算 ， 
因此 成 为 解析 数论 的 出 发 点 .另外 库 默 尔 , 克 罗 内 克 尔 的 因子 论 和 戴 德 金 的 
理想 论 对 代数 数论 的 发 展 也 起 了 很 大 的 作用 ,下 结合 到 域 理 论 ( 佑 罗 瓦 , V 
代 蛙 次 等 ) 的 进步 和 希 尔 伯 特 的 理论 来 看 全 都 是 些 伟大 的 成 就 。 在 这 个 时 
期 ， 为 寻找 域 的 扩张 和 伽 罗 瓦 群 ， 扩 张 域 的 理想 等 的 关系 ， 类 域 的 概念 也 
相继 产生 了 。 进 入 二 十 世纪 以 来 整数 论 中 最 大 的 成 就 要 算 高 木 贞 治 的 类 域 
论 的 研究 了 ， 继 之 有 哈 斯 、 阿 尔 登 ， 许 托 勒 ， 温 友 等 为 进一步 完善 这 一 理 
论 而 提出 的 多 种 方法 .( 译 者 注 ， 在 解析 数论 上 ， 中 国 数学 家 的 贡献 也 是 举 
EMERY.) 

目前 ， 在 最 现代 的 整数 论 研究 中 ， 有 很 多 数学 家 《包括 各 国 的 许多 优 
秀 数学 家 在 内 ) 正 在 为 之 奋进 ， 


近世 几何 学 


历史 发 展 到 近代 ， 数 学 的 鲜花 已 结 出 了 丰硕 的 果实 ， 而 到 现代 ， 情 况 
更 是 如 此 。 科 学 已 处 于 高 速度 的 发 展 之 中 ， 几 何 学 也 不 例外 。 本 节 将 对 几 
种 最 新 几何 学 的 建立 作 一 简单 的 介绍 .在 这 些 几 何 学 中 ， 有 个 分 支 叫做 “ 拓 
扑 学 ”( 俗 称 橡皮 几何 ) ， 而 拓扑 学 中 又 有 所 谓 图 论 这 一 分 支 .图 论 就 象 是 近 
世 几 何 学 这 一 大 宫殿 中 的 一 间 小 屋 ， 具 有 它 一 定 的 地 位 。 图 论 理解 起 来 是 
非常 直观 的 ， 它 不 需要 过 多 的 数学 的 预备 知识 . 

不 过 ， 从 逻辑 上 来 说 ， 不 能 认为 一 个 很 熟悉 的 东西 ， 一 定 是 容易 理解 
的 东西 , “S sa 


$ 1. 平行 线 公理 


在 纪元 前 300 年 左右 ,一 本 在 世界 数学 史上 划时代 的 名 著 诞 生 了 。 它 
就 是 欧 几 里 德 “ 原 本 "(或 叫 “ 原 理 ”) .所谓 “原本 ”， 顾名思义, 就 是 把 当时 关 
于 数 的 基本 理论 系统 化 了 . 它 的 内 容 用 今天 的 术语 来 说 ， 就 是 初等 的 平面 
几何 学 和 立体 几何 学 .初等 整数 论 . 实 数论 (有 理 数 、 无 理 数 的 理论 )、 初 等 
代数 等 。 但 是 “原本 ”中 的 论述 方法 和 技巧 确 是 几何 学 的 ， 它 把 数 只 是 看 成 
线段 的 一 种 表示 . 
“在 希腊 数学 中 ， 虽 然 缺 乏 现代 的 计算 手段 和 方法 ， 但 在 计算 技巧 上 却 
大 为 不 然 ,从 "原本 ”上 完全 可 以 看 到 这 一 点 ,元 论 从 理论 的 严密 性 ， 还 是 从 
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数学 理论 结构 的 严谨 性 方面 “原本 "在 今天 对 我 们 仍然 是 很 有 价值 的 。 

“原本 "共有 13 卷 ， 其 中 1-6 卷 涉及 平面 几何 学 的 内 容 ，11-13 卷 涉及 
立体 几何 学 的 内 容 . 

它 的 第 一 卷 是 由 定义 .公理 .公设 开始 的 .所谓 定 义 是 对 点 直线、 平面 
等 概念 给 予 说 明 的 命题 .比如 说 :点 是 只 有 位 置 而 没有 大 小 的 几何 对 象 " 就 
是 点 的 定义 ,公理 是 不 需要 证 明 而 存在 的 (为 人 们 公认 的) 真理 .公设 是 象 
公理 那样 不 需要 证 明 而 且 被 人 们 公认 为 它 是 真确 的 一 种 假设 .在 近代 数学 
书 中 ,一般 把 公设 就 看 成 公理 *. 公 理 方 法 成 为 后 来 理论 结构 的 依据 , 它 起 到 
了 为 现代 数学 黄 基 的 作用 . 公理 方法 能 把 一 门 数学 学 科 仅 仅 在 一 个 公理 体 
系 的 基础 上 建立 起 来 , “原本 ”上 的 公理 ,公设 就 是 这 样 的 ， 

公理 一 ”等 于 同一 量 的 各 量 是 相等 


的 。 
公理 二 ”相等 的 量 加 上 相等 的 量 ， 其 
"rez 和 相等 。 
公理 三 ”等 量 减 去 等 量 ， 其 差 相等 。 


h 

, 1 a+B<2 cR 公理 四 ”能 重合 的 量 相等 。 
图 15-45 公理 五 ”全体 必 大 于 部 分 。 
ai+B<2/R 


公设 一 ”任意 两 点 间 可 以 引 连 接 它们 的 直线 ， 

公设 二 每 条 直线 可 以 向 其 两 端 任意 延长 . 

公设 三 ”以 任意 点 为 中 心 ， 可 以 作 以 任意 长 为 半径 的 贺 。 

公设 四 “所 有 直角 相等 。 

公设 五 ”在 一 个 平面 上 ， 一 条 直线 与 二 直线 相交 ，, 在 这 条 直线 的 同一 
侧 的 两 个 内 角 之 和 若 小 于 x 时 ， 则 二 直线 必 在 这 一 侧 相 交 (图 15-45)， 

以 上 的 公理 公设 中 ， 最 后 一 个 公设 称 为 第 五 公设 : 它 比 其 它 几 个 公设 
更 复杂 ， 实 际 上 这 个 公设 是 与 现在 的 平行 线 公理 ,过 直线 外 一 点 引 此 直线 
的 平行 线 有 一 条 且 只 有 一 条 ”， 或 者 “三 角形 的 内 角 和 等 于 a 等 命题 是 等 
价 的 。 我 们 不 禁 要 问 ， 其 它 公设 的 表述 形式 都 是 那么 简单 ， 却 为 什么 欧 几 
里 得 要 用 如 此 繁复 的 语言 来 描述 第 5 公设 呢 ? 欧 几 里 得 的 这 个 平行 线 公设 
又 可 否 由 其 它 的 公理 和 公设 推出 来 呢 ? 为 了 解决 这 个 疑问 ， 人 们 作 了 大 量 
的 努力 ， 结 果 均 以 失败 而 告终 ,至 今 第 五 公设 仍然 是 不 可 缺少 的 。 


X ”公理 和 公设 有 何 区 别 ，“ 原 本 "未 明确 益 述 ， 似 乎 钦 几 里 德 认为 ， 公 设 既 是 
一 种 假设 ， 还 容许 有 切磋 的 可 能 性 ， 特 别 是 第 五 公设 一 主流 “… 
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尽管 “原本 "是 希腊 赫 菜 利兹 姆 时 期 (纪元 前 334 年 到 纪元 前 30 年 ) 数 学 
上 最 大 的 一 个 成 就 ， 但 是 ， 在 这 本 书 中 缺点 和 不 足 还 是 有 的 . 为 了 弥补 
“原本 "的 缺点 ， 后 人 作 了 很 大 的 努力 .例如 “原本 "关于 点 、 直 线 、 平 面 等 
几何 对 象 的 定义 用 了 另外 的 说 明 语 进行 解释 .但 对 这 些 说 明 语 本 身 还 应 当 
加 以 说 明 . 由 此 可 见 “ 原 本 "是 有 缺点 的 。 为 了 克服 这 种 不 足 之 处 ， 人 们 曾 
作 过 很 多 研究 .许多 人 还 试图 对 前 述 第 五 公设 进行 证 明 . 然 而 有 长 达 两 于 多 
年 的 岁月 里 ， 所 有 这 种 尝试 都 失败 了 . 

， 在 那个 时 代 , 人 们 确信 殉 几 里 得 几何 学 是 独一无二 的 正确 的 几何 学 .对 
于 平行 线 公理 人 们 认为 它 是 显然 的 真理 ， 是 不 能 改变 的 .错误 的 “信念 * 莽 
不 多 持续 了 整整 一 个 世纪 .冲破 “信念 "， 对 于 第 五 公设 的 研究 作出 过 贡献 
”的 第 一 个 人 是 意大利 僧侣 萨 克 里 (Saccheri 1667 一 1733)， 他 是 为 解 开 平 

行 线 公 理 的 谜 而 迈 出 第 一 步 的 人 ， 但 是 他 未 能 得 到 什么 象 样 的 结果 ， 原 因 

是 他 也 是 一 个 相信 网 几 里 得 几何 学 是 唯一 真正 的 几何 学 的 人 . 

-平行 线 公理 真是 不 能 得 到 证 明 吗 9? 更 确切 地 说 ， 能 不 能 根据 网 几 里 德 
的 其 它 公 理 和 公设 来 推出 平行 线 公理 呢 ? 也 就 是 说 ， 这 些 公理 、 公 设 之 间 
是 不 是 全 然 没 有 关系 的 呢 ? 如 果 是 这 样 的 话 ， 假 使 改变 了 平行 线 公 理 ， 邵 
改变 第 五 公设 的 命题 且 让 第 一 公设 到 第 四 公设 与 第 一 公理 到 第 五 公理 保留 
不 变 ， 就 会 产生 新 的 几何 学 . 俄国 的 罗 
巴 切 夫 斯 基 和 匈牙利 的 波 约 分 别 在 上 述 思 
想 的 指导 下 ， 用 事实 证 明了 平行 线 公理 是 
独立 存在 的 。 从 而 ， 作 为 非 哆 几 里 得 几何 
学 的 一 种 新 几何 学 一 一 现在 叫做 非 欧 几何 
学 一 一 被 创立 起 来 了 ,他 们 在 他 了 这 过程 中 ， 图 15-46 
只 是 把 第 五 公设 换 成 了 如 下 新 的 假设 ， 

当 给 定 直 线 a 和 它 以 外 的 一 点 .4 时 ,连接 a 上 的 任 一 点 PP 和 4 得 到 直 
线 4P. 当 P 忆 在 a 上 向 右 方 移 向 无 限 远 时 ，AP 存在 极限 位 置 为 gl， 同样 
地 ， 当 P 向 左 方 无 限 远 离 时 ，AP 存在 极限 位 置 pz， 这 时 把 pi、ps 叫 做 
过 4 而 平行 于 a BJ EUR, . 

图 15 一 46 中 的 辽 线 AP 是 与 o 相交 的 ， 过 .4 的 虚线 表示 不 与 a 相交 
的 直线 ，pi、pz 表示 过 4 与 a 相交 的 直线 与 不 相交 的 直线 的 分 界线 ， 这 
样 一 来 ， 不 与 a 相交 的 直线 则 有 无 穷 多 条 ， 

在 保持 上 面 的 假设 之 下 ， 从 图 形 看 出 ， 它 比 起 殉 见 里 得 几何 学 来 是 
很 不 相同 的 ， 而 且 发 生 了 更 加 令 人 难以 血 信 的 事 .比如 ,平面 上 任意 两 条 直 - 
线 具 有 公共 的 垂 线 ; 三 角形 的 内 角 和 小 于 x; 过 三 点 的 贺 一 般 有 四 个 ， 电 其 
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曲线 具有 三 种 形状 等 等 ， 由 此 看 来 ， Ú ! 平 是 不 可 理解 的 事 产生 了 ， 但 却 决 
无 还 辑 上 的 了 矛盾， 而 且 内 容 丰 富 而 完美 的 非 欧 几 何 学 兴起 了 . 

然而 当时 人 们 对 这 样 的 事 却 很 不 理解， 非但 如 此 ,- 甚至 认为 别人 所 作 
的 努力 只 是 病人 妄 为 ， 引 以 为 笑料 。 他们 不 知道 这 是 建立 在 非 直 观 假设 上 
的 理论 ， 以 此 得 到 各 式 各 样 非 直观 的 结果 .这 正 是 数学 研究 中 常 有 的 事 
情 。 

如 果 把 地 球 和 太阳 都 视 为 一 个 点 而 研究 宇宙 时 ， 上 述 的 新 的 几何 学 
一 一 罗 巴 切 夫 斯 苦 、 波 约 的 非 哆 几何 一 一 就 是 最 有 用 的 工具 。 对 于 现代 ， 
特别 是 对 于 将 来 的 所 谓 “ 字 宙 空 间 时 代 ”， 这 种 几何 学 将 充当 更 重要 的 角 
色 . 与 之 相 比 ， 我 们 在 初等 数学 中 所 学 的 欧 几 里 德 几何 考查 的 对 象 只 是 在 
地 面 上 狭小 的 场所 里 各 种 直观 的 图 而 已 ， 

”作为 补充 的 说 明 与 对 照 (参照 $ 2 末尾 )， 在 后 面 将 把 关于 第 五 公设 的 

问题 作 一 较为 全 面 的 整理 ， 以 便 读 者 了 解 得 更 为 透彻 . | 

Az, EKLERAJ ZIE Ir BBS UI. 并且 已 用 具体 的 实 
例 作 了 说 明 ， 事 实 上 ， 这 样 的 几何 学 可 以 有 很 多 种 . 例如 黎 曼 (Rieman 
1826 一 1866) 取 消 了 欧 几 里 得 的 第 五 公设 而 代 之 以 另 一 个 第 五 公设 ,: “对 于 
平面 上 的 任何 直线 ， 一 条 平行 线 都 没有 ”. 从 而 又 开创 了 一 门 新 的 几何 学 ， 

所 谓 公理 和 公设 ,在 名 称 上 的 区 别 只 不 过 是 公认 和 不 公认 ,或 者 说 全 是 
根据 直观 与 不 全 是 根据 直观 来 区 别 的 . 它们 的 共同 实质 都 是 用 简单 的 假设 
作为 认识 的 依据 ， 而 实际 上 都 是 公理 ， 它 们 可 以 定义 成 假定 为 真 的 的 命 
题 。 


S2. 射影 几何 学 


图 形 上 共有 各 种 各 样 的 性 质 :比如 长 度 . 角 度 、 面 积 或 体积 等 ， 这 些 都 叫 
做 图 形 的 度量 性 质 ， 又 如 车 以 图 形 的 位 置 关 系 来 讲 , -诸如 《有 有 限 个 或 无 限 
个 ) 点 共 线 、 共 面 的 问题 ;( 有 限 条 或 无 限 条 y 宣 线 或 (有 限 个 或 无 限 个 ) 平 面 
共 点 的 问题 等 都 叫做 位 置 关 系 性 质 。 以 下 将 讨论 怎样 区 别 这 两 种 性 质 的 问 
题 .如 图 15-47;} 设 有 平面 a 和 它 上 面 的 直线 a BRE O 是 a 外 一 点 ,连接 a 
-与 直线 a 的 任意 点 ， 得 到 直线 O A, OP, oq, OB, =, 这 些 直线 和 另 一 个 平 
面 a 的 交点 分 别 为 A?, P’, Q, Bts, A’, PE, Q2, Bz, “是 o 和 a 决定 的 
平面 与 . as 的 交 线 as 上 的 点 ， 即 是 说 ， A, P:，Q:，B‘，… 是 同 在 直线 a 上 
89. WJ] Hp) FEB] Fa 7: rH, TR a 上 的 点 .A, P, Q, B, s 变 过 
去 后 仍然 落 在 一 条 直线 as 上， 分 别 成 为 点 As, P$, Qs, B°, "m. 于 是 我 们 
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说 ， “点 的 集合 位 于 二 直线 之 上 的 性质 让 不 变 的 .” 另 一 方面 ,由 这 个 过 程 还 
可 以 看 到 ,线段 .4B 的 长 ， 对 应 着 线段 4° B: 的 长 . 而 这 两 个 长 度 一 般 说 是 
不 相等 的 。 我 们 感 兴趣 的 是 其 些 不 变性 ， 可 以 考虑 研究 这 些 不 变性 质 的 几 
何 学 ， 现 在 归纳 一 下 上 述 过 程 .首先 ， 把 0 与 各 点 A P, Q, B … 连 接 起 
来 .这 叫做 由 O 到 .4, P, Q, B, … 作 射影 .其 次 ， 作 这 些 直线 与 平面 gw 的 交 
MA, P2, Q2, 52，…， 这 电 做 用 平面 wx 和 把 OA, OP, OQ, OB, … 切 疡 .对 
于 一 个 图 形 ， 如 果 把 这 样 的 射影 和 切断 反 
复 进 行 有 限 次 ， 就 可 以 把 原来 的 图 形 转移 
到 另外 的 图 形 上 去 .。 这样 的 过 程 叫做 射影 
变换 。 研 究 在 射影 变换 下 图 形 不 变性 质 的 
几何 学 叫做 射影 几何 学 . 

对 于 射影 几何 学 ， 可 以 使 之 建立 在 如 
下 的 公理 系 基 础 上 ， 

公理 一 ”过 相 异 二 点 .4, B 的 直线 有 一 

条 且 只 有 一 条 。 
公理 一 / 相 异 二 平面 a, 8 相交 于 一 条 且 只 相交 于 一 条 直线 x. 
公理 二 、 若 点 4 不 在 直线 a 上， 则 过 4 和 a 的 平面 扣 有 一 个 且 只 有 


， 公理 二 : FEAR a 不 在 平面 a 上 ， 则 a 和 c 有 一 个 且 仅 有 一 个 交 
MK. 

公理 三 ”在 任 一 直线 a 上， 至少 存在 三 个 相 异 的 点 X.Y .2Z，。 

公理 三 对 任 一 直线 gag， 通过 a 至 少 存在 三 个 相 异 平面 8 Js . 

公理 四 ” 若 点 .4 在 直线 a 上 ， 而 a 又 在 平面 a 上 ,那么 4 必 在 c 上 ， 

公理 五 ”存在 点 Xo， 直线 xÚ 和 平面 Eee， 使 得 Xo TE xo E, Hx IX 
不 在 Ë L. 

在 这 些 公理 中 容 易 看 到 ， 关于 度量 性 未 作 任 何 规定 。 些 外 在 这 个 公理 
系 中 没有 作 任 何 说 明 就 使 用 了 点 、 直 线 、 平 面 等 术语 ， 实 际 上 这 三 个 概 
念 是 怎样 的 ， 事 先 并 不 知道 ， 因此 对 上 述 公理 ， 也 许 大 多 数 人 都 还 不 能 完 
全 理解 。 其 实 ， 在 公理 系 中 对 点 、 直 线 、 平 面 三 者 的 相互 关系 和 它们 的 性 
质 等 ， 虽 不 是 直接 地 也 算是 间接 地 定义 了 的 .。 

汽车 根据 什么 原理 才 动 的 呢 ? 是 什么 物质 构成 的 呢 ? 假设 我 们 都 不 知 
道 这 些 ， 但 只 要 知道 它 是 汽车 ， 并 且 民 得 汽车 的 驾驶 和 交通 规划， 知道 它 
是 很 方便 的 交通 工具 就 够 了 。 射 影 几 何 学 的 公理 系 的 意义 ， 也 有 些 与 此 相 
仿 , 只 要 取 点 ,直线 、 平 面 作为 三 种 基本 图 形 ， 并 上 且 给 出 使 用 的 基本 规则 ， 
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且 运 用 它们 去 建立 几何 学 就 行 了 。 

射影 几何 学 是 公理 化 数学 的 一 个 典型 。 

这 一 几何 学 是 内 容 相 当 广泛 的 一 门 数 学 学 科 ， 在 它 里 面 还 可 以 采取 更 
多 的 公理 体系 ,得 到 前 面 扣 及 的 网 氏 几何 学 与 非 欧 几 何 学 等 多 种 几何 学 例 
如 现在 我 们 来 考虑 使 一 个 实 的 二 次 项 线 保持 不 变 的 所 有 射影 变换 的 集合 ~ 
研究 读 集 合 中 元 素 不 变性 质 的 几何 学 就 是 与 罗 巴 切 夫 斯 基 和 波 约 的 非 软 几 
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何 相 同 的 几何 学 . 
AAA 如 图 15-48 把 这 里 固定 的 二 次 曲线 叫 
| 做 绝对 形 ， 常 记 为 厂 ， 我 们 只 考虑 绝对 形 
— A 六 的 内 部 ， 而 把 它 的 外 部 叫做 假想 区 域 ， 
N 因而 绝对 形 就 是 内 部 和 假想 区 域 的 分 界线 
图 15-48 县 认为 它 是 由 无 限 远 点 构成 的 集合 。 我 们 


说 直线 就 是 通过 厂 内 部 的 直线 a， 它 与 绝对 形 厂 相交 于 两 点 P, Q (图 15 一 
4) . 当 在 a 外 但 在 P 内 有 一 点 4 时， 把 二 直线 AP , 40 定义 为 平行 于 a，。 
的 直线 。 这 正好 与 罗 巴 切 夫 斯 基 几 和 何 学 的 平行 定义 相同 把 与 a 相交 于 
三 内 部 的 直线 叫做 与 a 相交 的 直线 ， 如 此 建立 起 来 的 几何 学 与 作为 射影 几 
何 学 的 个 一 分 支 的 罗 巴 切 夫 斯 基 及 波 约 的 非 欧 几何 学 是 实质 上 相同 的 几何 
学 (这 是 克 莱 因 指出 的 .,) 从 而 ， 还 证 明了 下 面 一 件 重 要 的 事情 . 

”为 此 得 把 话题 转 回 到 最 初 的 关于 第 五 公设 的 问题 上 来 非 欧 几何 学 的 
创立 ， 是 在 它 的 第 五 公设 (内 部 以 及 它 与 其 他 四 个 公设 之 间 都 ) 无 矛盾 的 条 
件 下 完成 的 。 而 实际 上 非 欧 几 何 学 本 身 绝 无 不 合理 性 ， 这 是 在 罗 巴 切 夫 斯 
” 基 所 在 的 时 代 所 没有 解决 的 。 这 ~-- 论 点 的 证 明 ， 要 利用 上 面 提 到 过 的 克 菜 
因 提 出 的 方法 才能 完成 。 用 此 方法 还 能 证 明 非 欧 几 何 学 是 射影 几何 学 的 一 
部 分 ， 而 且 能 证 明 ， 射 影 几 何 学 (在 数 域内 无 矛盾 性 等 假设 之 下 ) 是 无 蔬 盾 
的 。 


33. 拓 dh 


从 射影 几何 的 定义 已 经 知道 ， 射 影 几何 是 研究 在 射影 变换 下 图 形 性 等 
不 变 的 一 门 数 学 分 支 .类 似 的 思想 也 可 用 来 定义 拓扑 学 (俗称 桂皮 几何 学 )。 
这 里 要 用 数学 的 语言 来 作 说 明 会 稍微 困难 一 些 . 现在 有 丙 个 图 形 F 和 Fs， 
它们 是 点 的 集合 ,把 F 上 全 部 点 变 成 F? 上 的 点 ,使 F 上 邻近 的 点 变 到 Fs 上 
也 是 邻近 的 点 ,反之 ， 由 Fs 到 F 上 的 变换 也 可 以 和 F 到 形 的 变换 一 样 。 我 
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们 把 这 样 的 过 程 叫 做 拓扑 变换 。 当 两 个 图 


形 , 它 们 之 间 存 在 拓扑 变换 时 ,叫做 是 同 有 ca) i 
的 .研究 图 形 在 拓扑 变换 下 不 变 的 性 质 的 (小 
几何 学 叫做 拓扑 学 .也 可 从 这 样 说 ,拓扑 学 


是 研究 所 有 同 胚 图 形 共通 性 质 的 几何 学 (b) 了 
葡 几 里 德 几何 学 把 全 等 图 形 看 作 相 同 | -~( ) 

WAE. 射影 几何 学 把 射影 图 形 看 作 相 同 Q 

的 图 形 。 类 似 地 ， 扑 拓 学 是 把 同 且 图 形 看 (c) 2 

作 相 同 的 图 形 。 在 图 15-49 上 是 些 平面 图 ah 

形 . 在 (c) 中 ， 对 圆周 和 它 内 部 的 点 ， 施 以 

某 种 拓扑 变换 ， 使 A 的 对 应 点 ( 象 点 ) 为 ， 图 15 一 49 

A:， 使 回 周 对 应 着 图 中 的 封闭 曲线 ， 所 说 的 点 变换 后 仍然 是 圆 的 内 部 的 

点 ， 这 也 是 一 个 拓扑 性 质 . (5b) 说 明 线 段 不 能 与 圆 同 胚 ， 因 为 线段 PQ 的 两 


端点 经 拓扑 变换 后 不 能 成 为 同一 象 点 。 同 理 ， 在 (c) 中 ， 圆 盘 与 加 环 不 是 
WER. 


$4. 图 论 

所 谓 图 (graph)， 其 定义 如 下 ， 

【定义 】 一 个 图 G 是 由 p 个 点 (也 叫 顶 点 ) 的 有 限 非 空 集合 了 与 V NIB 
点 构成 的 g 个 无 序 对 的 一 个 集合 X 所 构成 的 二 元 组 (V,X). 

在 图 G=(Y,X) 中 ， 若 zwvEV， 无 序 对 x= (wv)EX， 则 x=(wv) 
MAAG 的 一 条 线 或 边 ， 而 x 叫 做 & 与 v 的 连接 线 ， 记 作 x=uy. fE u 5 
vR E, u Eu adj v, 并 称 妈 vv 是 x 的 端点 .把 点 &% 与 线 x 叫做 是 关联 
05, v 与 x 也 是 关联 的 .如 果 两 个 相 异 的 线 x 5 y 具有 一 个 公共 端 点 ， 则 
则 它们 为 邻 线 ， 


其 有 pp 个 点 和 8g 条 线 的 图 ， 叫 做 (p, 8) 图 , 记 为 G(p g). 把 (1,0) 图 加 
做 平凡 图 ， 


X ”前面 曾 俗称 拓扑 学 为 橡皮 几何 学 ， 把 平面 几何 图 形 看 作 是 附 在 神 皮 膜 . 上 ， 
让 千 皮 膜 作 拉 伸 或 压缩 等 连续 的 变形 ， 使 之 是 不 破 昼 也 不 折 番 ， 在 这 样 的 变换 下 , 
图 形 的 某 些 属 性 (如 图 形 上 曲线 的 封闭 人 性， 两 曲线 的 相交 性 ， 某 点 在 图 形 的 内 部 或 
边界 上 ) 保持 不 变 ， 拓 扑 学 就 是 研究 图 形 在 这 种 “秦皮 变换 ( 即 拓扑 变换 ) 下 的 不 变 
性 的 几何 学 一 评注 | ` 
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图 一 般 是 可 以 画 成 一 个 图 形 的 *:， 而 且 把 这 个 图 形 叫 做 图 ,因此 对 上 述 
定义 可 以 作 直 观 说 明 , 比 如 在 图 15-50 的 图 G(5,7) 中 ,点 与 v 是 邻 点 ， 
而 ww 与 w 却 不 是 , 线 x 与 y 是 邻 线 , 而 x 与 2 却 不 是 .图 中 两 条 线 x 与 z 是 
交叉 的 ,交叉 点 不 是 图 的 点 等 等 ， 

关于 图 的 几何 学 叫 图 论 ， 

上 面 已 给 出 图 的 定义 及 与 图 有 关 的 常用 术语 ， 在 涉及 到 顶点 和 边 的 这 
种 关联 关系 的 数学 问题 中 ， 若 能 采取 适当 方法 把 该 问题 用 图 作为 数学 模型 
表示 出 来 ， 则 可 根据 图 论 知识 来 处 理 该 问题 使 之 得 以 解决 
下 面 ， 简 要 介绍 一 下 促进 图 论 产生 的 各 有 关 问 题 和 研究 图 论 的 一 般 
方法 . 

殉 拉 曾 建立 了 凸 多 面体 的 顶点 ， 校 和 面 的 数目 之 间 的 等 式 关系 ， 如 下 
列 定理 所 述 . 

(EM). 设 凸 多 面体 的 顶点 数 为 n， 楼 数 为 e， 面 数 为 f， 则 下 列 等 式 成 
X, . | 


n+/=e+2. 

人 们 称 这 个 著名 的 公式 为 欧 拉 公 式 ， 这 一 公式 表明 ， 凸 多 面体 ， 无 论 
经 受 多 少 次 的 连续 变形 ( 即 前 面 所 说 的 橡皮 变形 )， 都 具有 的 一 个 拓扑 性 
质 .须知 ， 它 与 凸 多 面体 、 多 边 形 、 圆 和 球 的 度量 性 质 是 完全 不 同 的 。 

本 定理 的 证 明 见 后 面 [ 定 理 】2. 

现在 我 们 把 凸 多 面体 看 成 是 一 种 自由 伸缩 的 不 破裂 不 重生 的 如 橡皮 薄 
膜 一 样张 成 的 东西 ,这 时 把 它 的 任意 一 面 F 向 这 个 多 面体 的 外 侧 任 意 伸 
J. 3838181 F 的 边界 所 成 的 多 边 形 以 外 的 (无 穷 ) 区 域 记 作 Fw， 则 以 Fw 
作为 一 个 面 的 凸 多 血 体 仍然 可 以 作为 上 述 的 图 来 考虑 (图 15-51), 无 论 其 


K 如 果 把 图 的 项 点 用 平面 上 的 几何 点 熔 示 , 把 图 的 线 用 直线 段 或 曲线 段 表示 ， 
那么 这 个 图 就 直观 表现 为 平面 上 的 一 个 ( 几何) 图 形 , 它 有 助 于 表示 图 的 顶点 和 边 
之 同 的 相互 关系 的 实质 ， 由 于 顶点 位 置 及 线 的 长 短 曲 直 的 任意 性 ， ly 
表 上 很 不 相同 的 (几何 ) 图 形 表示 一 -译注 


t 


34. 图 È X10069) 
形状 怎样 欧 拉 公式 都 是 成 立 的 。 
f 应 该 指出 ， 前 面 所 定义 的 图 与 这 里 多 面体 的 图 形 是 有 所 不 同 的 。 对 于 

一 般 的 图 ， 其 几何 图 形 内 的 边 也 可 以 换 一 种 办 法 在 图 形 外 画 出 来 ， 亦 即 是 
该 图 形 内 的 交叉 点 ， 也 可 以 不 在 图 形 内 出 现 

为 此 ， 举 一 个 简单 例子 ， 如 图 15-524( 该 图 由 做 完全 五 边 形 ) , 它 的 交 
叉 点 ， 都 在 图 形 内 部 .车 要 回避 此 情形 ， 可 以 换 用 图 (B) .比如 ， 直线 bd 用 
MRE, HT be, ce 也 同样 处 理 ,这 样 
一 来 ， 就 可 以 使 图 形 内 没有 交叉 点 出 现 . 

:对 于 某 些 多 面体 ， 用 上 述 办 法 作出 的 
图 ， 其 至 可 以 作 到 使 其 任意 两 条 线 部 不 互 
相交 叉 ， 

任意 两 条 线 都 不 交叉 的 图 叫做 是 平面 
移 否 则 叫做 是 非 平面 的 。 当 图 是 平 徊 的 ， 
则 叫做 平面 图 ， 

图 15-53 所 示 的 五 种 图 是 用 前 面 的 方 
法 从 五 种 正 多 面体 得 到 的 图 ， 
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拓 阿 面体 AMH 证 八 而 体 下 十 二 面体 让 二 十 面体 


其 次 ， 考 虑 一 般 的 图 . 

一 个 图 G 的 子 图 H EREK, 它 的 顶点 是 G 的 顶点 集 的 子 集 的 点 ， 
它 的 线 是 G 的 线 集合 的 子 集 的 线 .图 互 是 图 G 的 子 图 可 表示 为 HSG. 

连接 一 个 图 的 两 顶点 vb yx( 其 连 线 仍 属于 该 图 ), 可 得 到 它 的 一 个 子 图 
ps=p(Vy Va) ,如 图 15-54, HE ty Vis Va 的 线 可 重复 通过 某 些 顶 时 ， pe, 
叫做 连接 vu vs 的 道 ; 当 连接 vo va 的 线 通 过 的 顶点 全 是 相 异 点 时 ， ps 叫做 
弧 。 当 这 缀 闭合 时 ， 即 当 v= vy, HT, p, 叫做 环 或 闭路 。 

若 对 于 图 的 任意 两 顶点 ， 都 存在 着 连接 这 两 点 的 统 ， 则 这 个 图 则 做 连 
通 的 ， 
图 的 连通 性 是 图 论 最 重要 的 概念 之 一 . 

” 图 一 般 可 表 成 几 个 连通 于 图 的 和 ,。 (在 图 15-55 th, G 是 Gu Gr Gs 的 
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和 ， l, G, 都 是 连通 的 )， 
图 的 极 天 连通 子 图 ( 即 这 个 子 图 的 任何 真子 图 不 再 是 连通 的 ) 岂 做 因 通 
分 支 或 简单 地 叫做 分 支 . I 
对 于 平面 图 的 某 个 闭路 ， 如 果 不 再 存在 分 割 这 个 闭路 的 弧 ( 即 内 部 分 
割 线 )， 就 把 此 闭路 的 内 部 (连同 边界 ) 叫 做 面 。 
x 于 是 ， 对 于 欧 拉 的 凸 多 面体 公式 ， 根 据 上 面 的 考虑 , 还 可 推广 如 下 ， 
【定理 }2。 设 一 个 平面 图 的 面 、 线 ,顶点 和 连通 分 支 的 个 数 分 别 为 fen.e， 


则 如 下 等 式 成 立 

一 < 十 fm 一 C 一 1 (X) 
证 明 =" 图 "有 ”个 顶点 ， 则 可 用 逐次 加 线 的 方法 作 *“ 图 "， 同 时 ， 对 线 的 
个 数 e 用 数学 归纳 法 来 证 明 . 


X e=0, j=l, c=n. 
FBA (e ) 式 成 立 . 如 图 15-56(a)， 设 添加 到 条 线 时 (* ) 也 成 立 . 则 再 添 
加 一 条 线 后 就 有 下 面 的 两 种 情形 需要 讨论 ， 


i 


cç=0 
A= Aw, VME ñ (a (1: 
P= P(V,V.) < S 
G° iz 
5 | S (b) E \ 
] G3 


$ B Gs 


ca 一 c(vy，ys) 闭 路 
图 15-54 | 图 15-55 图 15-56 
如 图 15-56(b)， 当 添加 的 线 E 是 两 个 不 相连 结 的 连通 分 支 的 连接 部 
分 时 ,e 增 加 1,c 减少 1，f 不 变 ， 所 以 这 时 (* ) 成 立 ， | 
又 如 图 15-56(c)， 当 加 上 去 的 边 E ZE 1— 30 TS BF, EK 
多 分 出 一 个 面 来 .所 以 e,s 都 要 增加 1， 而 c 不 变 ， 于 是 (。 ) 式 仍 成 立 . 
所 以 ， 根 据 数学 归纳 法 ， 对 加 上 的 边 的 各 种 情形 及 任意 的 边 数 e (9 ) 


| $4. 图 论 (1071) 
式 都 成 立 . E 

作为 【定理 】2 的 特例 , 当 图 是 连通 图 时 (c=1 时), 由 (。) 式 ,有 1m% 十 fj 一 
e++2， 即 得 到 了 【定理 ]1。 ` 

下 面 ， 我 们 来 考察 早 在 1736 年 已 为 欧 拉 解决 的 著名 而 古老 的 图 论 问 
En, FENER (Königsberg bridge problem) 

图 15-57 是 哥 尼 斯 堡 ( 现 为 加 里 宁 格 勤 ) 的 一 部 分 ，4.D 是 布 勤 格 尔 
河上 两 个 岛 ，A、B.C.D 间 有 七 座 桥 连接 ， 

该 问题 是 : “H A.B.C.D 任何 一 地 出 发 是 否 能 通过 且 仅 仅 通 过 每 一 座 
桥 一 次 后 ， 再 回 到 原 地 呢 ?” 

可 以 利用 图 15-57， 对 该 问题 进行 实验 , 但 管 案 是 否定 的 .要 是 按照 问 
题 的 要 求 去 走 ， 是 不 可 能 走 成 功 的， 看 起 来 这 个 问题 是 一 个 数 信 游戏 ， 然 
而 实际 上 ， 它 产生 于 物理 学 . 

欧 拉 在 研究 这 个 问题 的 时 候 ， 把 图 15-57 的 问题 抽象 为 图 15-58 的 形 
式 .事实 上 ， 这 个 问题 中 的 A, B.C D 四 个 地 区 要 画 多 大 , 是 无 关 紧 要 的 ， 
重要 的 是 联接 这 四 个 地 区 的 各 桥 的 位 置 ， 而 河流 等 都 不 必 考 虑 了 。 若 四 个 
地 区 用 四 个 点 表示 ， 它 们 之 闻 的 桥 用 七 条 连 线 表示 ， 则 七 桥 问题 就 大 大 简 
化 为 研究 图 15-58 的 问题 了 、 

这 里 ， 要 注意 几 件 事 . 根据 本 节 开 头 所 述 图 的 有 关 定 义 ， 线 是 用 两 顶 
An, v 的 无 序 对 (wy) 来 表示 的 ， 即 把 (w v) NC w) 看 作 是 相同 的 .但 在 
15-58 的 图 中 ， 在 点 A.C 与 在 点 .4、B 之 间 分 别 有 两 条 线 ， 这 一 -情形 在 
图 的 定义 中 是 没有 的 。 所 以 ， 应 该 说 具有 图 15-58 形式 的 图 是 还 未 定义 
的 。 我 们 把 在 两 点 间 有 两 条 或 两 条 以 上 的 线 ( 多 重 线 ) 的 图 叫做 多 重 图 ， 因 
此 ， 图 15-58 是 一 个 多 重 图 。 又 ， 把 由 一 点 a 出 发 不 经 过 其 他 点 又 回 到 点 
& 的 线 叫做 在 点 a 的 一 个 自 环 (或 轮 )， 把 有 自 环 的 图 叫做 伪 图 , 例如 图 15~ 
59 即 是 一 个 伪 图 


PPF (>. 
<< ` 


图 15—57 图 15-58 图 15-59 


但 在 这 里 ， 为 简便 计 ， 把 多 重 图 就 叫 作 图 ， 这 是 不 至 于 产生 混 清 
的 ， T. 


(3 


《1092) 第 十 -: 次 诉 世 数学 
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如 上 所 述 ， 欧 拉 兽 把 哥 尼 斯 从 七 祈 问 题 抽 象 为 图 论 问题 ， 这 里 的 图 也 
可 以 是 多 重 图 ， 或 足 盆 图 。 我们 把 出 图 上 任意 点 踢 发 ， 经 过 一 条 线 一 次 县 
只 经 过 一 次 又 加 到 原 出 发 点 的 闭 道 叫做 欧 拉 道 ， 把 具有 欧 拉 道 的 图 叫做 欧 
拉 图 ， 这 个 图 就 是 所 谓 一 笔画 出 的 图 。 欧 拉 建 立 了 欧 拉 道 存在 的 充分 必要 

条 件 ， 这 就 是 下 述 的 . 

【定理 13。 图 G' 是 欧 拉 图 ， 当 且 仅 当 

1. G 是 连通 的 ， 

2。G 的 所 有 点 的 阶 数 都 是 偶数 ， 

(图 的 点 Y 的 阶 数 是 指 以 V 为 端点 的 所 有 邻接 线 的 数目 ， 把 它 记 为 oV). 
ER .《〈 必 要 性 ) .条件 1 的 必要 性 是 显然 的 . 现 证 条 件 2 的 必要 性 .在 欧 拉 
图 上 任 取 一 点 天. 则 一 个 道 沿 基 条 线 进 入 这 个 点 后 必定 还 要 (经 另 一 条 线 ) 
离开 这 妆 点 .因此 此 点 的 邻接 线 必 是 偶数 条 . 即 该 点 的 阶 数 是 偶数 ， 故 条 件 
2 是 欧 拉 图 的 必要 条 件 . 

《充分 性 ) ,反之 ， 当 图 G 满足 条 件 1.2 时 ， 可 以 证 明 ，G 有 了 殉 拉 道 . 邵 
是 说 ，G 是 从 任意 项 点 6 开始 可 以 一 笔画 
出 的 图 ， | 
sss 今 由 顶点 a 出 发 ， 限 制 在 G 上 始终 沿 

`. 新 的 线 前 进 。 由 于 通 向 各 顶点 的 线 数 是 
a 偶数 ， 用 上 述 方法 作出 的 道 P, 它 不 可 能 终 
图 15-60 止 于 a 之 外 的 点 ， 而 必须 最 终 回 到 a 来 。 

又 若 由 a 出 发 而 最 终 回 到 a 的 道 已 不 经 过 G 的 全 部 线 ， 则 在 G 中 去 
掉 道 PP 的 线 ， 并 把 剩 下 的 图 记 为 P。 由 子 图 已 的 作 图 方法 可 见 ， 它 的 顶点 
是 偶数 阶 的 ， 而 根据 假定 ，G 的 项 点 也 是 偶数 阶 的 ， 故 P=G 一 了 的 顶点 
也 是 偶数 阶 的 ， 并 且 因 G 是 连通 的 (条 件 1 )，P 与 了 至少 有 一 个 公共 项 
点 b. 设 五 的 线 由 出 发 ,这 时 ,可 由 b 在 五 中 作出 新 的 道 P2. 因 和 都 
要 经 过 8( 即 由 2 出 去 ， 又 回 到 b)， 故 PP 和 Pt 可 以 组 合成 一 个 由 a 出 发 
XEF) a 的 闭路 Pl,， 它 全 属于 G， 但 它 的 线 比 P 的 线 多 , HA Pi= P(a, 
b) 十 PpP 十 P(b,a)， 若 P, T G 的 全 部 线 ， 则 充分 性 已 得 证 .车 P, 3 
包含 G 的 全 部 线 " 则 设 P =G 一 已 在 已 中 再 重复 用 上 面 的 方法 "经 有 限 次 
后 ， 即 可 作出 包含 G 的 全 部 线 的 道 来 .( 这 是 因为 图 G 只 能 有 有 限 个 点 和 
线 )， 这 时 所 得 到 的 道 是 欧 拉 道 (图 15-60). 口 

根据 [定理 j3， 直 接 可 得 ， 哥 尼斯 堡 七 桥 问 题 的 解 是 否定 的 (因为 A, 
BCD 的 阶 数 全 是 奇数 !) 并 且 ， 以 此 定理 为 依据 ，' 可 以 讨论 问题 ， 如 何 


0 0 0 
找到 最 少数 目的 道 ， 这 些 道 之 间 无 公共 的 线 ， 但 所 有 这 些 道 合 在 一 起 ， 就 
正好 经 过 图 的 各 条 线 各 一 次 ， 为 此 ， 先 叙述 下 面 的 定理 4、 定 理 5. 
【定理 }4， 一 个 图 G 的 各 点 的 总 阶 数 等 于 G 的 总 线 数 q 的 两 倍 ， 即 是 
， 说 ， 设 G(p,q) 的 了 个 点 为 yo eov vi IRNS olv), MM 
[= 


和 pv) =2q. 


证 明 ” 因 为 G 的 各 条 线 都 有 两 个 端点 ， 且 都 属 于 G， 故 不 难 推算 出 上 R. 


【定理 ]5。 对 任意 的 图 ， 具 有 奇数 阶 的 所 有 点 的 个 数 是 偶数 (包括 数 零 )， 
证 明 车 把 奇数 阶 点 vi 的 阶 数 表示 为 pm(Cyvi), 偶数 阶 点 vi 的 阶 数 表 示 为 
p” (vi), AEAN 


> (vi) = BoP) + OP) 
MUE oO OA 奇数 则 J pc(vi) 也 是 奇数 ， 而 和， DID(vi) 
总 是 偶数 。 于 是 ， 其 DO .奇数 ， 这 与 【定理 ]4 的 公式 


1=1 


p(w) =2a 


i=1 
相 了 矛盾 .所 以 p‘? 了 CV)) 的 个 数 必 为 偶数 ， 口 
【定理 }6. 芳 G 不 是 欧 拉 图 ， 从 而 (由 [定理 ]3) 可 设 G 有 天 个 奇数 阶 的 点 。 
这 时 , 走 遍 G 的 全 部 线 的 道 的 最 小 个 数 为 -> K. 
A ELE], GARN 点 的 个 数 K 是 偶数 。 因 为 对 于 走 遍 G 的 
全 部 线 的 道 来 说 ,每 一 个 不 闭 的 道 Pi; 的 两 个 端点 必 是 奇数 阶 的 点 , 故道 P; 的 


个 数 至 少 是 二 K 个 。 
另 一 方面 ， MATK AED G 的 全 部 绕 各 一 次 为 此 ， 只 要 作出 这 


SK KARRI. ”首先 ， 在 G 的 3K 对 奇数 阶 的 点 对 之 间 分 别 连 二 K 条 线 
， 把 它们 加 到 G 中 之 后 ， 得 到 G 的 一 个 扩展 ， 记 为 G4. 这 时 G: 是 一 个 

KAR, MEERE Pe TIN PUNAN ESRAR Zy ff 

REN G 的 地 K 个 子 图 (这 便 作出 了 证 遍 G 的 全 部 线 的 一 K 个 道 )， — D 
RENEK 
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上 面 已 谈 到 ， 所 谓 欧 拉 道 ， 是 从 图 的 任意 一 点 出 发 ， 经 过 图 的 舞 一 条 
线 一 次 下 仅 一 次 又 回 到 恋 点 的 闭 道 ， 至 于 图 中 的 点 ， 有 多 个 道 数 次 通过 它 
部 是 可 以 的 ， Ë 

与 此 相 呼 应 ， 可 以 考虑 由 图 上 任 一 点 出 发 通过 图 的 每 一 个 点 一 次 且 仅 
一 次 的 路 径 . 比 如 ,在 图 15-61 中 就 有 这 样 的 路 径 . 它 经 过 图 的 每 个 点 一 次 且 
仅 一 次 ,经 过 各 线 最 多 一 次 (而 不 要 求 经 过 图 的 每 一 条 线 )， 且 构成 一 个 回 
路 。 当 一 个 加 G 具有 这 样 的 回路 时 ， 叫 做 输 密 顿 图 .这 个 回路 叫做 哈密 
aE. 

在 已 经 有 了 图 论 的 系统 论 理 的 今天 看 来 ， 从 欧 拉 道 到 哈密 顿 回路 似乎 
是 一 种 简单 的 类 推 .然而 要 知道 ， 在 200 年 前 ， 当 欧 拉 解 决 哥 尼 斯 堡 七 桥 
问题 时 ， 图 论 还 未 建立 呢 . 甚 至 连 欧 拉 这 篇 论文 本 身 也 章 到 了 长 期 的 埋没 ， 
至 于 哈密 顿 回 路 ， 虽 然 是 著名 数学 家 哈密 顿 得 出 的 ， 但 它 的 发 表 也 颇 有 一 
番 奇 妙 的 周折 . 

在 1859 年 ， 都 柏林 大 学 教授 哈密 顿 设 计 了 一 个 模型 ， 示 意 世 界 上 主 
要 茶叶 市 场 销售 情况 ,该 模型 是 个 木 制 正 十 二 面体 (图 15-62) ,在 它 的 二 十 
个 顶点 处 分 别 标 志 着 世界 上 主要 城市 的 名 称 .( 伦 敦 、 纽 约 、 莫 斯 科 、 巴 
黎 、 北 京 、 柏 林 、 布 达 佩 斯 、 布 拉 格 、 罗 马 、 东 京 、 圣 弗 兰 西 斯 科 、 黑 尔 
森 、 阿 姆 斯 特 丹 、 爱 丁 堡 、 都 柏林 、 里 约 热 内 卢 、 新 德里 、 华 沙 、 邓 路 撤 
冷 、 洛 彼 不 斯 库 、) 他 提出 如 下 的 问题 ;“ 由 任何 一 个 城市 出 发 去 访问 每 个 
城市 一 次 且 仅 一 次 ， 然 后 回 到 该 市 . 试 作 出 绕 行 这 二 十 个 城市 一 局 的 路 径 
来 4"， 现 在 ， 由 于 问题 已 解决 ， 倒 觉得 它 是 很 容易 的 事 了 。 事 实 上 ， 该 问 
题 可 以 这 样 简单 地 解决 ， 只 要 在 所 说 多 面体 的 各 顶点 处 各 钉 上 一 颖 图 钉 ， 
再 往 下 进行 时 ， 用 一 根 线 ， 每 经 过 一 个 城市 ， 就 在 图 条 上 绕 一 下 ， 如 此 作 
下 去 ， 就 可 以 找 出 答案 来 了 ， 

然而 ， 对 正 十 二 面体 的 这 个 通道 的 考察 是 件 麻 烦 事 ， 不 过 ， 如 果 读 者 
已 经 领会 到 了 上 述 思想 , 再 根据 图 15-63 中 画 出 的 正 十 二 面体 的 图 来 研究 ， 
就 不 会 是 困难 的 .实际 上 ， 哈 密 顿 也 是 根据 图 的 知识 解 开 这 个 迷 的 ， 他 的 


$4. 图 论 (1075) 


一 个 解答 已 在 图 15-63 上 表示 出 来 ( 按 1, 2, 3, …，20 的 顺序 前 进 )。 

看 起 来 ， 欧 拉 道 和 哈密 顿 回路 是 差不多 的 。 然 而 ,如果 比较 一 下 它们 
在 解 祭 上 的 难 易 ， 就 知道 ， 它 们 有 相当 大 的 差别 ， 在 欧 拉 道 是 否 存在 酌 问 
题 上 ,考察 所 有 点 的 阶 数 是否 都 为 偶数 是 十 分 重要 的 .对 于 哈密 顿 回路 ， 
却 还 没有 一 般 的 判定 方法 .如 果 说 图 论 的 问题 只 是 一 个 解法 名 题 ， 那 么 哈 
密 顿 回路 的 存在 与 否 都 涉及 到 更 多 的 知识 ， 一 个 好 的 判别 方法 至 今 还 没有 
得 到 ， 故 它 是 在 我 们 本 节 存 在 的 一 个 悬案 ， 


5. 四 色 问 题 


图 论 的 发 展 ， 在 应 用 上 已 引起 强烈 的 反响 ， 有 名 的 四 色 问 题 可 以 说 明 
这 一 点 .这 是 本 节 (最 后 一 节 ) 将 要 谈 到 的 问题 . 

关于 四 色 问 题 的 命题 是 ,“ 对 于 地 球 仪 上 或 纸 面 上 的 地 图 ， 为 了 以 着 色 
的 方式 把 各 国 或 各 地 区 分 别 开 来 ， 必 须 而 且 只 须 用 四 种 颜色 .” 这 问题 是 明 
白 的 ， 即 使 给 一 个 不 懂 数 学 的 人 叙述 这 个 问题 ， 无 疑 地 ， 他 还 是 会 了 解 该 
问题 的 意思 的 。 其 所 以 看 起 来 简单 明白 ， 只 是 因为 在 这 里 没有 用 数学 的 表 
达 方 式 作 详细 的 陈述 罢了 ， 我 们 约定 ， 在 地 图 中 ， 除 了 国家 以 外 ， 把 海 、 
大 湖 等 都 要 当 作 国 家 看 待 ;并 且 , 在 -- 个 国家 有 几 个 完全 与 分 离 的 部 分 时 ， 
也 要 把 其 各 部 分 当 作 -- 个 国家 来 处 理 ， 

我 们 说 各 国 是 “可 以 区 分 的 "， 是 指 相 邻 国家 必须 具有 不 同 的 颜色 ， 而 
个 相 邻 国家 的 颜色 无 论 相 同 或 相 异 都 行 ， 所 请 相 邻 的 国家 是 指 它 们 的 国境 
以 一 条 边境 线 而 互相 连接 ， 国 与 国之 间 只 有 点 作 边 境 的 情形 视 为 不 相 邻 。 

地 球 仪 ( 即 球面 ) 上 的 地 图 与 纸 面 ( 即 平面 ) 上 的 地 图 在 本 质 上 是 相同 
的 ,这 只 要 回顾 一 下 在 上 一 节 用 展开 在 平面 上 的 方法 作 多 面体 的 图 的 情形 。 
就 容易 理解 了 . 

图 15-64 是 用 四 种 颜色 a, B,y,6 对 
一 个 地 图 的 各 国 着 色 的 一 个 例子 . (注意 ， 
此 地 图 的 外 部 Fo。 也 作为 一 个 国家 来 考 
F). | 

若 利用 欧 拉 解决 七 桥 问题 的 思想 来 考 
虑 四 色 问 题 ， 则 我 们 看 到 ， 各 国 的 大 小 和 
形状 对 问题 的 解决 是 无 关 紧 要 的 ;重要 的 图 15-64 
只 是 两 国 相 邻 还 是 不 相 邻 、 因 此 ， 我 们 把 各 国 用 点 来 表示 ,把 相 邻 的 两 轿 
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用 两 点 的 连 线 来 表示 .这 样 ， 我 们 已 定义 了 一 个 图 . 

一 般 说 来 ， 对 于 一 个 平面 图 总 可 用 上 述 办 法 作出 一 个 新 的 图 ， 这 只 要 
把 这 平面 图 的 各 面 换 成 点 ， 然 后 用 新 的 线 连接 这 些 点 即 可 ,这 时 可 见 ， 原 
来 平面 图 的 点 成 了 新 图 的 面 ， 原 来 的 线 成 了 新 的 线 .这 样 的 两 个 图 ( 原 图 与 
新 图 ) 叫 做 互 为 对 偶 的 苏 . 

图 15-65 中 用 实 线 画 出 的 图 是 15-50 中 用 虚线 画 出 的 图 的 对 偶 图 。 

今 用 以 上 方法 处 理 四 色 问 题 。 把 以 面 表 示 国 的 图 换 成 以 点 表示 国 的 图 
进行 研究 ， 鉴 于 在 前 --- 情 形 是 对 面 着 色 ， 而 在 后 一 情形 是 对 点 着 色 ， 故 为 
了 区 别 起 见 ,这 二 者 分 别 叫 做 面 普 色 和 点 车 色 . 

现在 开始 考虑 四 色 问题 命题 的 证 明 ， 首 先 证 明 其 必要 性 ， 即 要 用 不 用 
颜色 区 分 地 图 ， 必 须 四 种 颜色 ， 

假设 有 两 国 邻 接 ， 则 它们 的 着 色 应 该 不 同 ， 而 且 ， 与 一 国 邻 接 的 国 越 
多 , 则 所 用 的 颜色 也 越 多 ,这 是 显然 的 ,例如 ,有 ?个 国家 ， 其 中 任何 两 个 国 
家 都 互相 邻接 ， 即 是 说 ， 这 ?个 国家 中 任何 一 国 必 都 与 其 余 n-1 国 邻 接 ， 
因 对 * 几 个 国都 有 这 样 的 情形 ， 故 ”种 颜色 是 必要 的 ， 用 此 想法 来 考察 我 
们 的 地 图 (平面 图 )， 和 赁 经 验 容易 知道 ， 四 色 是 必要 的 了 .比如 , 在 图 15-66 
Uo, wRHlo, wz 中 ， 就 是 四 国 中 每 两 国都 邻接 ， 显 然 ， 对 这 里 的 
每 一 种 情形 ， 四 色 是 必要 的 ， | 
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图 15-65 图 15-68 


因此 ， 四 色 问 题 命题 的 必要 性 ， 就 这 样 简 单 地 证 明了 . 

《图 15-66 的 (1) 和 (2) 在 本 质 上 是 完全 一 样 的 图 ， 图 (1) 和 (2) 也 如 
此 .例如 ，(1) 的 点 gc 在 Apy6 之 外 ， 然 而 点 & 与 P, y 6 一 样 ,不 必 有 限定 在 
平面 上 的 什么 位 置 ， 于 是 当 c Aby 内 时 , 这 就 构成 了 (2) 也 就 是 说 ， 
可 以 认为 (1)“ 与 (2)2 是 相同 的 图 .这 时 ，(1) 与 (2) 叫 做 是 同 物 的 。 
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“一 般 地 ， 两 个 图 C 和 万 , 当 其 有 同样 多 的 点 , 而 且 它 们 的 点 集 之 间 存 在 
着 保持 邻接 性 的 一 一 对 应 关系 时 ， 叫 做 是 同 构 的 . 记 为 Gc2H RA G= H), 

四 色 问 题 困难 之 处 主要 表现 在 它 的 充分 性 的 证 明 上 . 

“于 面 先 就 这 个 问题 的 历史 及 由 来 作 一 介绍 (关于 历史 部 分 的 材料 摘自 
Ore 著 的 “四 色 问 题 ")、 

关于 四 色 问 题 的 出 处 有 各 种 各 样 的 说 法 ， 有 的 以 误 传 误 ， 众 说 纷 云 ， 
大 可 怀疑 。 比 如， 关于 这 个 出 处 ， 欧 拉 有 一 种 说 法 ， 德 国 数学 家 天 比 乌 斯 

又 有 一 种 说 法 。 此 外 ， 还 有 人 说 ， 四 色 问 题 是 中 世纪 末 或 文艺 复兴 时 期 地 
图 制作 者 们 发 现 的 ， 如 此 等 等 。 然 而 ， 以 上 各 说 ， 其 事实 根据 都 是 欠 充 分 
H. 

实际 上 ,， 名 壕 四 色 问 题 最 初出 处 的 是 伦 教 大 学 教授 . 德 摩根 (1806 一 
1871) 和 他 的 友人 都 柏林 大 学 教授 哈密 顿 的 通信 书简 。 其 上 注 明 的 日 期 是 
18524 10 月 23 H. 摩根 在 该 书简 中 有 这 样 一 段 话 ， “我 的 一 个 研究 生 最 近 
想 证 明 一 个 问题 ， 这 个 问题 是 我 不 知道 的 , 当然 更 说 不 上 解决 它 了 ,他 说 ， 
有 一 个 任意 分 割 的 平面 图 形 ， 需 在 其 名 分 块 区 域 上 着 色 ， 使 之 具有 公共 边 
界线 的 区 域 着 上 不 同 的 颜色 。 他 认为 四 种 颜色 是 必要 的 ， 而 多 于 四 种 的 额 
色 就 不 必要 了 。 试 请 尊 兄 考虑 一 下 ， 对 于 五 种 或 五 种 以 上 的 颜色 ， 其 必要 


和 凭 籍 以 上 证 据 ， 我 们 所 说 的 四 色 间 题 的 出 处 显然 是 确定 无 疑 的 了 ， 

四 色 问 题 自 提出 以 来 到 现在 已 经 有 一 个 多 世纪 生 . 

此 后 ， 在 1878 年 ， 凯 菜 (1821 一 1895) 在 伦敦 数学 协会 的 大 会 上 讲述 
过 这 个 问题 ， 他 的 讲义 没有 出 版 .第 二 年 , 他 又 在 皇家 地 理学 会 会 报 第 一 卷 
上 论述 了 这 个 问题 , 稍 后 一 点 ， 一 个 则 克 蒙 普 ( 开 emage) 的 公开 发 表 了 他 的 
“证 明 ”， 之 后 , 一 个 叫 赫 乌 德 (Heawood) 的 人 指出 这 个 证 明 是 不 完全 的 ， 
癌 时 他 又 提出 了 一 个 结论 ,五 色 是 充分 的 ” 并 且 证 明了 这 个 所 谓 五 色 定 理 
(1890 年 ， 其 证 明 在 本 章 末 叙述 ). 

关于 四 色 问 题 ， 前 面 说 过 ， 最 初 是 德 ' 摩 根 听 到 研究 生 说 的 ,而 实际 上 
他 又 是 根据 物理 学 家 弗 勤 德里 小， 格 斯 利 在 1852 年 的 一 篇 文章 而 明确 提 
出 的 .至 于 格 斯 利 ， 又 是 其 兄 弗 朗 夕 北 . 格 斯 利 教 给 他 的 | 

弗 朗 夕 兹 . 格 斯 利 活 到 1889 年 ， 可 是 他 提出 的 问题 ， 终 生 都 没有 发 
表 过 .不 过 ， 四 色 问 题 有 时 也 有 人 叫做 格 斯 利 问题 的 ， 
对 四 色 问 题 进一步 的 探讨 

四 色 问 题 ， 详 细 说 ， 就 是 “球面 上 或 平面 上 的 地 图 中 各 国 以 四 种 颜色 
来 区 分 就 够 了 "这 一 猜想 是 否 正 确 ? 其 判定 方法 如 何 ? 现在 也 进展 到 什么 
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BETE? 我 们 说 ， 问题 是 明确 的 ， 但 答案 还 是 未 知 的 这 里 ， 为 了 证 明 
四 色 问 题 ， 先 来 介绍 一 下 目前 最 有 声望 的 一 个 思想 方法 ， 即 所 谓 哈 德 维 格 
(Hadwiger) 猜 想 . 
地 图 似乎 有 个 特点 ， 要 画 出 它 的 各 式 各 样 的 位 置 分 布 状 态 ， 署 起 来 颇 
为 容易 ,但 是 ， 即 使 要 画 出 一 个 五 国 的 地 图 ， 使 其 中 每 两 个 国家 都 具有 互 
相 邻 接 的 位 置 关 系 ， 也 是 不 可 能 的 ， 
下 面 将 叙述 并 证 明 这 一 结论 . 
【定理 ]?7。 球 面 或 平面 上 的 两 两 邻接 的 五 国 地 图 是 不 存在 的 ， E 
证 明 暂且 假设 满足 所 说 条 件 的 地 图 是 存在 的 ， 即 是 说 ， 五 个 国家 中 每 两 
个 都 有 一 条 国境 线 相 邻 接 .这 时 ， 没 有 必要 利用 整个 球面 ,也 不 必 在 五 国 。 
Nu N> Ny N, N;Z 间作 复杂 的 连结 ; 只 须 在 各 Ni; 内 部 取 — 一 点 P (P; 不 属 
于 Ni 的 国境 线 )， 使 得 把 这 样 取得 的 五 个 点 Pi, Po Ps, Po P; 作为 顶 
点 时 任意 二 顶点 P PisR) 作 为 球面 上 的 点 ， 可 以 连接 成 一 条 线 ， 且 这 样 
的 线 只 能 落 在 国 Ni 和 N, 的 内 部 ， 
\ 按 这 样 的 作法 ， 可 连 C5=10 条 线 ， 其 中 通 到 同一 国 的 线 是 互 不 相交 
的 ， 这 是 因为 在 一 个 国家 内 的 点 与 它 ( 同 其 他 国家 的 ) 国 界 上 的 点 连 成 的 直 
线 是 是 互 不 相交 的 ， 
所 以 ， 我 们 在 球面 上 把 五 个 顶点 中 任意 两 个 连接 起 来 就 得 到 有 10 条 
线 的 图 Gs， 它 的 线 按 上 述 理 由 是 互相 不 交叉 的 。 
现在 ， 不 管 原来 给 予 的 地 图 ， 而 只 考察 图 Gs 对 球面 所 产生 的 一 种 分 
割地 图 &. 由 于 Gs 是 连通 的 ， 故 对 图 上 成 立 的 结论 对 原来 考虑 的 国 也 是 成 
立 的 ， 设 这 些 国 家 的 数 为 a;. 由 【定理 】1 的 欧 拉 公式 ， 有 
5+a,=10+2, Ù @a:=7, 
又 由 于 G; 没有 “二 边 点 "《 即 仅仅 对 应 于 两 边 的 顶点 )，& 的 各 国 至 少 
有 三 个 边 ， 而 各 边 对 应 着 两 个 国家 ， 所 以 边 数 的 二 倍 至 少 为 
3Xas=3X7=21., 
于 是 导致 矛盾 ， 
10X22:3X7,. 
以 上 所 述说 明了 两 两 邻接 的 五 图 地 图 是 不 存在 的 . 【定理 ]7 得 证 T 
《此 证 明 取 自 G- Ringel 的 书 “ 曲 面 与 图 的 着 色 问 题 ?) 
由 于 对 球面 上 的 地 图 的 研究 可 以 作为 平面 上 的 地 图 看 待 故 以 后 


Š 5. 四 色 问 题 = a 
仅 限于 考虑 平面 上 的 地 图 , ATRAEN ATARERGENAR, A 
去 掉 某 些 边 界线 ， 就 可 以 使 邻接 关系 变 得 更 s 
接 国 .根据 上 面 的 [定理 】7， RAUN IA, 即使 是 在 邻接 最 密 的 情形 ， 
也 只 能 作 到 在 某 四 国之 中 任意 两 国 互相 邻接 . 

以 上 ， 我 们 仅仅 对 地 图 而 言 ， 而 使 用 取 地 图 的 对 偶 图 (图 15-65) 的 方 
法 研究 问题 ， 在 很 多 情形 是 方便 的 。 先 把 国 取 作 点 ， 在 表示 相 邻 国 的 点 之 
间 用 线 连结 起 来 ， 即 是 说 ， 两 国 的 接 关系 ， 用 这 两 点 之 间 的 连 线 表 示 。 在 
原 地 图 中 去 掉 两 国 间 的 边界 线 就 相当 于 将 它 的 对 偶 图 的 对 应 边 E= (u, v) 
的 两 端 w,v 重合 成 一 点 w=v， 这 样 的 作 图 叫做 边 E 的 缩小 . 

用 地 图 的 对 偶 图 及 缩小 的 方法 可 以 说 明 这 样 的 事实 ,“ 对 于 平面 图 ， 将 
其 边 依次 缩小 时 ， 其 结果 可 以 决定 一 个 具有 完全 五 边 形 ( 图 15-52(.A)) 的 
图 ， 也 可 能 产生 完全 四 边 形 (图 15-66) 的 图 ”。 

不仅 平面 图 如 此 ;一 般 地 ， 还 可 考虑 非 平面 图 的 情形 .推广 上 面 的 方 
法 ， 可 知 “在 图 G 中 ， 用 缩小 的 方式 可 以 得 到 各 种 各 样 的 包括 完全 多 边 形 
的 图 .另外 ， 由 于 G 的 顶点 数 是 有 限 的 ， 所 以 在 这 些 完全 多 边 形 中 ， 有 最 
大 的 顶点 数 1 存在 ， 把 这 个 1 记 为 o(G).” 

然后 ， 把 任意 图 G 的 顶点 着 色 , HE ， 
这 里 可 能 用 上 的 颜色 种 数 的 最 小 数字 名 作 Z Y> D 
为 G 的 颜色 数 ， 叫 做 G 的 警 色 数 ， 写 作 K 


z: 
R=) b 


(G) =k C E= (t y) 8 

”于 是 哈 德 维 格 猜想 可 简单 地 写成 . Wf 
K(G) <S8(G) RK (G) =k>8(G)2R. 

即 是 说 , “图 G 用 最 少 的 K 种 颜色 着 色 时 缩 ， 图 15-67 

小 G 所 能 得 到 的 最 大 完全 多 边 形 的 项 点 数 不 小 于 hk.” 

这 个 猜想 在 k=5 时 与 外 色 问 题 是 等 价 的 。 这 是 瓦格纳 (Wagner) 于 
1960 年 得 到 的 结果 .至 于 对 任意 的 ， 哈 德 维 格 的 猜想 是 否 正 确 ， 尚 不 明 
白 ， 而 只 在 特殊 的 情形 (R=5)， 四 色 猜 想 才 被 解决 了 . 

下 面 的 各 定理 是 直到 现在 (大 约 1970 年 ) 为 止 所 得 到 的 少数 几 个 主要 
结果 ， 

【定理 】8。 顶 点 数 少 于 四 的 图 是 不 能 分 离 * 的 平面 图 。 采用 哈密 顿 回 路 ， 对 
于 这 样 的 图 ， 用 四 种 颜色 就 可 以 作出 各 种 不 同 颜色 的 图 了 .(Tutte, 1956). 


X ”关于 图 的 分 离 概 念 ， 这 里 不 作 说 明 ， 它 主要 只 用 在 【定理 }8 中 ， 其 含义 是 可 
AKS. 
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定理 ]9， 对 于 每 个 国家 至 多 有 六 条 边境 线 的 平面 地 图 ,用 四 种 颜 色 来 区 别 
是 可 能 的 (Gyoots 和 Aarts, 1962). 

此 外 ， 沙 地 图 上 的 国家 少 于 36 个 ， 那 么 这 地 图 用 四 种 颜色 可 以 区 分 。 
这 一 事实 早已 证 明了 (Winn，1938) 。 最 近 (1969) , 阿 勤 (0re) 和 斯 登 普尔 
(Stemple) 证 明 ， 当 国家 的 个 数 小 于 40 时 ， 用 四 种 颜色 作 区 分 是 可 能 的 ， 
五 色 定 于 ”要 用 着 色 区 分 平面 上 的 地 图 ， 五 种 颜色 就 够 了 . 
下 面 用 对 地 图 取 对 偶 图 的 方法 证 明 这 个 定理 ， 为 此 ， 先 把 定理 的 叙述 
方式 改变 如 下 ， 
为 给 平面 图 的 顶点 着 色 ， 使 得 每 条 边 的 两 凋 具 有 不 同 的 颜色 (下 面 ， 仍 
把 这 叫做 “区 分 ”), 五 种 颜色 就 够 了 . 
证 明 ”考虑 平面 图 G 的 一 个 面 至 少 有 五 条 边 的 情形 ， 即 考虑 它 的 每 个 面 都 
是 nn 边 形 (n>4) 的 情形 ， 把 边界 上 不 相 邻 的 两 点 可 以 看 作 一 个 点 ， 这 由 做 
两 点 的 合并 ， 如 图 15-68， 图 G 上 两 点 g,c 可 以 合并 为 一 点 ， 把 g, c 合并 
后 ， 图 G 变 成 了 一 个 新 图 . 显然 ， 它 仍 是 平面 图 ， 即 是 说 ， 合 并 后 ， 平 面 
图 的 性 质 不 变 。 如 此 对 平面 图 依次 进行 合并 ,直到 没有 可 合并 的 点 对 为 止 ， 
例如 ， 图 15-68 中 的 图 G 就 是 经 过 一 系列 的 合并 过 程 而 最 后 变 成 图 GA. 
G; 也 是 一 个 平面 图 ， 它 具有 各 面 都 是 三 角形 这 一 特点 ( 易 知 , 它 是 由 边 数 大 
于 四 的 多 边 形 经 过 一 系列 合并 手续 而 成 
G G1 的 ， 
š e 每 个 面 都 是 三 角形 的 平面 图 叫做 极 大 


SKN on N mom. 
ame lo 与 点 的 合并 完全 相反 的 过 程 称 为 点 的 
i 7N; 分 天 .例如 , 把 极 大 平面 图 Gi( 图 15-68) 相 


到 地 进行 一 系列 的 分 割 ， 最 后 又 可 以 回 到 
图 15-68 图 G. 

现在 来 考察 顶点 的 颜色 和 连接 问题 . 设 刚才 的 图 Gi 的 顶点 需 用 种 颜 
色 * 区 分 " 开 . 对 Gi 的 点 施行 分 割 并 将 分 割 出 来 的 两 点 着 上 原来 这 点 的 颜 
色 ， 同 时 所 有 其 他 点 颜色 保持 不 变 ， 显 然 ， 分 割 后 得 到 的 图 仍然 是 由 名 种 
颜色 "区分" 的, 因此， 依次 分 割 下 去 ， 直 至 回 到 图 G 为 止 ， 则 G 也 只 要 用 
种 颜色 即 可 “区 分 ”. 于 是 , 如 果 证 明了 极 大 平面 图 用 五 种 颜色 可 "区 分 *， 
则 任意 平面 图 用 五 种 颜色 可 “区 分 "也 波 证 明了 。 为 此 ， 下 面 对 极 大 平面 图 
的 顶点 数 n 用 归纳 法 来 证 明 五 色 定 理 .在 n 志 5 时， 定理 显然 是 成 立 的 ， 

假设 对 至 多 +n 个 顶点 的 情形 ， 全 部 极 大 平面 图 用 五 色 可 “区 分 "。 记 任 
- 意 一 顶点 为 w 则 它 的 阶 数 p(y)( 其 定义 参见 【定理 ]3) 满 足 


$ 5. 四 色 问 题 (1081) 


p(v)2>3, 

记 这 五 种 颜色 为 a B,y,6,e. 记 顶点 数 为 n 十 1 的 任意 极 大 平面 图 为 G(n + 
i); 

(i) 在 G(n 十 1) 有 使 p(v) =3 的 顶点 v 的 情形 , 

如 图 15-69，. 从 图 G(n 十 1) 中 去 控 v， 得 到 有 2 个 顶点 的 极 大 平面 图 
Gi(n). 故 由 归纳 法 假设 ， 对 Gi(n) 用 五 色 即 可 “区 分 ”， 

注意 v 是 三 边 的 一 个 共 公 端点 . 设 这 三 边 的 另 一 端点 分 别 有 颜 色 a, P, 
?. 因 而 v 的 颜色 是 6 或 。， 于 是 ， 当 把 v 饮 复 到 原 位 时 ， 得 到 的 G(n 十 1 
仍 是 可 用 五 色 “ 区 分 "的. 即 ，G(n 十 1) 是 否 被 五 色 区 分 ， 不 受 阶 数 3 的 请 
y 的 影响 。 


f Y 
”图 15-69 图 15-70 


(ii) #G(n+1)## o(v)=4 BJ 5 vi. 
. ， 如 图 15-70，v 是 四 条 边 的 公共 端点 , 设 这 四 边 的 男 一 端点 分 别 为 a,b， 
.4. 在 这 四 边 中 任意 去 掉 一 边 ， 例 媳 说 , 边 (a,v), 而 添上 新 的 一 边 (b, d), 
得 到 图 Gs(n 十 1)， 显 然 ， 它 是 极 大 平面 图 ， 因 vy 的 阶 数 为 3， 故 根据 刚 方 
讨论 过 的 (i)，G2z(n 十 1) 是 可 用 五 色 “ 区 分 "的 ,又 因 在 a, b, cd 至 多 有 四 种 
相 异 的 颜色 ， 故 当 把 边 (b, d) 还 原 成 (Co,v) 时 ， 取 v 为 剩 下 的 那 种 颜色 ， 则 
G(n 十 1) 就 成 为 可 以 用 五 色 “ 区 分 ”的 了 . 

(iii) 在 G(n 十 1) 所 有 点 的 阶 数 o (vi) 2581836. 

G 的 阶 数 为 5 的 点 至 少 有 12 个 (对 此 ， 可 证 明 如 下 ; 设 连 通 的 平面 图 G 
的 顶点 、 边 、 面 的 个 数 分 别 为 nef, NALEAN, £ 

pfe =e +2, ©) 

又 因 G 是 极 大 图 ， 全 部 面 都 是 三 角形 ， 故 3f= 二 2e， 由 此 式 及 人 @ 式 消去 jf 
f'* 


=e+6. 
秽 在 ， za 5 的 点 的 个 数 为 M, 满足 p(vi)2:6 . x. 


(1082) 第 十 五 章 ， 近 世 数 学 
为 n 一 Ww， 则 下 列 不 等 式 成 立 
5m 十 6(n 一 mm) 过 2e， 故 m 之 6n 一 2e. @ 
由 @@，@@ 得 m 过 12. 故 阶 数 为 5 的 点 至 少 有 12 个 ， 
取 阶 数 为 5 的 一 个 点 为 v， 设 交汇 于 v 点 的 五 个 边 的 另 一 端 分 别 为 o, 
t c de( 图 15-71). 任 取 这 五 点 中 不 相 邻 的 两 点 ， 例 如 说 ，a.d， 并 把 dA 
并 到 a, 


-一 一 -一 一 -一 一 一 


图 15-71 图 15-72 


这 时 得 到 新 图 Gs(n)( 图 15-72).Gs(n) 是 非 平 面 的 ， 全 部 顶点 都 满足 
p(Y) 之 4， 特 别 考虑 p(v)=4. 这 时 ， 去 掉 v 点 及 交汇 于 v 点 的 四 边 条 ， 所 
得 图 G 记 为 G4(n 一 1),. 于 是 G4 是 极 大 平面 图 ， 它 的 全 部 顶点 满足 p(w) 之 
3. 所 以 ， 按 归纳 法 假 这 ，G4(n 一 1) 是 用 五 色 可 “区 分 "的 ， 

再 把 v 与 交汇 于 v 的 四 条 边 恢 复原 位 ， 给 v 着 以 不 同 于 a,b,c,d 处 的 
颜色 且 恢 复 4 的 位 置 . 若 取 d 的 颜色 与 a 相同 ， 则 图 形 就 恢复 到 了 G(n+ 
1)， 妈 得 出 :.G(n 十 1) 是 用 五 色 可 “区 分 ”的 .定理 已 全 部 证 明 ， a 
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